Funktion f: X" — I'* berechenbar :

Es gibt Turing Maschine M, die fiir jedes xeX"

bei Eingabe x auf dem Eingabeband

mit Ausgabe f(x)€I"" auf dem Ausgabeband
stoppt.
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Funktion f:X* — " berechenbar :

Es gibt Turing Maschine M, die fiir jedes xeX”

bei Eingabe x auf dem Eingabeband

mit Ausgabe f(x)el™ auf dem Ausgabeband
stoppt.

Funktion f: A — B berechenbar :

Es gibt Turing Maschine M, die fiir jedes acA

bei Eingabe cod(a) auf dem Eingabeband

mit Ausgabe cod( f(a) ) auf dem Ausgabeband
stoppt.

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 19

Die folgenden sind équivalent fiir ACZ":

* A ist Turing akzeptierbar

* Es gibt TM M mit L(M) = A

* A ist semi-entscheidbar

* %" ist berechenbar

* A ist rekursiv aufzdhlbar

*» A wird von Typ-0 Grammatik generiert

* A ist Definitionsbereich einer berechenbaren Funktion

* A ist Wertebereich einver berechenbaren Funktion

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 19

ACZ" heiBt semi-entscheidbar, wenn die
positive charakteristische Funktion von A berechenbar ist.
1 XEA
KA 2 ={0,1} 0 A T(x) =
undef Xx&A
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Die folgenden sind édquivalent fiir ACZ":

* A ist Turing akzeptierbar

* Es gibt TM M mit L(M) = A

* A ist semi-entscheidbar

* %" ist berechenbar

* A ist rekursiv aufzdhlbar

* A wird von Typ-0 Grammatik generiert

* A ist Definitionsbereich einer berechenbaren Funktion

* A ist Wertebereich einver berechenbaren Funktion

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 19

ACX" heiBt rekursiv aufzihlbar, wenn es eine iiberall
berechenbare Funktion F : N — X* gibt , sodass

A={F(0),F(1).FQ), -} ={F@n)|neN}

Die Funktion F “zdhlt die Menge A auf”

Uds WS 05/06 CS420 Vorlesung 19




Die folgenden sind équivalent fiir ACZ":

* A ist Turing akzeptierbar

* Es gibt TM M mit L(M) = A

* A ist semi-entscheidbar

* %" ist berechenbar

* A ist rekursiv aufzdhlbar

* A wird von Typ-0 Grammatik generiert

* A ist Definitionsbereich einer berechenbaren Funktion

* A ist Wertebereich einver berechenbaren Funktion

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 19 7

ACZ" heiBt entscheidbar, wenn die
charakteristische Funktion von A berechenbar ist.
1 XEA

Xa T {01} 0 ()= {
0 XA

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 19 8

ACZ" heiBt entscheidbar, wenn die
charakteristische Funktion von A berechenbar ist.

1 XEA
Aa i 20,1} 1 qa(x) =
0 XA

Satz:

A ist semi-entscheidbar und
A ist enscheidbar <
A ist semi-entscheidbar

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 19 9

Kodierung von Turing Maschinen als biniire Strings

M= (I #Q.s.F.A)

) Eingabealphabet
I'o>x Bandalphabet
#eF\Z Leerzeichen (Inhalt von nicht initialisierten Zellen)
Q Zustandsmenge (endlich)
seQ Startzustand
FcQ Endzusténde
A C/SQXF) X (%FX {L,B,merittregeln
derzeitiger dcécitig ncuhhricbcncs Kopfbewegung
Zustand  gelesenes Zustand ~ Symbol L=Ilinks R =rechts
Symbol B = bleibe
UdS WS 05/06 €S420 Vorlesung 19 10

Kodierung von Turing Maschinen als biniire Strings

M=, # F,A) 0.B.d.A
T ={a,a)
T ={a, - a,} UlH
Q = { q17 ) qﬂ] Jl
s = q
F=1{q}
A C @) x @Tx(LBRY)  L=p,B=p,R=p;
A={8, 0}
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Kodierung von Turing Maschinen als biniire Strings

=(Z,#,Q,.F,A) 0.B.d.A
= laI> '»a‘}
I ={a,-a, - a,}U{#
Q={qy " 0qn}
s = q
F=1{q}
A € Q) x (QIX(LBR)  L=p.B =1 R=py
A={8,,0}

cod(M) = cod(3,) cod(3,) --- cod(dp)

Uds WS 05/06 CS420 Vorlesung 19 12




Kodierung von Turing Maschinen als biniire Strings

M= (Z,I#,Q,s,F,A) 0.B.d.A
= { ap, e, Ay }
={ap, o, p U#

={a}
C (Qx) x (QXIX{LBR}Y) L=p,B=p,R=p,
={8, .0}
cod(M) = cod(3,) cod(3,) --- cod(dp)
cod( (q;,a,9;2,1,) ) = 0170110 VO 1X0 1P 0

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 19 13

Dekodieren: binire Strings als Turing Maschinen
interpretieren

we {0,1}"

M mit cod(M)=w falls w eine legale TM Kodierung

TM die nichts akzeptiert sonst
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Dekodieren: binire Strings als Turing Maschinen
interpretieren

M mit cod(M)=w falls w eine legale TM Kodierung

TM die nichts akzeptiert sonst

Esgilt: M 40~ M

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 19 15

Kodieren beliebiger Strings als binire Strings

I={ay, ., a}

XeX" mit X=a a2 " a

13 n

cod(x) = 0'1 112013 114...

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 19 16

Dekodieren: Interpretation binérer Strings als
allgemeine Strings

decod( 0'1 112013 114... ) =a; 8 a2

13

decod( 11102 153 014-- ) =a; a; a;a; -

Es gilt: decod(cod(x)) = x

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 19 17




Selbst-Akzpetierende Maschinen

Kodieren/Dekodieren von Turing Maschinen und Strings
SAM = {we {0,1}" | weLM,) }

cod
/\ *
TMen<_ =*{0,1}
SAM = {we {0,1}" | wgLM,) }

MW

Mooy & M

cod
*/_\ *
P { R )

decod
2

decod(cod(x)) =x
UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 20
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Satzz SAM = {we {0,1}" | w&LM,) }
ist keine TM-Sprache (keine semi-entscheidbare Sprache,
keine rekursiv aufzéhlbare Sprache).

Satzz SAM = {we {0,1}" | w&LM,) }
ist keine TM-Sprache (keine semi-entscheidbare Sprache,
keine rekursiv aufzéhlbare Sprache).

Beweis: Miissen zeigen:
Es gibt keine TM M mit L(M) = SAM.

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 20

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 20

Satzz SAM = {we {0,1}" | w&LM,) } Satzz SAM = {we {0,1}" | w&LM,) }
ist keine TM-Sprache (keine semi-entscheidbare Sprache,
keine rekursiv aufzéhlbare Sprache).

ist keine TM-Sprache (keine semi-entscheidbare Sprache,
keine rekursiv aufzéhlbare Sprache).

Beweis: Miissen zeigen:
Es gibt keine TM M mit L(M) = SAM.

Beweis: Miissen zeigen:
Es gibt keine TM M mit L(M) = SAM.
Fiir jede TM M gilt L(M) # SAM.
Fir jedes we{0,1}" gilt L(M,)# SAM .

Fiir jede TM M gilt L(M) = SAM.

Uds WS 05/06 CS420 Vorlesung 20
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Satzz SAM = {we {0,1}" | w&LM,) }
ist keine TM-Sprache (keine semi-entscheidbare Sprache,
keine rekursiv aufzéhlbare Sprache).

Beweis: Miissen zeigen:
Es gibt keine TM M mit L(M) = SAM.

Fiir jede TM M gilt L(M)# SAM.
Fir jedes we{0,1}" gilt L(M,)# SAM .

L(M,) und SAM unterscheiden sich in w !!

weL(M,) < weSAM

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 20 7

Satzz SAM = {we {0,1}" | weLM,) }
ist nicht entscheidbar.
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Satzz SAM = {we {0,1}" | weLM,) }
ist nicht entscheidbar.

Beweis:
Wire SAM entscheidbar, dann miisste
SAM TM akzeptierbar und auch
SAM TM akzeptierbar sein.

Widerspruch.

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 20 9

Analog: ,,spezielles Halteproblem“

Ob eine SML Funktion mit
seinem eigenen Programmtext als Argument
terminiert oder nicht,

ist im Allgemeinen nicht entscheidbar.

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 20 10

Analog: ,,spezielles Halteproblem*

Ob eine SML Funktion mit
seinem eigenen Programmtext als Argument
terminiert oder nicht,

ist im Allgemeinen nicht entscheidbar.

Das heifit, es gibt kein automatisches Werkzeug,
das aus dem Programmtext einer SML Funktion schlieen
kann, ob diese Funktion ihren eigenen Programmtext

akzeptiert oder nicht.

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 20 11

Das ,,universelle (allgemeine) Halteproblem

UNIV = { w$x € {0,1}"${0,1}* | decod(x) € L(M,)) }

Uds WS 05/06 CS420 Vorlesung 20 12




Satz: Die Sprache
UNIV = { w$x € {0,1}"8{0,1}* | decod(x) € L(M,) }

ist nicht entscheidbar.

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 20 13

Satz: Die Sprache
UNIV = { w$x € {0,1}"8{0,1}* | decod(x) € L(M,) }

ist nicht entscheidbar.

Beweis:
Annahme, es gibe einen Entscheider E fiir UNIV.

Dies wiirde einen Entscheider fiir SAM liefern, was
unmdglich ist. Also Widerspruch.

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 20 14

Satz: Die Sprache
UNIV = { w$x € {0,1}"8{0,1}* | decod(x) € L(M,) }

ist nicht entscheidbar.

Beweis:
Annahme, es gibe einen Entscheider E fiir UNIV.

Dies wiirde einen Entscheider fiir SAM liefern, was

unmdglich ist. Also Widerspruch.

w € SAM g.d.w. wS$cod(w) € UNIV
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Satz: Die Sprache
UNIV = { w$x € {0,1}"8{0,1}* | decod(x) € L(M,) }

ist nicht entscheidbar.

Beweis:
Annahme, es gibe einen Entscheider E fiir UNIV.

Dies wiirde einen Entscheider fiir SAM liefern, was
unmdglich ist. Also Widerspruch.

w € SAM g.d.w. wS$cod(w) € UNIV
wS$cod(w)eUNIV & decod(cod(w))e L(M,) < weL(M,) & weSAM

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 20 16

Analog: ,,allgemeines Halteproblem*

Ob eine SML Funktion mit einem vorgegebenen Argument
terminiert oder nicht,

ist im Allgemeinen nicht entscheidbar.

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 20 17

Analog: ,,allgemeines Halteproblem*

Ob eine SML Funktion mit einem vorgegebenen Argument
terminiert oder nicht,

ist im Allgemeinen nicht entscheidbar.

Das heifit, es gibt kein automatisches Werkzeug,
das aus dem Programmtext einer SML Funktion schliefen
kann, ob diese Funktion ein vorgegebenes Argument

akzeptiert oder nicht.

Uds WS 05/06 CS420 Vorlesung 20 18




Reduktionen

Def.: Man sagt

“Sprache ACX" reduziert sich auf Sprache BCI™*”

“A ist leichter als B”
und schreibt

A=B,
wenn es eine tiberall berechenbare Funktion F:X*—I"" gibt,
sodass fiir alle xeX" gilt
x€A & F(x)eB

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 20 19

Satz: Wenn A—<B dann gilt:
(i) B entscheidbar = A entscheidbar

(ii) A nicht entscheidbar = B nicht entscheidbar

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 20

Satz: Wenn A=<B dann gilt:
(i) B entscheidbar = A entscheidbar

(ii) A nicht entscheidbar = B nicht entscheidbar

Beweis: (zeige nur (i), da (i) und (ii) dquivalent)
B entscheidbar, d.h. es gibt Entscheider E fiir B

A=B, d.h. es gibt Funktion F, berechnet durch TM My
mit x€A < F(x)eB

Entscheide, ob x€A, indem E auf F(x) angewandt wird.

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 20
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Reduktionen

Def.: Man sagt

“Sprache ACX" reduziert sich auf Sprache BCI™*”

“A ist leichter als B”
und schreibt

A=B,
wenn es eine tiberall berechenbare Funktion F:X*—I"" gibt,
sodass fiir alle xeX" gilt
x€A & F(x)eB

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 21 1

Satz: Wenn A—<B dann gilt:
(i) B entscheidbar = A entscheidbar

(ii) A nicht entscheidbar = B nicht entscheidbar

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 21 2

Satz: Wenn A=<B dann gilt:
(i) B entscheidbar = A entscheidbar

(ii) A nicht entscheidbar = B nicht entscheidbar

Anwendung: UNIV ist nicht entscheidbar, denn
SAM=UNIV ,und SAM nicht entscheidbar.

SAM = {we{0,1}" | weLM,) }

UNIV = { w$x € {0,1}"${0,1}* | decod(x) € L(M,)) }

F
w > w$cod(w) weSAM & wlcod(w)eUNIV

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 21 3

u beliebiger, fester String
ACC, = {we{0,1}" |ueL(M,) }

Satz: Fiir jedes u ist ACC nicht entscheidbar.
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u beliebiger, fester String
ACC, = {we{0,1}" |ueL(M,) }

Satz: Fiir jedes u ist ACC nicht entscheidbar.

Beweis: UNIV=ACC, (und UNIV ist nicht entscheidbar)

Reduktionsfunktion: w$x wird umgewandelt in Beschreibung einer TM Z,,

7. Eingabe y
1. Lasse M, mit Eingabe decod(x) laufen.
2. If y=u then akzeptiere, sonst divergiere

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 21 5

u beliebiger, fester String
ACC, = {we{0,1}" |ueL(M,) }

Satz: Fiir jedes u ist ACC nicht entscheidbar.

Beweis: UNIV=ACC, (und UNIV ist nicht entscheidbar)

Reduktionsfunktion: w$x wird umgewandelt in Beschreibung einer TM Z,,

7. Eingabe y
1. Lasse M, mit Eingabe decod(x) laufen.
2. If y=u then akzeptiere, sonst divergiere
wxeUNIV=- M, akzeptiert decod(x) = Z, , akzeptiert u = cod(Z,, . )€ACC,

wx@UNIV=- M, akzept. nicht decod(x) = Z, , akzept. u nicht = cod(Z,, )¢ACC,

W
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Satz von Rice:
RE Menge aller rekursiv aufzéhlbaren Sprachen
Fiir jedes S C RE mit ) = S # RE gilt
CE={w|LM,)eS}

ist nicht entscheidbar.

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 21

Satz von Rice:
RE Menge aller rekursiv aufzéhlbaren Sprachen
Fiir jedes S C RE mit ) = S # RE gilt
CEO={w|LM,)eS}

ist nicht entscheidbar.

Alle (nicht trivialen) Eigenschaften von Turingmaschinen,
die sich durch die akzeptierte Sprache ausdriicken lassen,
sind nicht entscheidbar.

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 21 8

Alle (nicht trivialen) Eigenschaften von Turingmaschinen,
die sich durch die akzeptierte Sprache ausdriicken lassen,
sind nicht entscheidbar.

Beispiele:
{w] s€L(M,) }
{w| L) =0}
{w| L(M) ist endlich }
{w| L(M) ist kontextfrei }

alle nicht entscheidbar.
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Post‘sche Korrespondenzproblem

Reservoir von k Spielkartentypen

1 10 011 10
101 00 11 111

Frage: Kann man Spielkarten (mit moglichen Wiederholungen)
so nebeneinanderlegen, dass sich oben und unten das
gleiche Wort ergibt ?

1 011 |10 [O11
101 |11 |00 |11

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 21 10

Post‘sche Korrespondenzproblem PCP;
Gegeben: KEN, ((x1,y),(X5,¥2), -, (X¥y)) € (E)*

Frage: Gibtes I € {1,---k}" mit X[I]=Y[I]

= (i1, ,1y)
X[1]= Xj X, X

I"

Y[ =y; v, i,

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 21

Modifiziertes Post‘sche Korrespondenzproblem MPCPy

Gegeben: KEN, ((x1,y),(X5,¥2), -, (X¥y)) € (E)*

Frage: Gibtes I € {1,---k}" mit X[I]=Y[I]

undi =1

I'= (g, i)
X[ =x; X+ X;
[1=x %, %,
Y[[=vy. y v
M=y v, ¥,
Uds WS 05/06 CS420 Vorlesung 21 12




Post‘sche Korrespondenzproblem
Reservoir von k Spielkartentypen

1 10 011 10

101 00 11 111

Frage: Kann man Spielkarten (mit mdglichen Wiederholungen)
so nebeneinanderlegen, dass sich oben und unten das
gleiche Wort ergibt ?

1 1|10 |01l
101 |11 |00 |11

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 22 1

Post‘sche Korrespondenzproblem PCP;
Gegeben: keN, ((x,y1):(x0.¥2),(Xp:¥y)) € ()
Frage: Gibtes I € {1,---k}" mit X[I]=Y[I]

= (i1, ,1y)
X[]=x; x; -+ x;

' n

Y[ =y; v, vi

n
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Modifiziertes Post‘sche Korrespondenzproblem MPCPy

Gegeben: KEN, ((x1,y),(X5,¥2), -, (X¥y)) € (E)*

Frage: Gibtes I € {1,---k}" mit X[I]=Y[I]

undi =1
I'= (i, +.iy)
X[ =x; X+ X;
[1=x %, %,
Y[=vy. y v
M=y v, ¥,
UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 22 3

Beh: MPCP; < PCPy 5,
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Beh: MPCP; < PCPy 5,

Beweis:

(e (YD (0yd) )

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 22 5

Beh: MPCP; < PCPy 5,

Beweis:

(K (G Gy ) = (K2, (@YD) o), (8.48)))

Uds WS 05/06 CS420 Vorlesung 22 6




Beh: MPCP; < PCPy 5,

Beweis:

(K (G Gy ) = (K42, (@), (8.48)))

a=aa,--a,
a=#a#a# - -#a #
e
a= a#a#--#a #
N
a = #aH#a# - #a,,
UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 22 7

WORT: Das Wortproblem

Gegeben: Eine Grammatik G = (Z,V,S,P) und ein Wort weX”

Frage: Ist weL(G)? Also, wird w von G generiert?

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 22

WORT: Das Wortproblem

Gegeben: Eine Grammatik G = (Z,V,S,P) und ein Wort weX”

Frage: Ist weL(G)? Also, wird w von G generiert?

Als Sprache ausgedriickt:
WORT = { cod(G)$cod(w) | weL(G) }

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 22 9

WORT: Das Wortproblem

Gegeben: Eine Grammatik G = (Z,V,S,P) und ein Wort weX”

Frage: Ist weL(G)? Also, wird w von G generiert?

Als Sprache ausgedriickt:
WORT = { cod(G)$cod(w) | weL(G) }

Beh: UNIV <X WORT

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 22

WORT: Das Wortproblem

Gegeben: Eine Grammatik G = (Z,V,S,P) und ein Wort weX”

Frage: Ist weL(G)? Also, wird w von G generiert?

Als Sprache ausgedriickt:
WORT = { cod(G)$cod(w) | weL(G) }

Beh: UNIV < WORT

Beweis schon bei Aquivalenz von TM und Grammatiken
gegeben.

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 22 11

Beh: WORT =< MPCP

Uds WS 05/06 CS420 Vorlesung 22 12




Beh: WORT < MPCP
Beweisidee: Gegeben Grammatik G=(2,V,S,P) und Wort w,

welU, <U ,<U < <«U,<U <« S

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 22

baue MPCP, dessen Losung eine Derivation S=w darstellt.

Beh: WORT =< MPCP

Beweisidee: Gegeben Grammatik G=(2,V,S,P) und Wort w,
baue MPCP, dessen Losung eine Derivation S=w darstellt.
welU, «<U ,<U < <«U,<U <« S

we U, U, ,<U ,<-<U,<U <8

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 22

Beh: WORT =< MPCP

Beweisidee: Gegeben Grammatik G=(2,V,S,P) und Wort w,
baue MPCP, dessen Losung eine Derivation S=w darstellt.

E€w < Um <= Um-l <= Um-Z =

<U,<U « S $
€ we U, U0, «U ,««U,<U «S$
UdS WS 05/06

CS420 Vorlesung 22

Beh: WORT =< MPCP

Beweisidee: Gegeben Grammatik G=(2,V,S,P) und Wort w,
baue MPCP, dessen Losung eine Derivation S=;w darstellt.

ew <|U, [dUu, [dU,,/<9 - <U, U, fe's $
€ wis Uy, €U 9 U < -9 Uyl 9 U <= SS

Bei Produktion
B—A0
in P

UdS WS 05/06
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Beh: WORT =< MPCP

Beweisidee: Gegeben Grammatik G=(2,V,S,P) und Wort w,
baue MPCP, dessen Losung eine Derivation S=;w darstellt.

€w<:Um<:Um_1<:Um_2<: - <= U lEU =l S $
€ wis Uy, 1€Una 9 U < g Uyl 9 U <SS

Grammatik G = ( {a,,---.a,}, {B,,--.B;}

Beh: WORT =< MPCP

Beweisidee: Gegeben Grammatik G=(2,V,S,P) und Wort w,
baue MPCP, dessen Losung eine Derivation S=;w darstellt.

€w<:Um<:Um_1<:Um_2<: o <= U lEU =l S $
€ wis Uy, €U 9 U < -9 Uyl 9 U <= SS

" B, By, {oy, =B, o=} ), Wort w Grammatik G = ( {a,,---.a,}, {B,,--.B}, B, {oa, =B, -, a—=p,}), Wortw
MPCP
ewe a a, B,| |o, a, $
€ =l |a, a B,| | B, B, «<S$
Uds WS 05/06 CS420 Vorlesung 22 17 Uds WS 05/06 CS420 Vorlesung 22 18
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Beweis:

UNIV < WORT =< MPCP = PCP,
also

UNIV < PCP.

Da UNIV unentscheidbar, ist also auch PCP unentscheidbar.

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 22 20

UdS WS 05/06
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Anmerkung: Die analogen Fragen fiir reguldre Sprachen sind
alle entscheidbar.

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 22 22

Beh.: Gilt L(G,) NL(G,)=0? istunentscheidbar.

UdS WS 05/06

CS420 Vorlesung 22
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Beh.: Gilt L(G,) NL(G,)=0? istunentscheidbar.

Beweis:  (k, ((x,,y)),,(Xyy) ) Instanz von PCP

Betrachte Sprachen Sy = { IR$X[I] | Ie{l,---k}* }
Sy={ JR$Y[J] | Je{l.,---k}* }

X[y )] = %, o0%,

Uds WS 05/06 CS420 Vorlesung 22 24




Beh.: Gilt L(G,) NL(G,)=0? istunentscheidbar.

Beweis:  (k, ((x,,y)),-,(Xyy) ) Instanz von PCP
Betrachte Sprachen Sy = { IR$X[I] | Ie{l,---k}" }
Sy={ JR$Y[J] | Je{l,---k}* }

(i +ip)] = XX

i T

Sy kontextfrei, denn generiert durch Grammatik mit Regeln

S—iSx,  1<i<k
S—ig$x,  I<i<k

analog Sy kontextfrei.
Sy und Sy sind sogar deterministisch kontextfrei.
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Beh.: Gilt L(G,) NL(G,)=0? istunentscheidbar.

Beweis:  (k, ((x,,y),-,(Xyy) ) Instanz von PCP
Betrachte Sprachen Sy = { IR$X[I] | Ie{l,---k}" }
Sy={ JR$Y[J] | Je{l,---k}* }
X[ est) ] = X%
Sx NSy # 0 bedeutet es gibt ein I€ {1,---k}* mit
IRSX[1]=IR$Y[I] , also X[I]=Y[I],

also entscheiden ob Sy N Sy # () wiirde das PCP 15sen.

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 22

26




Reservoir von k Spielkartentypen

1 10 011 10
101 00 11 111

Frage: Kann man Spielkarten (mit moglichen Wiederholungen)
so nebeneinanderlegen, dass sich oben und unten das

gleiche Wort ergibt ?
1 |olt |10 |oO11
101 |11 |00 |11
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Gegeben: keN, ((xp,y)),(x2.¥2), - (Xo¥y)) € (Z)*
Frage: Gibtes I € {1,---k}" mit X[I]=Y[I]

I= (ipiza' “>in)
X[I]= X; Xi, e X

'n

Y[I]= YiYi, i

n
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Beweis:

UNIV < WORT =< MPCP = PCP,
also

UNIV < PCP.

Da UNIV unentscheidbar, ist also auch PCP unentscheidbar.
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Anmerkung: Die analogen Fragen fiir regulédre Sprachen sind
alle entscheidbar.
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Beh.: Gilt L(G,)NL(G,)=0? istunentscheidbar.
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Beh.: Gilt L(G,) NL(G,)=0? istunentscheidbar.

Beweis:  (k, ((x,,y)),-,(Xyy) ) Instanz von PCP

Betrachte Sprachen Sy = { IR$X[I] | Ie{l,---k}" }
Sy={ JR$Y[J] | Je{l,---k}* }

X[ i) = X -+0X,

i Tim
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Beh.: Gilt L(G,) NL(G,)=0? istunentscheidbar.

Beweis:  (k, ((x,,y),-,(Xyy) ) Instanz von PCP

Betrachte Sprachen Sy = { IR$X[I] | Ie{l,---k}" }
Sy={ JR$Y[J] | Je{l,---k}* }

X)) = X, X

i Tim

Sy kontextfrei, denn generiert durch Grammatik mit Regeln

S—iSx,  1<i<k
S—ig$x,  I<i<k

analog Sy kontextfrei.
Sy und Sy sind sogar deterministisch kontextfrei.
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Beh.: Gilt L(G,) NL(G,)=0? istunentscheidbar.

Beweis:  (k, ((x,,y)),-,(Xyy) ) Instanz von PCP

Betrachte Sprachen Sy = { IR$X[I] | Ie{l,---k}" }
Sy={ JR8Y[J] | Je{l,---k}* }

X[ d)] =%,
Sx NSy # 0 bedeutet es gibt ein I€ {1,---k}* mit
RSX[1] = IR$Y[I] , also X[I]=Y[I],

also entscheiden, ob Sy N Sy # @) wiirde das PCP losen.
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Beh.: Gilt L(G,) N L(G,) ist endlich?  ist unentscheidbar.

Beweis:  (k, ((x,,y),-»(Xyy) ) Instanz von PCP

Betrachte Sprachen Sy = { IR$X[I] | Ie{l,---k}" }
Sy={ JR8Y[J] | Je{l,---k}* }

PCP hat keine Losung = Sy N Sy =0, also Sy N Sy endlich

PCP hat Lésung I = I"ist Losung fiir jedes n>0
= (IMR$X[I"] = AMRFY[I"] jedes n>0
= Sy NSy ist nicht endlich.
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Satz: Die folgenden Probleme sind alle unentscheidbar:
Gegeben: kontextfreie Grammatiken G, und G,
1) Frage: Gilt L(G,) N L(G,)=07?
2) Frage: Gilt L(G,) N L(G,) ist endlich ?
3) Frage: Gilt L(G,) C L(G,) ?
4) Frage: Gilt L(G,) =L(G,) ?
5) Frage: Gilt L(G,) N L(G,) ist kontextfrei ?

Anmerkung: Die analogen Fragen fiir reguldre Sprachen sind
alle entscheidbar.
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Beh.: Gilt L(G,) C L(G,) ? istunentscheidbar.

Beweis:  (k, ((x,,y)),-,(Xyy) ) Instanz von PCP
Betrachte Sprachen Sy = { IR$X[I] | Ie{l,---k}" }
Sy={ JR8Y[J] | Je{l,---k}* }

G, kontextfreie Grammatik fiir Sy
G, kontextfreie Grammatik fiir S,
(geht, da S, deterministisch kontextfrei)

LG)CL(G,) & S.CS, & S5~ < PCP unlisbar
—

unentscheidbar
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Anmerkung: Die analogen Fragen fiir regulédre Sprachen sind
alle entscheidbar.

UdS WS 05/06 CS420 Vorlesung 23 13

Beh.: Gilt L(G,)=L(G,) ? istunentscheidbar.

Beweis:  (k, ((x,,y),-,(Xyy) ) Instanz von PCP

Betrachte Sprachen Sy = { IR$X[I] | Ie{l,---k}* }
Sy={ JR$Y[J] | Je{l.,---k}* }

G, kontextfreie Grammatik fiir Sy
G, kontextfreie Grammatik fiir Sy,

(geht, da S deterministisch kontextfrei)
G kontextfreie Grammatik fiir SyUSy,

L(G,) =L(G) © L(G) CL(G, < S CS_V & S\NS,=0 <« PCP
unldsbar

unentscheidbar
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Anmerkung: Die analogen Fragen fiir regulére Sprachen sind
alle entscheidbar.
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Beh.: Gilt L(G)) N L(G,) ist kontextfiei?  ist unentscheidbar.

Beweis:  (k, ((x,,y)),-»(Xyy) ) Instanz von PCP

Betrachte Sprachen Ly = { R#KSKR#X[I] | LKe{l,--- k}* }
Sy = { JR4ISHRAY[H] | LHE{L, -k} }

G, kontextfreie Grammatik fiir Ly
G, kontextfreie Grammatik fiir L,

PCP unlésbar = L,NL,=# = L,NL, ist kontextfrei
PCP lésbar = L,NL, enthilt Worte der Form (I")R#I"$(I")R#X[I"]

fiir alle n>0
= LyNL, ist nicht kontextfrei
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