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Kapitel 1

Rechnen ,,an sich*

1.1 Grundlegende Fragen

Was ist Rechnen?

Welche Rechenmechanismen gibt es?
e Kann man ,alles* berechnen?

e Wie ,teuer® ist das Rechnen?

1.2 Rechensituationen

i. PC

Eingaben: Ausgaben:
Tastatur Bildschirm
Maus \ / Drucker
Kamera >) e 4 Lautsprecher

Mikrofon 7 s: LAN
USB / \ USB
LAN Speicherkarten

Auf bestimmte Eingaben sollen bestimmte Ausgaben erfolgen.
»Dauerschleife®.

e schwer zu spezifizieren

e schwer zu analysieren

e schwierige Theoriebildung.



ii. Airbus A380

e Kingaben:

— Sensoren
— Steuereinheiten + Schalter

e Ausgaben:

— Aktuatoren
— Bildschirme

Rechensystem: genau spezifiziertes Ein- und Ausgabeverhalten. ,, Dauer-
schleife“. = nicht geeignet fiir Theoriebildung

ili. Einfache Situation

Eingabe: Ausgabe:

Zeichenkette — Rechner —— Zeichenkette

Beispiel:

Berechnung einer Funktion:

Zeichenkette — Zeichenkette

Vereinfachung
Betrachte nur Funktionen

Zeichenkette — { 0 , 1 }.

Nein , Ja
e . Rechner” ,berechnet” Funktion

Zeichenketten

F:¥" — {0,1}
e ,Rechner“ erkennt (Sprache) Menge von Zeichenketten

{w € T*|F (w) =1}



1.3 Kurzexkurs iiber ,,Zeichenketten*

Alphabet : Endliche Menge (von Symbolen)

by

Zeichenkette (iiber X, auch ,string“ oder , Wort“): Endliche Folge von Sym-
bolen aus X.

k
k € N. Z = {strings ai1as . ..ay iber ¥ der Lange k}

a; EX

0
Z ={e} e:,leeres Wort“, String der Lénge 0

Z* = U Zk alle Strings endlicher Lange

keN
Somit folgt:

a...ag| =k
lel =

€ m=0
meN. a" = L
aa™ " m>0

Konkatenation : , Verkettung®

a = ajas...ap € X*

b = biby..bj € ¥*

ab = alag...akbl...bl
lab] = |a[ + [b]

aE = a=c¢ca

k| 0 k>0
‘{} ’ n {1 E=0
4] = 14

00 =1



1.4 Automaten, Rechenmaschinen und Ideale Rech-
ner

Wie sehen nun ,,Automaten, auch ,, Rechenmaschinen“ oder ,, Ideale Rechner*,
aus?

1.4.1 TUbersicht

Eingabeband, unterteilt in Zellen, jede Zelle enthilt ein Symbol der Eingabe:

(Ll [7]. I3[ [5]

Eingabelesekopf

endlich viele
Zustéande

Steuerung

Speicher

Regeln fiir

Rechenschritte
(endlich viele)

Die Maschine macht eine Folge von ,,Rechenschritten®.
Ein Schritt ist abhéingig vom

e gelesenen Symbol der Eingabe,
e Zustand der Steuerung und
e Inhalt des Speichers.
Abh#ngig davon kann man
e den Eingabekopf bewegen,
e in einen neuen Zustand gehen und
e den Inhalt des Speichers dndern.

Die Art der Operation ist durch die Rechenschrittregeln festgelegt.

1.4.2 Konfigurationen

Als Konfiguration bezeichnet man eine Momentaufnahme der Maschine, cha-
rakterisiert durch

e den Inhalt des Eingabebandes,
e die Position des Eingabekopfes,
e den Zustand der Steuerung und

e den Inhalt des Speichers.



1.4.3 Rechenschritt

Als Rechenschritt bezeichnet man einen Ubergang von einer Konfiguration zu
einer anderen. Dieser Ubergang ist durch die Regeln vorgeschrieben.

1.4.4 Akzeptor

Sei durch start,, die Startkonfiguration fiir die Eingabe w € 3*, ferner ana-
log die Endkonfigurationen definiert. Der Automat ,akzeptiert* die Eingabe w,
wenn er durch eine endliche Folge von Rechenschritten aus der Konfiguration
start,, eine Endkonfiguration erreicht (Determinismus) bzw. erreichen kann
(Nichtdeterminismus).

1.4.5 3 Arten von solchen Maschinen

Wir betrachten drei Arten von Maschinen, charakterisiert durch die Art ihres
Speichers:

i. kein Speicher (endlicher Automat)

ii. unbeschriinktes Band von Zellen mit einem Schreiblesekopf (Turing Ma-
schine)

iii. unbeschrinktes Band von Zellen mit einem Schreiblesekopf, der immer am
Ende des beschriebenen Teils agiert (Kellerautomat)

1.5 Endlicher Automat
NN EEN

endlich viele

Zustdnde
Eingabe
Konfiguration = Kopfposition
Zustand
start,,: Kopf ganz links in wohldefiniertem Startzustand
Endkonfigurationen: Kopf ganz rechts in irgendeinem der definierten
Endzusténde

Pro Schritt wird der Kopf um eine Zelle weitergeriickt.

1.5.1 Beispiel 1

Die Zustinde des Automaten sg, s1, so mit sg als Start- und s als Endzustand.



Regeln

derzeitiger Zustand  gelesenes Symbol neuer Zustand
S0 a — s1
S0 — So
S1 a — S92
S1 b — So
S92 a — S92
S9 b — So

Der Automat akzeptiert alle Strings iiber {a, b} mit mindestens 2 a’s am Ende.

1.5.2 Beispiel 2

Wir mochten uns nun die nichtdeterministische Version ansehen.
Die Zusténde des Automaten sind ¢g, ¢1, g2 mit g als Start- und ¢s als Endzu-
stand.

Regeln
derzeitiger Zustand  gelesenes Symbol neuer Zustand
do a - do
q0 b — q0
do a - 0
0 a - q2
1.6 Turing Maschine
Eingabeband | | | | | | | | |
Ausgabeband | | | | | | |
Eingabe
Eingabekopfposition
Konfiguration = Zustand
Arbeitsbandinhalt
Arbeitskopfposition
start,,: Das Eingabeband enthélt w.

Der Eingabekopf ganz ist ,,ganz links“ iiber x in

einem wohldefinierten Startzustand.

Das Arbeitsband enthélt nur leere Zellen.
Endkonfigurationen: Die Maschine ist in einem der ,,Endzustdnde®.



Pro Schritt bewegt sich der Eingabekopf um < 1 Zelle und der Arbeitskopf um
< 1 Zelle. Die Zustéinde des Automaten sind s, [, 7, f mit s als Start- und f als
Endzustand. Das Zeichen b stellt das Leerzeichen dar.

Regeln
derzei- Symbol Symbol neuer Fingabe-  Arbeitskopf-
tiger Finga-  Ausga- Zu- kopfbe-  sym- bewe-
Zustand  bekopf  bekopf stand  wegung bol  gung
S a b — S — A —
s $ b — l — b —
l b A — l — A —
l b b - f | !
l b b — r l b —
r b A — r — A —
r b b - f | !
r b b — l 1 b —

Diese Turing Maschine akzeptiert alle Strings der Form a*$b*!, k> 1,1> 1.

1.7 Keller-Automaten

Eingabeband | | | | | | | | |

Der Eingabekopf kann nicht nach links riicken. Immer, wenn der Arbeitskopf
nach links riickt, hinterlésst er eine leere Zelle.

Eingabe
Eingabekopfpositi
Konfiguration = tngabekoptpostiion
Zustand
Arbeitsbandinhalt
start,,: Das Eingabeband enthélt w.

Der Eingabekopf ganz ist ,,ganz links“ iiber w in

einem wohldefinierten Startzustand.

Das Arbeitsband enthélt nur leere Zellen.
Endkonfigurationen: Der Eingabekopf ist zum Beispiel ganz rechts

und das Arbeitsband leer.



1.8 Definition (Zusammenhang zwischen Auto-
maten und Sprachen)
Seien ¥ ein Alphabet und L C ¥* eine Sprache. Wir sagen, L ist eine

e DEA-Sprache, wenn es einen Deterministischen Endlichen Automaten
gibt, der L akzeptiert,

NEA-Sprache, wenn es einen Nichtdeterministischen Endlichen Auto-
maten gibt, der L akzeptiert,

DKA-Sprache, wenn es einen Deterministischen Kellerautomaten gibt,
der L akzeptiert,

NKA-Sprache, wenn es einen Nichtdeterministischen Kellerautomaten
gibt, der L akzeptiert,

DTM-Sprache, wenn es eine Deterministische Turing Maschine gibt, die
L akzeptiert und

NTM-Sprache, wenn es eine Nicht Deterministische Turing Maschine
gibt, die L akzeptiert.

Beachte
e Jede DEA-Sprache ist auch eine NEA-Sprache.
e Jede DEA-Sprache ist auch eine DKA-Sprache.
e Jede DKA-Sprache ist auch eine DTM-Sprache.

NEA - NKA C C alle
Sprachen / = \ Sprachen / — #\_Sprachen
@

& & %
DEA c DKA c DTM
Sprachen / = \ Sprachen / = \ Sprachen

Frage

Welche dieser Sprachenklassen fallen zusammen, welche nicht?

10



1.9 Definitionen(,,Baby-Mengenlehre*)

e Sei f eine Funktion A — B. Die Funktion heifit

— injektiv, wenn Va,a’ € A,a#d : f(a) # f(d),
— surjektiv, wenn Vb € B,3a € A: f(a) = b und

— bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Im Englischen sagt man auch 1-1 fiir injektiv, onto fiir surjektiv und 1-1
correspondence fiir bijektiv.

e Zwei Mengen A, B heiflen gleichméchtig, wenn es eine Bijektion zwischen
A und B gibt.

— Beispiel: Sei G die Menge der geraden, natiirlichen Zahlen.
Behauptung: N und G sind gleichméchtig, G C N

Beweis: f(z) =2z ist eine Bijektion von N — G.

e Eine Menge A heifit endlich, wenn A gleichméchtig mit {1,2,...,k} fiir
irgendein k£ € N ist, sonst unendlich.

e Eine Menge A heif3t abzédhlbar unendlich, wenn A gleichméchtig mit N
ist.

e Eine Menge A heiffit abzdhlbar, wenn A endlich oder abzéhlbar undend-
lich ist.

Beachte

A heifit abzidhlbar unendlich, wenn A als A = {ag, a1, as, ...} ,geschrieben* wer-
den kann. Es existiert eine Bijektion zwischen N und A, da f(i) = a;.

1.9.1 Lemma 0

i. Eine Menge A ist genau dann abzéhlbar, wenn 3 es eine Injektion A — N.
Dazu dquivalent ist auch, dass 3 eine Surjektion N — A.
Beweis

Ubung
ii. Ist eine Menge B abzéhlbar und A C B, dann ist A abzéihlbar.

1.9.2 Lemma 1

A; ist endlich firi=1,...,k
=A; UAyU...U Ay ist endlich und
Ay X Ay x ... x Ay ist endlich.

Endliche Mengen sind also abgeschlossen unter endlicher Vereinigung und Pro-
duktbildung.

11



1.9.3 Lemma 2

A; ist endlich fiir i € N = (J,c Aj ist abzihlbar.
Ist also {A;|i € N} eine Familie von disjunkten endlichen Mengen, dann ist auch
Uien Ai abzéhlbar.

Beweis

Seik e N:sp=>
gilt:

iep li mit I; = |A;] und A; = {aio,ail,am, .. ,ailﬁl}. Dann

f:|JA = N: flai) =si+j ist injektiv
€N

Aus Lemma 0 folgt: J, .y A; ist abzéhlbar.

€N

1.9.4 Korollar
Wenn ¥ endlich ist, dann ist ¥* abzihlbar.

Beweis
5t =J¥ da ¥ N =0 fiir i #j und X' endlich Vi € N
€N
Ubung

Disjunktheitsannahme entfernen.

1.9.5 Lemma 3

Sind A und B abzéhlbar, dann ist auch AU B abzéhlbar. Ferner ist dann A x B
abzahlbar.

Beweis

A abziéhlbar = 3 Surjektion a : N — A, A={a(0),« a(2),...}
B abzdhlbar = 3 Surjektion 8: N — B, B ={3(0),5(1),8(2),...}

i. Konstruiere Surjektion f: N — AU B:

F(2i) = ali)
J(2i+1) = B(3)

f ist surjektiv,weil z € AU B
=z € A...x=«a(i)fir irgendeine =z = f(2i)
=z € B...z = (i) fir irgendeine =z=f(2i+1)

12



ii.

A ={ag,a1,...} a; = afi)

B = {bo,b1,...} b; = B(i)
AxB| 0 1 2 3

0 (CL(), bo) (ao, bl) (ao, bg) (CL(), bg)

1 (al,bo) (al,bl) (al,bg) (al,bg)

2 (ag, bo) (CLQ, bl) (CLQ, bg) (ag, bg)

3 (ag, bo) (Clg, bl) (Clg, bg) (ag, bg)

Sei k € N. Dann gilt:
Cr = {(as, b)) i +j =k}
Zudem gilt dann:

|Ck|=/€+1
C’kﬂClz(Z)fﬁrk;él

AxB=]C L2 A x B ist abzihlbar.
keN

1.9.6 Korollar
Q ist abzédhlbar. ~ Nx NU, — N x N*¢

1.9.7 Lemma 4

Sei {4;|i € N} die Familie von abzdhlbaren Mengen. = |,y 4: ist abzihlbar.

€N

Beweis

Analog zu Beweis von Lemma 3 ii. .

1.9.8 Satz (Cantor, Russell)
Sei A eine Menge und 24 = {B|B C A} die Potenzmenge von A. Dann gilt:
A und 24 sind nicht gleichmichtig,

es gibt also keine Bijektion zwischen A und 24.

Beweis
Es geniigt zu zeigen, dass es keine Surjektion A — 24 gibt:
Vf:A— 24 fnicht surjektiv

Vi:A—24 EI\A//E2A:VGEA:f(a)7éA
CA

Vi:A—24 A=A;=SacAa¢f(a)
—~—
cA

13



Behauptung

Va € A: f(a) # A denn sie unterscheiden sich in a.

ad fla)=>acA = f(a) #A
a€ fla)=>a¢A = f(a) # A
1.9.9 Korollar
i. 2V ist nicht abzihlbar.
ii. 2% ist nicht abzihlbar (22* = ,Alle Sprachen“).
Nebenbedingung: NTM — Sprachen sind abzihlbar.
c2¥”

Es gibt Sprachen, die von keiner NTM akzeptiert werden.

iii. Die Menge aller unbeschréinkten Bitstrings

{aJa: N — {0,1}}

a(0) | a(l) | a(2)
0 1 1

nicht abzihlbar, denn jedes A C N identifizieren wir mit a4 : N — {0,1} :

=y Te

iv. R ist iiberabzéhlbar (selbst [0,1] N R), denn jeder z € [0,1] ist als

0,zzzzx ... darstellbar und umgekehrt.
Binardarstellung

1.10 Cantor’sches Diagonalisierungsverfahren

Hierbei handelt es sich um einen Spezialfall dieses Satzes fiir A = N. Man geht
wie folgt vor:

e Identifiziere B C N mit dem unbeschriankten Bitstring ap

e Zeige, dass in jeder Aufzdhlung von unbeschriankten Bitstrings irgendein
Bitstring fehlt.

0 1 2 3 4 5 6
ag | 1° 0 1 1 0 0 1
a; | 1 ol 1 1 1 0 1
as | 0 0 1 0 0 0 1
as | 1 0 0 ol 0 0 0
as | 0 0 1 1 ot 0 1
6(j)=1—a;(j)
d#a; VieN

14



Kapitel 2

Endliche Automaten und
deren Sprachen

2.1 Definition

i. Ein endlicher Automat M spezifiziert sich durch

PO Eingabealphabet (endlich)
Q: Zustandsmenge (endlich)

sEQ: Startzustand
FcQ: Endzusténde
AC(QxX)xQ: Ubergangsrelation (Rechenschrittregeln)

M ist deterministisch, wenn
V(g.a) € Qx 2 {¢ € Qllg.aq) € A} <1
(es ist hochstens 1 Regel anwendbar)

Ansonsten heifit M nicht-deterministisch.

ii. Die Konfigurationen von M sind die Menge Kj; = Q x X*.

e Startkonfiguration:
w € X* : starty, = (s,w)
¢ Endkonfigurationen:
{(f,e)lf € F}

e Rechenschrittrelation fiir M:
Hierbei handelt es sich um eine Relation auf K

Vg € Q,a € X w e N (g,aw) b (d'w) & ((g,a),¢") € A

15



e Rechenrelation fiir M:
]’;[* ist reflexive, transitive Hiille von 1\':1

kAI:I*kJ’@EImEN,EIkO,...,km:kozk,k":km,ki_lJl;lkifiir0<i<m

iii. Die Maschine M akzeptiert die Eingabe w € ¥* genau dann wenn

3 k € Fin : start, =" k.
I M
(f:e).feF
Die von M akzeptierte Sprache L(M) = {w € ¥*|M akzeptiert w}.

DEA DEA
iv. L C ¥* heifit NEA-Sprache, wenn es einen NEA M gibt mit L (M) = L.

2.1.1 Beispiele
Endlicher Automat M:

Y ={a,b}
Q= {q0,q1, 2}
§=4dqo
F={q1,q}

A= {(QOa a, Q1) ’ (qla a, QQ) ) (q27 G»QO) ;
(qu b7 q()) ) (q17 ba (]1) ) (Q% ba (]2)}

Daraus folgt: M ist deterministisch.

Ky = Q x X*
Fin = {(q,¢)lq € F}
= {(qlvg)v (Q275)}

Verwenden wir nun einige Testeingaben:

e Mit der Eingabe w = aab erhilt man:

starty, = (qo, aab) ]\l} (g1, ab) 1\'_4 (g2,b) ]\l} (g2,¢) € Fin

Somit ist aab € L (M).
e Mit der Eingabe w = baaba erhélt man:

starty, = (qo, baaba)

q2aa‘)

—~ o~ o~ o~
(]
()
S
S
~

T BT 8T BT ET

Somit ist baaba ¢ L (M)

16



2.2 Ubergangsgraphen fiir endliche Automaten

Sei M, charakterisiert durch (X, Q, s, F, A) ein endlicher Automat. G, ist ein
gerichteter (Multi-)Graph mit Kantenbeschriftung aus 3.

Knotenmenge :Q

Kantenmenge : [, ¢) mit Beschriftung a < (¢,a,q’) € A

Konventionen beim Zeichnen

Startknoten (-zustand)

Endknoten (-zustand)

sonst

O
O

Vorheriges Beispiel:

w = ai1as...a, wird von M akzeptiert & 3 Pfad in Gj; vom Startzustand zu
einem Endzustand mit Beschriftung w.
3 Knotenfolge po, p1, ..., pm mit po = s, pm € F fiir alle 0 < i < m pi—1 — p;

Fortsetzungssprachen
Seien L C X* ist eine Sprache, w € ¥*, Fp(w) = {w’ € ¥*|lww’ € L}.
Fr ={Fp(w)|lw € ¥*}

Man nennt Fz, die Menge der Fortsetzungssprachen von L. Es ist zu beachten,
dass unter Umsténden fiir w # w' : Fr(w) = Fr(w') !

2.2.1 Lemma
L DEA-Sprache = F, endlich

17



Beweis
L DEA-Sprache = 3 DEA-Sprache M = (X,Q, s, F,A) mit L (M) =L
Sei ¢ € Q. Man betrachte

L,= {w € X*(q, w) 1\':1* (f,¢e) fiir irgendein f € F} )

Sei w € ¥*: g(w) ein eindeutiger Zustand (falls existent) mit (s, w) JIC[* (q(w),e).
Dann gilt: Ff(w) = Lg(y). Falls ¢(w) nicht existiert, dann Fr(w) = 0.

= Fr, = {L4|q € Q} endlich.
Anwendungen

Um zu zeigen, dass L keine DEA-Sprache ist, reicht es zu zeigen, dass Fr, nicht
endlich ist.

Beispiel 1
L = {a"b"|n € N} ist nicht DEA-Sprache.
Idee: Produziere w; € ¥*,¢ € N, mit Fy, (w;) # Fr (w;) fiir ¢ # j. Betrachte
w; = a'b;i > 1. A
FL(U}l) = {blil}
Beispiel 2

L = {a"|n ist Quadratzahl} = {a’“z |k € N}
L ist keine DEA-Sprache, denn fiir ¢ < j unterscheiden sich F, (ai2) und FJ, (aj2 ),
weil a1 € Fp (aig) und a?*1 ¢ Fp, (a72).

Fr(a*) = {5, a®, a'?,a?, .. }

Fr(a®) ={e,d",...}

Beispiel 3
L = {a™|n ist Primzahl} ist keine DEA-Sprache.

Beweis
i. 3 unendlich viele Primzahlen

ii. z,y teilerfremd = {x + iy|i € N} enthélt eine Primzahl (Satz von Dirich-
let)

p,q : p # q Primzahlen. Dann ist Ff, (a?) # Fp, (a?). Daraus folgt: p, ¢ teiler-
fremd = {p + iq|i € N} enthilt eine Primzahl, z.B. p + Iq

Beachte: ¢ + Iq ist keine Primzahl (durch q teilbar).

al? € Fr(aP),ald ¢ Fr(a)

18



2.3 Satz von Myhill-Nerode

Sei L eine DEA-Sprache. Genau dann ist Fj, endlich.

Beweis
»=* Durch vorheriges Lemma gezeigt.
w<=* L, Fy, endlich. Baue M = (3,Q, s, F, A) mit L (M) = L.

Q=7FL

s=Fr(e)=1L

FZ{GE}—LL?EG}

A = {(Fr(w),a, Fr,(ww')) lw € ¥*, 0w’ € ¥}

Beachte:

i. A endlich, da ¥ und F, endlich.
ii. Sei w,w’ € ¥* und gilt: Fy, (w) = Fr (w') = Fp, (wa) = Fp, (w'a)

L(M) =L, da:
w,w’ € ¥* a € X. start,y = (FL (€),w'), ferner gilt

(Fr(w),aw’) b (Fi(wa),w')
(Fr(e),a1as .. .ay) 1\|_4* Fr(ay...ax),ap41--.an) Yk
insbesondere mit k = n,w; = a1...a,

(Fr(e),wr) E7 (Fr(wi),€)

Fr, (w') ist hierbei Endzustand, wenn es ¢ enthilt.

2.3.1 Anmerkungen
i. Diese Konstruktion liefert einen kanonischen DEA fiir L, KA},
ii. DEA M = (£,Q,s,F,A) mit L(M) = L = |F| < |Q|;|FL| = |Q] =
M~ KAy
2.3.2 Konsequenzen

i. Satz
L ist NEA-Sprache = L ist DEA-Sprache (d.h. nicht-Determinismus fiihrt
bei endlichen Automaten zu keinen neuen Sprachen)

NKA c alle
Sprachen * \_Sprachen
Vi
L

DEA DKA DTM

Sprachen Sprachen Sprachen




Beweis

Werde L durch NEA M = (£,Q, s, F, A) akzeptiert. Es geniigt zu zeigen,
dass die Menge der Fortsetzungssprachen Fp, endlich ist. Fiir w € ¥* sei

Q(w) = {p € Q|(s,w) 1\|:I* (p,a)}. Firq € Qsei Ly = {w’ € X*|(q,w’) 1\|:I* (f,¢) fiir irgendein f € F}

Fr(w) = U Lq

q€Q(w)

das heifit F, (w) wird durch eine Teilmenge von @ (némlich @ (w)) eindeu-

tig bestimmt. Da @) nur endlich viele Teilmengen hat, gilt Fr, ist endlich.
ii. Satz

Wenn L von einem endlichen Automaten akzeptiert wird, ,,der den Lese-

kopf auch auf einer Zelle verweilen lassen kann“, dann ist L eine DEA-
Sprache.

AcC(@x(Xu{e})xQ)
d.h. im Ubergangsgraphen gibt es Kanten, die mit ¢ beschriftet sind.

iii. Satz Wird L von einem 2-Weg-Automat akzeptiert, dann ist L eine DEA-
Sprache.
(Bei einem 2-Weg-Automat handelt es sich um einen DEA, bei dem der
Lesekopf verweilen und auch nach links und rechts bewegen kann.)
Ubergangsregeln:

(¢;a,q',1) € Q@ x T x Q x {L, B, R}
Hierbei steht L fiir ,links“, B fiir ,,bleiben“ und R fiir ,,rechts.

Unmittelbar aus Konsequenz 1 folgt:

2.4 Konstruktion eines DEAs aus einem NEA

Ziel sei die direkte Konstruktion eines DEA M’ = (X,Q’, s, F', A’) aus einem
NEA M = (%,Q,s,F,A) mit L(M') = L(M).

Man gehe folgendermaflen vor:

Q=29

s'={s}eq

F’:{PeQ'|PﬂF7é®}
cQ

A'={(Pa,R)e Q xE¥x Q |PCQ,aeX,R={qe€Q|(p,a,q) € A fiir irgendein p € P}
~— ~—
—20Q —20Q

20



2.4.1 Beispiel

(av
5

Konstruiere einen DEA. Vorgehensweise ist hierbei die Frage, ,,in welcher Menge
von Zustdnden kénnte man sein?“.

Unmittelbar aus Konsequenz 2 folgt:

2.5 Verweilen des Lesekopfes
2.5.1 Beispiel

Akzeptiert alle Strings w € ¥*, die sich teilen lassen in w = wv, u,v € ¥* mit
#4(u) mod 3 =1 und #p(v) mod 3 =1.
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Beweis

Analog zu dem des vorhergehenden Satzes.
Unmittelbar aus Konsequenz 3 folgt:

2.6 2-Weg-Automat

Beweis

Wir wollen zeigen, dass F, endlich ist.

Eingabeband | W |

Kopfbewegung A }
|

Zeit | |
|

[

w € X* fi: @ = Q x {V, R} U{div}. Wir nehmen an, dass der Lesekopf auf
dem rechtesten Zeichen von w steht und M im Zustand g ist.

1. Fall M riickt den Lesekopf im néchsten Schritt nach rechts und geht iiber in
den Zustand p.

fuw(q) = (p, R)

2. Fall Der Fall 1 tritt nicht ein und das nichste Mal, wenn der Lesekopf wieder
iiber der rechtesten Zelle von w steht, ist M im Zustand p.

fw(q) = (p,V)

3. Fall Sonst f,, (¢) = div

e=%* - QU {div}

e (w) ist gleich dem Zustand g, der erreicht wird, wenn M beginnend mit Lese-
kopf auf dem linken Ende von W und im Startzustand das rechte Ende von
w zum ersten Mal erreicht. (falls das nie der Fall ist, liegt Divergenz vor).
w,w € X*, e(w)=-e(w) und f, = f, . Daraus folgt:

Vo € ¥ :wx wird akzeptiert
w'z wird akzeptiert
=Fp (w) =Fy (w/)

22



Fp, (w) ist durch e (w) € Q U{div} und f,, € (Q x {V, R} U {div})? bestimmt.
Daher gibt es hochstens

QI +1-(2-1Q+ 1)

viele Fortsetzungssprachen.

2.6.1 Konsequenz 4

Zustandsminimierung fiir DEAs

2.6.2 Satz

Fiir jeden DEA M kann man den kanonischen dquivalenten DEA K M berech-
nen.

i. L(KM)=L(M)
ii. Zustandsmenge von K M ist so klein wie moéglich

iii. Berechnung lduft in Zeit polynomiell in der Beschreibungsgréfie von M.

Beweis:

Sei M = (%,Q, s, F,A) ein DEA und L = L(M) die Sprache, die von M akzep-
tiert wird. Wir wissen: Fr, = {Lq|q € Q} Wir mochten zeigen, dass V {p, ¢} gilt
L,# L, Allgemein L,=1L, zusammenfassen
————

(p.q) umtorscheidb nicht unterscheidbar
p,q} unterscheidbar

Plan
i. Bestimme, welche {p, ¢} unterscheidbar sind und welche nicht.

ii. Fasse die nicht-unterscheidbaren Zustéinde zu Aquivalenzklassen zusam-
men und baue einen DEA, dessen Zustidnde diese Aquivalenzklassen sind.

Algorithmus fiir i.

0. Entferne alle Zusténde, die vom Startzustand nicht erreichbar sind. ,, Ver-
vollstéindige* M’. V Knoten q, Va € ¥ muss es genau eine Kante geben,
die in ¢ beginnt und mit a beschriftet ist, fiige also einen Knoten hinzu,
auf den alle diese Kanten zeigen. Sei Maschine M = (X, Q, s, F, A).

U={{p,a}lpeF, qcQ\F}
F F X
N:(2>U(Q; ) <k):{AcX||A|:k}
2. while 3{p,q} e N: JaeX:{p,q¢} € U mit
p=p , q=q
(p,a,p")€A (g,a,9’)EA

do
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e entferne {p, ¢} aus N
e fiige {p,q} in U ein

3. Alle Paare in U sind unterscheidbar, alle Paare in N sind nicht unter-
scheidbar.

2.6.3 Lemma
Wenn der Algorithmus terminiert, gilt

i. V{p,q} €U :L,# L,
ii. V{p,q} e N: L, =1L,

iii. UUN = (622)

Beweis
iii. gilt als Schleifeninvariante.

i. L, # Ly gilt fiir alle {p,q} € U nach Schritt 1., da ¢ € Ly,e ¢ L,. In
Schritt 2. werden nur Paare {p,q} mit L, # L, zu U hinzugefiigt, da
L, # Ly (da {p',¢'} € U ,nach Induktionsvoraussetzung“), d.h. Jw €

i aw € Ly
E*.wELq/7w¢Lp/:> aw%Lp}in#Lq

ii. Annahme: Bei Termination 3{p,q} € N: L, # L,. So etwas wird durch
w € Ly

w¢ Ly’

Sei {p,q} € N mit L, # L, mit kiirzesten Zeugen w = ws,...,wy
{p1,q1} € U = Schleife hat noch nicht terminiert 4. {p1,q1} € N,
Widerspruch zur Wahl eines Paares in N mit kiirzestem Zeugen.

,Zeugen“ w € ¥* bezeugt:

Beispiel

O = N W

~alalca
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U={{p,qtlpeF, qecQ\F} jedes Paar {p,q} ist also durch die Position
P, q gekennzeichnet.

{0,3} £ {3,4} cU
(0,2 % {1,1}
{0,2} £ {3,4}cU
{0,1} £ {3,4} €U
{1,3} % {4,4}

L 42,2}
{1,2} % {4,4}

2og2.1y
{2,3} % {4,4}

Loq1,2)

N = {{153}7{172}7{273}}; Ll - L3; Ll - LQ; L2 - LB; Ll - L2 -
L

2.6.4 Korollar
Fiir 2 EA — Sprachen L, L’ kann man testen, ob L = L'.
reguldre Sprachen
2.7 Eigenschaften von DEA-Sprachen (reguliren
Sprachen)

2.7.1 Satz

Seien L, L’ regulidre Sprachen, w,u € ¥ dann sind auch folgende Sprachen re-
gulér:

i. L
ii. LUL, LNnL, L-L'={wulwelL, uel'}
iii. L7 = {w|w® € L}

iv. L* = Upey L
"=L-L-...-L
| S
k
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Beweis

EAs

Seien L, L' durch EEQS gegeben mit den Ubergangsgraphen:

ii.

1 O v ©

iii.

iv.

e

)

2.7.2 Satz

L, L' seien DEA-Sprachen (gegeben durch zwei DEAs). Man kann automatisch
entscheiden, ob

i. L=1L'
ii. L=0
iii. L =%
iv. Lc L'

Beweis

ii. Sei L = L (M), wobei M ein DEA ist. Betrachte den Ubergangsgraph
G-
L = () & 3 kein Pfad von s zu einem Knoten in F.

iii. Teste, ob L = ¥*.
i. Minimiere M und M’ und teste, ob G ~ G-
iv. LcL' LNl =0

L' reguliir = L’ regulir

_/ .
Lregulir } = LN L' reguléar
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2.8 Pumping Lemma (fiir DEA-Sprachen)
Sei L eine DEA Sprache. Dann 3N € NVz € L mit |z| > N

3 Unterteilung « = uvw
mit juv| < N

~
und |v| > 1

Somit gilt Vi € N : uv'w € L.

2.8.1 Anmerkung
Das Pumping Lemma ist wegen seiner Umkehrung interessant:

= (EIN e N: Vz € L3 Unterteilung = = wowVi € N : wolw € L)

|z|>N luv| <N, [v]>1

= - (L ist DEA Sprache)
Das heifit man kann zeigen, dass L keine DEA-Sprache ist.

VN € N3z € L : V Unterteilungen = = wow : 3i € N: uwv'w ¢ L
|| >N luv| <N, v >1

= L keine DEA-Sprache

2.8.2 ,,Spiel um zu zeigen, dasss L nicht regular*
i. Der Gegner gibt ein NV € N vor.
ii. Ich wéhle ein x € L mit || > N.
iii. Der Gegner unterteilt = wow mit |uv| < N, jv| > 1.

iv. Ich wihle ein i € N sodass uv'w ¢ L.

2.8.3 Beispiel
Zeige, L = {a™b"|n € N} C {a,b}" ist nicht regulir.

i. Der Gegner gibt ein IV € N vor.

ii. Ich wihle ein = a™VbV.

iii. Der Gegner gibt die Unterteilung a™¥ b

aa... ... ab...b
——

= I VOr.

u=a®% py=ah w

Dabeigilt > 1und a+ 8 < N
iv. Ich wéhle i =0 :

ww = a® - aN 7P pV

= PN ¢ L
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Beweis (Pumping Lemma)
Sei L eine DEA Sprache. Somit 3 DEA M = (@Q,%,s,F,A) mit L(M) = L.
Betrachte den Ubergangsgraphen Gjy.

e Sei nun N = |Q).

e Betrachte z € L, |z| > N

e Verfolge Pfad fiir x in G;. Der Pfad hat die Liange a > N, alsoa > N +1
Knoten. Daher muss es Knotenwiederholungen geben:

_ 1 2 xr3 F
§=po—pP1—P2—P3 — ... 7Pk ... Pl ... Py €

Dk, p1 sei dabei die erste Knotenwiederholung. Es gilt | < N,k < [.
Setze

Uu=1...%k,
V=2Tk4+1---T1,

w :$l+1...$|m|,

e N
/ \

2 )
Po Pk
die Schleife kann also beliebig oft durchlaufen werden.

2.9 Regulidre Ausdriicke (Kleene)

Formalismus um Sprachen zu beschreiben (sei ¥ das Alphabet):

regulire Ausdriicke beschriebene Sprachen
0 or = {

a€eXx a [a] = {a}
€ [l = {e}

—~

r1,79 Tegular (11 4 73) [(r1 4+ 72)] [ri] U [ra]
172 [(rir2)] [r1] - [r2]

r1)* [ ] = Inl

<

—~

Beispiel

Sei r = (aaa + bbd) ((a + b))* aaa. Dann gilt:
[r] = Menge aller Strings iiber {a,b} der Linge > 6, die in 3 a’s enden und
entweder mit 3 a’s oder mit 3 b’s beginnen.
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2.9.1 Satz

Sei L = [r] fiir irgendeinen regulidren Ausdruck r < L = L (M) fiir irgendeinen
endlichen Automaten M.

Beweis

,= — Sei r ein regulirer Ausdruck.
— Konstruiere einen Endlichen Automaten M mit L (M) = [r].
— Strukturelle Induktion (sei M iiber G (M) aufgeschrieben):

Induktionsanfang:

0 ]

. O

. 0=O
Induktionsschritt:

Seien r1,ry reguldre Ausdriicke, weiterhin existiere 0.B.d.A. nur ein
Endzustand. Dann sieht man:

% (r1 +1r2):
e A M
€
0 M
O M O——0 M: O
* (r1)”

»<=“ Gegeben sei ein DEA M = (Q,%,s,F,A) mit Q = {q1,...,qn},s =
. F = {q,...,qf} mit i € {1,2},¢ :Fl oder i ; 2. Konstruiere einen
sE s¢F

reguliren Ausdruck 7 mit [r] = L (M), hierzu betrachte den Ubergangs-
graphen Gy:
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Fir 0 < £k <nund 1 < 14,5 < n betrachte rfj
[[rfj]] = Menge aller Pfadbeschriftungen von den Pfaden, die in ¢; begin-
nen, in g; enden und dazwischen nur Knoten mit Index < £ haben.

(315 (o0 o (0 )——(w)
41> (@—®

rpt .ty wenn s ¢ F

L(M)=
r?’1—|—...—|—r?f wenn s € F
rfj sei induktiv definiert iiber k&
rh=¢
0 wenn 3 Kante von g; nach g;
1# ] r?j =4qai+az+...+a wenn 3 genau [ Kanten von ¢; nach g;

mit Beschriftungen ai,as,...q

ay

() (%)

Also gilt fiir £ > 0:

ko k=1, k=1 [ k—IN* _k—1
Ty =Ty T T “(rer ) Tl
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Kapitel 3

Kellerautomaten und ihre
Sprachen

Kellerautomaten werden bedingt durch zumeist englischsprachige Literatur auch
als ,push down automata“ oder kurz PDA bezeichnet. Sie sind wie folgt Spezi-
fiziert:

3.1 Spezifikation

Eingabeband | | | | | | | | |
Lesekopf
Controller
Lese-Schreibkopf
Arbeitsband V %
Hotack”
,Keller”

Der Lese-/Schreibkopf bleibt immer am (rechten) Ende des beschriebenen Teils
auf dem Arbeitsband, auch ,,Stack“ (Stapel) oder ,Keller“ genannt.
Die Maschine M sei wie folgt spezifiziert:

by Eingabealphabet
r Kelleralphabet
€cl Kellerbodensymbol
Q endliche Zustandsmenge
seQ Startzustand
Fcaq Endzusténde
AC(@Q@xTx(XZU{e})) xI™*xQ Regeln, endlich!
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Hierbei hat man die Definition von A mit @ als dem alten Zustand, I" als dem
obersten Kellersymbol, ¥ U {¢} als das niichste Eingabezeichen, I'* als der neue
Kellergipfel und @ als der neue Zustand zu verstehen.

3.1.1 Konfigurationen

K]u = X r* X >*
8./ ~~
Derzeitiger Zustand Kellerinhalt  Eingaberest

Sei w € £*. start,, = (s,€,w)
Fin={(f,U.e)|f € F,U eI}

(Akzeptanz durch Endzustand).

3.1.2 Rechenschrittrelation

(¢, AU, au) - (¢, VUu) & (¢, A,a,V,¢') € A

mitge Q,V;Ael,UeTl™* ae€ X uec X

(0, AU, u) (', VU,u) < (¢, 4,6,V,q) € A
Sei weiterhin J|CI* die reflexive, transitive Hiille von 1\':1
L(M) = {w € X |start, JICI* o fiir irgendein @ € Fin} .

FEine alternative Moglichkeit ist:

Fin = {(¢,e,¢) g € Q}
L. (M) = {w € X¥|start,, 1';1* ¢ fiir irgendein ¢ € Fin}

(Akzeptanz durch leeren Keller).

Notation (,,Ubergangsgraph* fiir M)
Man betrachte die Knotenmenge Q. Jede Regel (q, 4, a,V,q’) ergibt eine be-

schriftete Kante:
a
a€XU{e
(D) 8

Beispiel

Sei L = {a™b"|n € N}. Man betrachte einen NKA M fiir L, wobei ¥ = {a, b}
und I' = {€, A}.
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a b

£/42
€ €
g A/A ‘ €/e
€

€/€

AJAA

3.1.3 Satz

L = L(M) fiir irgendeinen NKA M < L = L.(M’) fiir irgendeinen NKA M’,
also ,,Akzeptanz durch leeren Keller“ und ,,Akzeptanz durch Endzustand“ sind
identisch.

Beweis

,<=“ Sei M’ = (E,I",€',Q',s’, A') gegeben. Diese Maschine akzeptiert durch
einen leeren Keller. Wir wollen die Maschine M, die genau die gleichen
Strings aber durch einen Endzustand akzeptiert.

Dazu bauen wir eine Maschine M aus der Maschine M’ und fiigen einen
Kellerunterboden hinzu, also € ¢ I".

M O
B 3 €/e
€//€I€ ’D
O4+—=
€/e

Wir fiihren einen neuen Startzustand s mit der zusétzlichen Regel (8, € ¢, €€, ¢ )
sowie einen neuen Endzustand f und fiir alle ¢ € Q’ eine Regel der Form
(¢:€,¢,¢, f) ein.

,= Sei M = (X,T,€,Q,s, F,A) gegeben. Diese Maschine akzeptiert durch
einen Endzustand. Wir wollen eine Maschine M’ bauen, die wie M agiert,
aber am Ende ihren Keller leert. Die Idee hierbei ist, dass sobald ein End-
zustand erreicht ist, die Leerung des Kellers erlaubt wird. Problematisch
ist allerdings der Fall, wenn wir uns nicht in einem Endzustand befin-
den, der Keller aber leer ist. Die Losung dieses Problems ist erneut ein
Kellerunterboden.

i

€/e€

33



3.1.4 Satz

Sei M ein NKA. Dann gibt es einen NKA M’ = (X,T,€,Q', s/, F/,A’) mit
L(M') = L(M), sodass fiir jede Regel (¢,4,a,V,q") € A’ gilt |V] < 2. Der
Keller kann somit immer nur um hochstens ein Symbol wachsen, gleich hoch
bleiben oder um ein Symbol kleiner werden.

3.1.5 Satz (Pumping-Lemma fiir NKA-Sprachen (Kontext-
freie Sprachen)

Sei L eine NKA-Sprache. Dann 3N € N: Vz € L, |z| > N : 3 eine Unterteilung
z = wvwxry mit [vwz| < N und |vz| > 0: Vi € N: wiwzly € L.

Der Beweis hierzu folgt spéter. Analog zum reguldren Fall kann man dieses
Lemma verwenden, um zu zeigen, dass die Sprache L nicht eine NKA-Sprache
ist. Also muss gelten, dass VN € N: 3z € L,|2| > N : V Unterteilungen
z = wvwry mit [vwz| < N und |vz| >0 i € N: uwviwzly ¢ L.

Somit ist L keine NKA-Sprache.

Verfahren zur Klassifikation einer Sprache nach der NEA-
Eigenschaft

i. Der Gegner gibt N € N vor.
ii. Ich wihle z € L, |z| > N.

iii. Der Gegner gibt die Unterteilung z = wvwzy vor mit [vwz| < N und
|vx| > 0.

iv. Ich wihle i € N, sodass uviwz'y ¢ L.

Beispiel
Betrachte die Sprache Lo, = {a™b"c™|n € N}. Diese Sprache ist keine NKA-
Sprache.

Beweis

Der Beweis erfolgt iiber das Pumping Lemma.
i. Gegner gibt N vor.
ii. Ich wihle z = a™bNeN € Lope
iii. Gegner unterteilt z = wowzy, |[vwz| < N, |vz| > 0.

z=aaa...aaabbb... bbbccc...ccc
—_———— I —

u vwT Yy

Da |vwz| < N, kann vwz nicht a’s, b’s und ¢’s enthalten. Eines der 3
Symbole a, b, ¢ kommt in vwz also nicht vor.
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iv. Ich wéhle i =0
Betrachte uvowxoy = uwy
luwy| = [vvwzy| — |ve|] < 3N.
~—

>0
Aber das Symbol (%) kommt in uwy N-mal vor. Also hat uwy nicht die Form
anb"c™ fiir irgendein n. Also ist uwy = uv®wa’y ¢ Lape.
Ubung
Zeige, dass L = {uuRu|u € {a, b}*} keine NKA-Sprache ist.

3.1.6 Intuition fiir Pumping Lemma

r =T1T2...Tp,

Stack- I I
: [ [
inhalt ‘ C ‘
oA 1
B— | B \
B B |
A [ [
€ | |
\ \
Tl T2 T3 T4 Ts Te T7 Mxlo r11 T12 - - - Zeit
Ts Te Tt wm T11 12
Behauptung

Lape ist eine DTM-Sprache.

Korollar
NKA € NTM-Sprachen.

NKA alle
Sprachen Sprachen
DKA DTM
Sprachen Sprachen

Damit ldasst sich diese Anordnung aber wie folgt vereinfachen:

reg.
Spr.

nbn n

regulére
Sprachen
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3.2 Eigenschaften von NKA-Sprachen (kontext-

freien Sprachen)

3.2.1 Satz

Seien L, L' NKA-Sprachen und sei R eine regulire Sprache.

i.
ii.
iii.

iv.

LN R ist eine NKA-Sprache.
L U L' ist eine NKA-Sprache.
LN L' ist nicht unbedingt NKA-Sprache.

L ist nicht unbedingt eine NKA-Sprache.

Beweis

i.

ii.

iii.

iv.

Sei M ein NKA mit L (M) = L und N ein NEA mit L (n) = R. Wir wollen
zeigen, dass dann ein NKA M* existiert, der x genau dann akzeptiert,
wenn sowohl M wie auch N die Eingabe z akzeptieren. Die Idee hierbei
ist, dass man M und N “parallel® auf die Eingabe x laufen ldsst, die
Zustandsmenge also durch Qs X Qn definiert.

Seien M, M’ NKA’s fiir L und L’. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass ' = I"
und € = € gilt. Wir wollen zeigen, dass dann ein NKA M* existiert, der
x akzeptiert, wenn M oder M’ die Eingabe z akzeptiert.

©

€ ] M

€/e

£

©
€/€ L] @

Man betrachte die Sprachen
L ={a"b"c"|n,m € N} und
L' = {a*b"c"|k,n € N} als NKA — Sprachen.
LN L = Ly, ist aber keine NKA — Sprache

Behauptung: L = Lgpe.
Es gilt: L ist NKA-Sprache. Aber L = Lape = Lgpe ist nicht NKA-Sprache.

Lope = {akblcm| mit —(k =1=m)}
U {u € {a,b,c}" [3b vor einem a V 3¢ vor einem a V 3¢ vor einem b}

Man kann —(k = [ = m) auch schreiben als k # [ V[ # m. Dann ist
{a*b'c™| mit ~(k =1 =m)} aber gerade {a*b'c™ |k # 1}U{a*blc™|l # m},
was eine NKA-Sprache ist.
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3.3 Deterministische Kellerautomaten

Fine Maschine M sei wie folgt definiert:
M=ET,€Q,s, FA)mit€cT',se QF CQAC(@xTx(ZU{e})) x
'™ x Q.
Die Maschine M ist deterministisch, wenn in jeder Situation hochstens 1 Regel
anwendbar ist, d.h.
i V(g,A,a) e Q@ xT x (XU {e}) <E|1(U,q') eT* x Q mit (q,A,a,U,q") € A.
ii. (¢,4,e,U,q') € A = Va € X gibt es keine Regel der Form (¢, 4,a,U,¢') €
AUel" ¢ Q.

Wir wollen zeigen, dass L = L (M) fiir einen DKA M = (X, T,€,Q,s, F, A).
Dann ist L = L (M) fiir irgendeinen DKA M’ = (E, I',€.,Q,s, F, A).

Die Idee ist nun, dass wir M’ = M wihlen, mit der Einschrinkung, dass F’' =
Q@ \ F. Das kann aber problematisch sein, denn:

i. Bei der Eingabe z bleibt M wegen fehlenden Regel stecken,

ii. Bei der Eingabe x arbeitet M nicht die gesamte Eingabe ab, da sie in eine
Schleife von e-Regeln kommt.

iii. Nach vollkommenem Konsum der Eingabe x kénnte M in einer Folge von
e-Regelanwendungen durch Zusténde in F und in @ \ F gehen.
(Achtung: Die Akzeptanzdefinition sagt, dass x akzeptiert wird, wenn es
vollkommen konsumiert wird und irgendein in F' erreicht werden kann.)

3.3.1 Lemma 1

Sei M = (X,T,€,Q,s,F,A) ein DKA, dann existiert ein DKA M’ der jede
Eingabe z vollkommen konsumiert und L(M') = L(M).

Beweis
Man fiithrt einen Zustand d ¢ @ ein: Q' = {d} U Q. Dann:

i. V(p,A,a) € Q@ xT' x X, fiir die es keine Regel der Formen (p, A, aU, q) oder
(p, A, e,U, q) gibt, fiige eine Regel (p, A, a, €, d) zu A. Weiter fiige Regeln
(d,€,a,€,d) zu A

ii. Jede Regel (p,A,¢,...,...), die, wenn angewandt auf die Konfiguration
(p, A,e) zu einer unbeschrinkten Rechenschrittfolge fithrt, in der keine
Endzusténde vorkommen, ersetze durch (p, A, e,€,d). (Achtung: das ist
nicht-konstruktiv spezifiziert, kann aber effektiv berechnet werden.)
Ansonsten, also wenn Endzustéiinde vorkommen, ersetze es durch (p, A, ¢,€
d'), wobei d’ € F ein neuer Zustand ist und fithre Va € ¥ die Regel
(d,€,a,€,d) ein.

3

3.3.2 Satz

Sei L = L(M) fiir irgendeinen DKA M. Dann ist L = L(M*) fiir irgendeinen
DKA M*.
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Beweis

Verwende Lemma 1 und konstruiere M’, mit L(M') = L(M)und M’ = (X', T',€,Q’,s', F', A')
konsumiert jede Eingabe vollstdndig.
Q" =Q x{0,1}
(¢,0) — seitdem der letzte Buchstabe konsumiert wurde,
wurde kein Endzustand erreicht.
(g,1) — seitdem der letzte Buchstabe konsumiert wurde,

wurde irgendein Endzustand erreicht.

(q,A,e,U,q) € A((q,0), A,e,U, (q',0)) falls ¢ ¢ F’
((¢,0), A, e,U, (¢, 1)) falls ¢’ € F’
((¢,1),4,¢,U,(d, 1))

(q,A,a,U,q") € A((q,0),A,a,U, (q,0)) falls ¢’ ¢ F’
((¢,0), A, a,U, (¢',1)) falls ¢ € F’
((¢,1),A,a,U, (q',0)) falls ¢ ¢ F’
(g, 1), A,a,U, (¢, 1)) falls ¢ € F’

= {(q,0)|q¢F’}
qEQ/\F’

3.3.3 Korollar

Lape ist keine DKA-Sprache, aber eine NKA-Sprache. Wire namlich Ly, eine

DKA-Sprache, dann wére Lgpe = Lape auch eine DKA-Sprache, was aber allein
schon deswegen nicht sein kann, weil Lgp. noch nicht mal eine NKA-Sprache ist.
Daraus folgern wir:

3.3.4 Satz
DKA-Sprachen C NKA-Sprachen.

3.3.5 Satz
Wenn L C {a}" und L NKA-Sprache ist, dann ist L regulir.

3.3.6 Beweis des Pumping Lemmas fiir NKA-Sprachen
Sei L ein NKA, dann

INVze L3  z=wwzry VieN:wiwzlyel
[2|>=N vz >0,|vwz|<N,kSN

Bei ¥ = {a} bedeutet das:

INeNY z2eL Jk>0vieNa"*a* e L

25N, z=am
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Behauptung

EINV‘z‘ € L:VieN:zaV" € L. Nach dem Pumping Lemma gilt, dass
z|Z2N

V2e LI0<k<NVjeN:zdelL.
N!
Betrachtej:Ti:kj:N!-i. Yw € L, |w| > N gilt:

My = min{r > N|r +iN! = |w|}

flir irgendein ¢ € N.
B = {my|w € L, |w| > N} ist endlich, enthilt héchstens N! viele Elemente.

L={welL|l|lw <N}U U {ama“\”ﬁeN}
—_—

endlich, regular meb regulér

3.3.7 Satz
Sei L eine NKA-Sprache. Dann

I NKA M’ mit L. (M') = L und M’ verwendet nur einen Zustand.

3.3.8 Anmerkung

Sei Q' = {s'}. Alle Regeln haben die Form (s, A,a,U, s’). Der Zustand s ist
fiir die Regeln irrelevant. Eine Regel hat also die Form (A, a,U).

Beweis

Sei L eine NKA-Sprache. Dann ist L = L. (M) fiir irgendeinen NKA M =
(3,T,Q,s,A) (Da der Automat iiber einen leeren Stack akzeptiert, braucht
hier keine Menge der Endzustinde mit deklariert werden).

Idee

Wir konstruieren eine Maschine M’ aus M, die ohne Zustinde auskommen muss.
Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit gilt, dass alle Regeln von M die Form
(p, A,a,U, q) haben. Hierbei ist entweder U = ¢, U = B oder U = BA mit
B €T. Der Fall U = ¢ entspricht hierbei der Operation POP, der Fall U = BA
PUSH. M’ soll M ,simulieren®. Die Zustandsinformation von M muss im Keller
von M’ gespeichert werden. IV = Q xI' x Q U {€/}. Hierbei bedeutet (¢, A, ¢'):
Wenn (diese Instanz von) A das nichste Mal oberstes Kellersymbol von M ist,
dann ist M im Zustand ¢ und nachdem A vom Keller entfernt worden sein wird,
ist M im Zustand ¢’.
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A
B

A
€

Die ,,Simulation“ des Automaten M durch M’ hat die Form

(Prs Aks Pr—1) (Pk—1, Ak—1,Pk—2) - - - (P2, A2, p1) (P1, A1, Do)
Es gilt:
A C QT x (B U{e}) x I xg,
das heif3t (€/,€, (s,€,p)) fiir jedes p € Q Ist
e (¢,A,a,B,q") € A, dann ((¢,A,p),a,(¢',B,p)) Vp € Q, zu A’ dazu.

e (¢,4,a,BA,q') € A, dann ((¢, A,p),a,(¢', B,p") (v, A,p)) ¥p,p" € Q, zu
A’ dazu.

e (q,A,a,e,¢') € A, dann ((q,A4,q'),a,e), zu A’ dazu.
Die Maschine M’ ist spezifiziert durch:

I'" = Kellersymbole

=X
€' = Kellerbodensymbol
AI

3.3.9 Behauptung
Lo (M) = L. (M).

Beweis
Man muss zeigen, dass folgendes gilt:
* .. . . / *
(s, €, ) 1\':1 (g,€,¢) fiir irgendein q € Q < (,€ ,x) 1\’2' (,e,€).
Man zeigt iiber Induktion, dass gilt:
(Sa €7 J?) J;m (Qa AkAk—l s A17 y)

~ (a€lvx) Jl\;,m+1 (7 (Qa Akapk—l) (pk—lvAk—lapk—Q) () ce (plvAlva) 7y)

vPOv sy PE—1 € Q
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Kapitel 4

Grammatiken

Ein alternativer Mechanismus fiir die endliche Spezifizierung von Sprachen sind
Grammatiken.

4.1 Definition
Eine Grammatik G ist ein Viertupel G = (X,V, S, P), wobei hier

3 die endliche Menge der Terminale
darstellt
V' die Variablen,
die sogenannten Nichtterminale, sind
S €V das,Startsymbol* ist und
PC((ZUV)'V(ZUV)") x(SUV)" die Produktionen sind.
(o, B) € P wird geschrieben als o — (. Hierbei induziert G die Relation
e =¢ auf (VUX)" durch die Vorschrift a8y =¢ a3y, wenn 3 — 3 € P.

e = ist die reflexive transitive Hiille von =¢.

Die von G generierte Sprache ist L (G) = {w € £*|S =, w}. Eine Folge
] =g 0 =g 03 =G ... =G Ok

nennt man Ableitung (oder Derivation) von «ay aus «;.
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Beispiel

Seien
G=(V,%,S,P)
> ={a,b,c}
V ={S,A B,C}
P={

Eine Ableitung ist z.B.:
S = aDbc
©))
= aaabCbCbc
(4)

= aaabbbCCc
(5)

Behauptung

S—e (1)
S — aDbc (2)
D — aDbC (3)
D—e¢ (4)

Cb — bC (5)

Ce — cc (6) }
= aaDbCbc = aaaDbCHChe
(3) (3)

(:r>) aaabbCCbc (:r>) aaabbCbC'c

= aaabbbC'cc = aaabbbcee

(6) (6) ——~—
€L(G)

Sei L (G) = {a™b"c"|n € N} = Lgpe. Dann gilt Vn € N : S =§ a"b"c".

4.2 Klassifizierung von Grammatiken
(Chomsky-Hierarchie)

Es gibt vier Typen:

e Typ 0: Keine Einschrinkungen auf die Form der Produktionen.

e Typ 1 (kontextsensitiv): Die Produktionen miissen folgende Form ha-
ben: @ — [ mit |«| < |8, in Ableitungen diirfen Strings also nicht kiirzer

werden.

e Typ 2 (kontextfrei): Die Produktionen miissen folgende Form haben:

A—-a;AceV

e Typ 3 (rechtslinear): Die Produktionen miissen folgende Formen haben:
A—aB, A—a, A—c,a€eX, A, BeV.

Sprachen, die durch Typ ¢ Grammatiken erzeugt werden kénnen, heiflen Typ 4

Sprachen.
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Beispiele

e Typ 1: Lap.

e Typ 2:
E—-T|IE+T
T—FT«F
F — 0K |aW|(E)
K — 1K|0K|e
W — aW|bW e

mit

VZ{E,T,F,K,W}
E:{+a*7(a)71507a;b}
S=F

Grammatik fiir geklammerte arithmetische Ausdriicke mit Operatoren
+, %, Operanden Bin#rzahlen und Variablennamen € a {a,b}".

e Typ 3: W — aW|bW|e (erzeugt {a,b}").

4.2.1 Satz

L ist regulér genau dann, wenn L = L (G) fiir eine rechtslineare Grammatik
(Typ 3).

Beweis

»<%“ Gegeben sei eine rechtslineare Grammatik G = (X,V, S, P). Wir wollen
zeigen, dass L (G) nur endlich viele Fortsetzungssprachen hat. Es gilt aber,
dass

VAeV:Ls={veX'|A=Fv}
und
VueX :V,={AeV|S=;uA}

Fr(u) =J{Lal|A € V,,} ist durch V,, C V vollstéindig bestimmt. Es gibt
nur endliche viele Vi;’s (Teilmengen von V).

»= Ist L reguliir, dann ist L = L (M) fiir endliche Automaten. Gegeben ist
also bereits ein Automat M = (%, Q, s, F, A) mit oBdA A = {(¢,a,¢')}.
Man konstruiert davon ausgehend eine Grammatik G mit
G: (Z)Q7S7P))
P={q—aq|(q,a,q)eAtU{q—elgeF}
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Behauptung

Es gilt:
(s,zy) 5 (¢,y) & s=grqg Vr,ye ¥

Induktion iiber Linge der Rechenschritte:
1=0 (s,y)sv
1>0
i—1 i—1
(s,2y) E77 (0:y) & 8=, 1q
(¢.9) = (d",y2...w) falls (¢,91,4") €A wg = ayiq’ falls ¢ > y1¢’ in P

Zu zeigen bleibt immer noch der Sonderfall fiir Endzustéinde.

4.3 Kontextfreie Grammatiken und Sprachen
Fortsetzung von Beispiel:

E+T =FE+T+1T
E=Fpir s pirep > EFTHTHE

Linksableitung

Im abgeleiteten String wird eine Produktion immer auf die linkeste Variable
angewandt. Holistische Sichtweise aller Ableitungsvariationen eines Strings. Man
erhélt einen Ableitungsbaum:

/E\

E/—]i\T + T T\F

4.3.1 Definition:

Ein Baum mit Knotenmarkierungen € ¥ U V', bei dem die inneren Knoten mit
€ V markiert sind, nennt man Ableitungsbaum. & (markiert mit X) ist ein
innerer Knoten mit Kindern k1,...,k&; (markiert mit Xq,...,X;), dann muss
X — X;...X; eine Produktion sein.

4.3.2 Lemma:

Sei G = (%,V, S, P) kontextfrei, ferner A € V und o € (VUX)". A =% a gilt
genau dann, wenn 3 eine Linksableitung von A nach o und damit genau dann
wenn 3 ein Ableitungsbaum mit Wurzelmarkierung A und Blattmarkierungen
(in natiirlicher links-rechts Reihenfolge) a1, aa, ..., ajq

44



4.3.

Eine

3 Satz

Sprache L ist genau dann kontextfrei, wenn L eine NKA-Sprache ist. Ana-

log kann man auch sagen, eine kontextfreie Grammatik G mit L (G) = L exi-
stiert genau dann, wenn ein NKA M mit L. (M) = L ist.

Beweis

“
»=

Gegeben sei eine kontextfreie Grammatik G = (3,V, S, P). Wir wollen
einen NKA M konstruieren, dessen Rechenschrittfolgen genau zu Links-
ableitungen in G korrespondieren. M = (X, XUV, {s},s,5,A) mit A =
{(s,4,e,a,8)|A — a € P}U{(s,a,a,¢,8)|a € T}

Behauptung

(5,8, 2y) 7 (s,7,y) & S =g 2y

links

Beweis

erfolgt iiber Induktion:
i=0(s5y)
1>0

(s, S, zy) Aljlifl (5,7,9) & S ="t oy = 207 firyy €V;y1 >a€P

links

'_(saaﬁay) fﬁr’yle‘/iv’yl_)aép7
d.h. (s,71,e,a,8) € P
(8577y) = (8575 y) fiir M€ 27’71 = Y1,

d.h. (s,71,71,¢,8) € A

zy = (z71) ¥, € X,
Hierbei ist v = 17 und y = y17.

»<“ Sei L eine NKA-Sprache. Dann existiert ein NKA M = (X,T,Q, s,€,A)

mit @ = {s} und L. (M) = L. Alle Regeln in A haben die Form (s, A4, a, X, s)
mit a € XU {e} und X € I'™*.
Wir wollen eine Grammatik G konstruieren mit L (G) = L. (M).

G=(%,V,S,P)
V=r
S=€

P={A—aX|(s,A a,X,s) €A}

Behauptung 1:

Sei w € X*.

weL(G)ewe L (M)
€= w e (s, € w) Al:j* (s,e,¢€)
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Behauptung 2:

Es gilt ‘ ,
€=U oWVyeX:(s,€2y) ' (s,U,y)
—— M
Linksableitung
Beweis:

Wir beweisen dies mit Induktion iiber <.
Schritt von 7 nach 7 + 1:

€=5L 2U = 2AU’ =c xaXU'
also
£ :>g‘1 xaXU'
& (s,€,xy) z\ljfl (s,U,y) = (s, AU’ ay’)
]\l} (s, XU',y")

mit U = AU, A€ V und y = ay’, a € E U {e}. Gibt es in der Maschine
eine Regel der Form (s, A4,a,X,s) € A, so gibt es eine Produktion der
Form A — aX € P.

4.4 Normalformen fiir kontextfreie Grammati-
ken

4.4.1 Definition

Eine Grammatik G = (3,V, S, P) ist in Chomsky-Normalform, wenn alle Pro-
duktionen in P eine der folgenden Formen haben:

A—a

A — BC

S —e
mit A, B,C € V und a € X.
In letzterem Fall darf aber S auf der rechten Seite keiner Produktion vorkom-
men.

Man beachte: Ableitungsbdume sind bei der Chomsky-Normalform binér (au-
Ber vor Blattlevel).

4.4.2 Definition

Eine Grammatik G = (X,V, S, P) ist in Greibach-Normalform, wenn alle Pro-
duktionen P folgende Form haben:

A — aU
S —e¢
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mit A €V, a e X, Ue V* In letzterem Fall darf aber S auf der rechten Seite
keiner Produktion vorkommen.

4.4.3 Satz

Folgende Aussagen sind dquivalent:
e [ ist eine kontextfreie Sprache.

e Esgibt eine kontextfreie Grammatik G in Chomsky-Normalform mit L (G)
L.

e Es existiert eine kontextfreie Grammatik G in Greibach-Normalform mit

L(G)=L.

4.4.4 Beweis des Pumping-Lemmas fiir kontextfreie Spra-
chen

Zu zeigen ist, dass, wenn L kontextfrei ist, dann 3N € NVz € L,|z| < N, 3
Unterteilung z = wowzy Vi € N : uvtwz'y € L.

Beweis

Sei L kontextfrei. Dann 3G = (X, V, S, P) in Chomsky-Normalform mit L (G) =
L. Wir wihlen nun N = 2/*I*2 und betrachten z € L(G),|z| > N,3 einen
bindren Ableitungsbaum mit z als Blattbeschriftung. Die Anzahl der Blétter
betragt hierbei

# Bliitter = |z| > N = 2lv+2

Auf Grund der Tatsache, dass der Baum binér ist, folgt, dass
Hohe > |v| + 2,

es gibt also Blétter mit einem Abstand > |v| 4+ 2 von der Wurzel. Das bedeutet
also, dass der Pfad zur Wurzel > |v| 4+ 1 innere Knoten hat, die mit Variablen
beschriftet sind. Somit muss sich irgendein Nichtterminal wiederholen. Betrachte
die ,unterste“ Wiederholung.

S
D
A
21 ... .. Rz
NI NI N N
u v w T Yy
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4.5 Das ,,Wortproblem* fiir kontextfreie Spra-
chen

Hierbei geht es um die automatische Beantwortung der Frage, obx € L (G). G =
(%,V, S, P) sei ohne Beschréinkung der Allgemeinheit in Chomsky-Normalform.
Dann ist

T=21...Tp_1 €27,
wobei z [i : j] = ;&1 ... 21 mit 2 = z[0: n]. Dann ist

Viijl={AeVIA=gzli:j]}

Idee

Man berechne V[0 : n] und priife, ob es S enthélt. Hierbei berechne man im
Generellen zuerst V' [i : i + k] Vi nach steigendem k und stellt man fest, dass

AceVi]i:jleTk:BeV]i:kAnCeV[k:j]NA—BCeP:
A A — BC

BKZC
for i = 0 to n-1

Vii:i+1l] = { A€ V| A —- x ;€ P }
for k = 2 ton
for i = 0 to n-k
VIii:i+k] = 0
for 1 =1 to k-1
A — BC € P

VIi:i+k] = V[i:i+k] U{ A € V| B € V[i:i+l] }
C € V[i+l:i+k]
Wir erhalten eine Laufzeit von O (n3) Diesen Algorithmus nennt man

4.5.1 CYK-Algorithmus

Er ist benannt nach Cocke, Younger und Kasami. Ein darauf basierender, aber
verbesserter Algorithmus von Valient hat eine Laufzeit von O (n1°g2 7) Man
nimmt an, dass Laufzeiten bis minimal O (nQ) moglich sind, konnte diese An-
nahme aber bisher nicht beweisen.

4.6 Mehrdeutigkeit

Heiflt eine kontextfreie Grammatik G mehrdeutig, dann existiert u € L (G) mit
2 verschiedenen Ableitungsbdumen.

Eine kontextfreie Sprache L heifit inhdrent mehrdeutig, wenn jede kontextfreie
Grammatik G mit L (G) = L mehrdeutig ist.

Beispiel
L ={a"b"c™|n,m € N} U {a*b"c"|k,n € N}.
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Kapitel 5

Turing-Maschinen

5.1 Einfache Turing-Maschine

Sei M = (5, T, #,Q,s, F,A):

[ # [ #] w [ # [ # ]

3 Eingabealphabet
I' D 3 Arbeitsalphabet
# € I'\ ¥ Leerzeichen
@ endliche Zustandsmenge
s € Q Startzustand
F C @ Endzusténde
A C(Q xT) x(Q xT x {L, B, R}) Ubergangsrelation

5.1.1 Konfigurationen
FEine Konfiguration geniigt der Form
rQr,
besteht also aus den Elementen
e Bandinhalt,
e Zustand und
e Kopfposition.
So bedeutet also A1 As ... ApqAks1 ... Ap:
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e Bandinhalt: A1 ... A4,,.
e Zustand: q.

e Kopfposition: Am Zeichen Ag1.

Anfangskonfiguration

fir z € ¥*:

Init, = sx, Init. = s#

Endkonfiguration

Fin=UfV mit U,V €T*, f € F.

5.1.2 Rechenschrittrelationen

Schritt nach links:

Al...AkquJrl Am ]EAl
~ (Q7Ak+17q/aBaL) €A

Keine Bewegung:

Al...AkquJrl...Am 1\|:IA1
< (qvAk+17ql7BvB)€A

Schritt nach rechts:

Al...Akqu+1...Am 1\|:IA1
= (QaAkJrlaquBvR) €A

Bandinhaltsenden

Schritt nach links:

e AkflqlAkBAkJrQ .. .Am,

N AkqlBAkJrQ .. .Am

.. .AkBq/Ak+2 .. Am

!
qu...Am};jq#BAQ...Am

<~ (qulaqlaBaL)e

Schritt nach rechts:

A

A1 .. .Amflqu Jtl A1 .. .Amleql#

<:> (Q7Am7ql7 B7 R) 6

a0

A



Jl;l* ist die reflexive transitive Hiille von J’CI Ein Wort z € ¥* wird von M genau
dann akzeptiert, wenn
Init, F* ¢
M

fiir irgendein ¢ € Fin gilt.
Sei
L(M)={z € ¥*|x wird von M akzeptiert }.

L C ¥* heiffit genau dann einfache TM-Sprache, wenn es eine einfache Turing-
Maschine M gibt mit L (M) = L.
5.1.3 Satz

Genau dann wenn L eine einfache TM-Sprache, ist L eine Typ-0 Sprache.

Beweis

,= Sei L eine einfache TM-Sprache. Dann 3 eine einfache Turing-Maschine
M= (ET,#,Q,s, F,A) mit L (M) = L. Wir suchen eine Grammatik G
mit L (G) = L. Die Idee ist nun, dass die Ableitungen in G umgekehrte
akzeptierte Rechenschrittfolgen von M darstellen sollen.

0 1 171 2 202 N N
53 A'}O‘Qb) A'}OHJﬂ 1\'} J'C;a B
B =1 =g s8° <=¢ ] e “a

Idee

i. Die Grammatik erzeugt zuerst ¢ € Flin, also eine ,geeignete“ Re-
chenfolge.

ii. Sie verfolgt die umgekehrte akzeptierte Rechenschrittfolge Init, ]\I}*
q.

Sei G = (X,V,8,P), V={S}UQUT\X.

i.

{ S — AS | AeT }

U { S — SA | AeT }

U { S— f | feF }

ii.

{ qdAB — AgA’ | (¢,A',¢',B,L) € A 1
u A ¢'B—qA | (¢,4,¢d,B,B)eA }
U { Bq' — qA | (¢,A,¢,B,R)eA }
U { ¢#B—qA | (,A,¢,B,L)ye A}
U { Bd#—4q4A | (¢,A,¢,B,R)eA }
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»<%“ Sei L eine Typ-0 Sprache. Dann 3 eine Grammatik G = (X,V, S, P) mit
L (G) = L. Gesucht ist eine einfache Turing-Maschine M mit L (M) = L.
Die Idee ist nun, dass M die Ableitung S =, = in umgekehrter Reihen-
folge verfolgt.

Sei o T3 mit o, 3 € I'* eine einfache Turing-Maschine mit folgender Funk-
tionsweise:
— Anfang:
Im Zustand s,g mit Kopf ganz links
— Ende:

Im Zustand S, mit Kopf ganz links und auf dem Band wurde ein
Vorkommen von « durch (3 ersetzt. zay ~> z5y.

Die Gesamtmaschine M besteht aus o7} fiir jede Produktion 8 — « € P.

OqTﬁl

Teste, ob
Bandinhalt #S#

Somit ldsst sich unsere Sprachehierarchie wie folgt vereinfachen:

reg.

Spr.
DEA DKA NKA
NEA

linkslinear “LR(k)” Kkf.
rechtslinear Grammatik Grammatlk Grammatik

=
<
k=)
e

reg. Ausdriicke

Myhill-Nerode

5.1.4 Definition

Eine einfache Turing-Maschine heift linear beschréankt, wenn sie keine Bandzelle
verwendet, die nicht anfangs die Eingabe enthilt.
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5.1.5 Behauptung
L kontextsensitiv < 3 linearbeschréinkte eTM M mit L (M) =L
Al .. 'Aifl (qu) e An

5.1.6 Fakt 1

Sei L eine egTM—Sprache, dann ist L eine ETM—Sprache.

Beweis

e Man kopiert die Eingabe vom Eingabeband auf das Arbeitsband.

e Man simuliert die einfache Turing-Maschine auf dem Arbeitsband.

5.2 k-Band Turing-Maschinen

5.2.1 Definition
FEine k-Band Turing-Maschine hat
e 1 Eingabeband (ein Lesekopf),

e k unabhingige Arbeitsbinder, die anfangs leer sind, mit je einem Lese-
Schreibkopf und

e ciner endlichen Kontrolle.

Sie hat folgende Rechenschrittregeln:
(Q x © x T%) x (Q w (T x {L, B, R})* x {L,B,R})
{L, B, R} beschreibt hierbei die Bewegung des E-Lesekopfes.

5.2.2 Fakt 2

Wird L von einer g Turing-Maschine akzeptiert, dann wird L von einer k-Band

g Turing-Maschine akzeptiert. Dabei sei k > 1.

5.2.3 Satz

Wird L von einer k-Band g Turing-Maschine M akzeptiert, dann existiert eine
einfache Turing-Maschine M’, die L akzeptiert.

5.2.4 Korollar

eDTM, k-Band DTM und DTM generieren die gleichen Sprachklassen. Analoges
gilt fiir den nichtdeterministischen Fall.
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Beweis
Sei M = (X, T, #,Q, s, F, A) eine k-Band DTM mit
(Q x = x T*) x (Q « (U'x {L, B, R})* x {L,B,R}) .

Wir wollen zeigen, dass es eine einfache DTM M’ = (X, T, #,Q’, s', F', A’) mit
x€L(M)<xeL(M) gibt.
Idee

M’ simuliert die Vorgehensweise von M. Die Maschine M’ muss also ,, Konfigu-
rationen“ von M darstellen kénnen:

Eingabeband ‘ ‘ ‘x‘b‘ ‘ ‘

=

|
D

I = SU(T x {0,1})*"". Man muss sich vorstellen, dass das Band von M’ k+ 1
Spuren hat, ndmlich eine pro Band von M.

b/0 Eingabeband

A/0 Arbeitsband 1
C/0 Arbeitsband 2
D/1 Arbeitsband 3

Ein Eintrag (a,0) auf dem i + 1-ten Band bedeutet, in entsprechender Zelle
des i-ten A-Bandes von M steht das Symbol a und der Lese-Schreibkopf ist
nicht iiber dieser Zelle. Ein Eintrag (a,1) auf dem ¢ + 1-ten Band bedeutet,
in entsprechender Zelle des i-ten A-Bandes von M steht das Symbol a und der
Lese-Schreibkopf ist iiber dieser Zelle.



Simulation

i. ,Formatiere Band“, so dass Eingabe in 0-ter Spur und die anderen Spuren
mit # gefiillt.

[# [alclc|# [#]

wird somit zu

a,l c,0 c,0
# #,1 #.,0 #.,0 # #
#,1 #.,0 #.,0

ii. M’ simuliert jeden Schritt von M auf folgende Art und Weise:

il il

<T

0. Bei Beginn der Schrittsimulation ist der Lese-Schreibkopf von M’
ganz links. M’ speichert den Zustand von M in einer endlichen Kon-
trolle.

1. Stelle fest, was von den k + 1 Kopfen von M gelesen wiirde. Dazu
miissen wir k+1 mal iiber den gesamten Bandinhalt laufen und in der
jeweils i-ten Spur Kopfposition finden und uns das Symbol merken.

2. Jetzt sind M’ der derzeitige Zustand von M und die k + 1 gele-
senen Symbole bekannt. Wihle nun eine anwendbare Regel von M
und simuliere ihre Anwendung (durch (k+ 1)-faches Durchlaufen des
Bandinhalts und Betrachten der i-ten Spur im i-ten Durchlauf).

5.2.5 Annahme

M braucht T Schritte zur Akzeptanz von x, T' > |z|. Wie viele Schritte braucht
M'?
Pro-Schrittsimulation benstigt M O(T') Schritte, also fiir T' Schritte T - O(T').

5.2.6 Definition

Eine Turing-Maschine ist deterministisch, wenn es in jeder ,,Situation“ hichstens
1 Rechenschrittregel gibt, die angewandt werden kann.

5.2.7 Satz
NTM-Sprachen = DTM-Sprachen.
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Beweis
»,2% Sei L eine DTM-Sprache. Dann ist L eine NTM-Sprache.

,C% L werde von einer NTM M akzeptiert. Wir suchen eine DTM M’ mit
L(M'") = L.
Sei nun W die maximale Wahlvielfalt, also die Anzahl der Regeln, die in
einer ,,Situation® von der Maschine M angewandt werden kénnen. Nun
ist die Idee, dass man ,Leitstrings“ I € {1,...,W}" betrachtet, z.B. sei
bei W =4 :1 = (2,1,4,3). Der Leitstring (i1, ...,4x) soll angeben, dass
in der Simulation von M im j-ten Schritt die Wahlmoglichkeit ¢; verfolgt
werden soll. Man gehe dann wie folgt vor:

— Breche ab, falls es im j-ten Schritt weniger als 7; Wahl méoglichkeiten
gibt.

— Breche ab, falls nach k£ Schritten kein Endzustand erreicht wurde.

Die Idee hierbei ist, dass M’ alle Strings I € {1,...,W}" aufzihlt und
jeden als Leitstring probiert, bis die Eingabe akzeptiert wird. M’ hat b+1
Arbeitsbénder, davon b Stiick fiir die Simulation von M und 1 fiir den
Leitstring. Die Aktionen von M’ sind wie folgt:
repeat

generiere den n&chsten Leitstring I auf Band b+ 1

repeat

Simuliere M mit Leitstring [
until Simulation zu Endzustand kommt
mache A-Binder 1 —b leer, alle Kdpfe nach links
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Kapitel 6

Berechenbarkeit

6.1 Church-Turing-These

intuitiv formal definiert

—_—
Alles, was sich ,,berechnen® lésst, kann von einer Turing-Maschine berechnet
werden. Was von einer Turing-Maschine nicht berechnet werden kann, ist iiber-
haupt nicht berechenbar.

6.1.1 Von Turing-Maschinen berechnete Funktionen

Die Turing-Maschine bekommt die Eingabe = und produziert mit Erreichen des
Endzustandes auf einem designierten Ausgabeband den Ausgabestring y. Eine
solche Turing-Maschine definiert eine partielle Funktion von ¥* — I'* : x +— y,
falls die Maschine terminiert.

6.1.2 Definition

i. Eine (partielle) Funktion f : ¥* — I'* heifit berechenbar, wenn es eine
Turing-Maschine mit dem Ein-/Ausgabeverhalten z — f(x) gibt.

ii. Eine partielle Funktion f : N¥ — N heiit berechenbar, wenn es eine
Turing-Maschine mit dem Ein-/Ausgabeverhalten

(x1)2 $ (x2)2 $ .. $(:Ek)2 — (f (:El, N ,xk))Q

(itber Binérstrings) gibt.

6.1.3 Beispiel

1 n=|n-10*]| fiir irgendein k
T e
0 sonst

ist berechenbar.

g(n)=

1 falls die n-te Stelle in der Dezimaldarstellung von 7 eine 7
0 sonst
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ist berechenbar. Uber die Funktion

h(n) 1 n= {w . 10’“J mod 10! fiir irgendwelche [, k
n)=
0 sonst

(,kommt die Dezimaldarstellung von n als Teilstring von der Dezimaldarstellung
von 7 vor?“) kann nicht gesagt werden, ob sie berechenbar ist. Hingegen gilt:

(n) {1 in Dezimaldarstellung von m kommen n aufeinanderfolgende 7 vor
pn)=

0 sonst

ist berechenbar, denn entweder ist

p(n)=1VneN,

oder Jk € N fiir das gilt

w(n)={1 e

0 sonst

6.2 Turing-Maschinen-Konstruktion aus Teil-Turing-
Maschinen

Der Begriff ,, Grundposition“ bedeutet hier, dass alle Képfe ,,ganz links“ stehen.
Die Teilmaschinen beginnen und enden in Grundposition. Wir stellen uns z.B.
folgendes vor:

Band; := Band; + 1

Die Konkatenation, also Hintereinanderschaltung, von Teilmaschinen in der
Form

start

|

Bands := Bands + 1

|

Bands := Bands + 1

l

ende

Die Teilmaschinen haben verschiedene ,, Endzustdnde® s, Spein -

"
Band; =0
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6.3 Die Sprachen LOOP, WHILE und GOTO

Wir mochten an folgenden Beispielen die Church-Turing-These veranschauli-
chen:

6.3.1 Programmiersprache LOOP
Die Programmiersprache LOOP hat

e Variablen X0, X1, X2, . . . als Metasymbole
e Konstanten 0,1,2, ..
e Trennsymbole b, =

e Operationszeichen +, -
e Schliisselworter  LOOP, DO, END.

e Syntax (induktiv):

A) Vi,j : % :=x; + ¢c; und x; := xj 2 ¢; sind LOOP-Programme,
wobei ¢ eine Konstante ist
B) V LOOP-Programme Py, P», Vi
— Py; Py ist LOOP-Programm
— LDOOP x; DO P, END;

e Semantik (wie erwartet):

— Ein LOOP-Programm berechnet die Funktion f : N¥ — N. Dabei
sind x1,..., X mit Eingaben nq,...,n initialisiert. Die restlichen
Variablen werden mit 0 initialisiert.

— Bei Zuweisungen ist zu beachten, dass x; - ¢ nicht negativ werden
kann, sondern in diesen Féllen 0 ist.

— P1; P, bedeutet, dass zuerst P, ausgefiithrt wird, dann Ps.

— LOOP x; DO P, END; bedeutet, dass P; so oft ausgefiihrt wird, wie der
Wert von x; vor der ersten Ausfithrung der Schleife angibt.

— Das Ergebnis der Berechnung ist der Wert von xg.

6.3.2 Definition (LOOP-Berechenbarkeit)

Eine Funktion f : N* — N heift LOOP-berechenbar, falls es ein LOOP-
Programm P gibt, das f berechnet.

6.3.3 ,,Syntaktischer Zucker*

Anweisung LOOP-Programm
e IF x;=0 THEN AEND; y := 1;
LOOP x; DO y := O END;
LOOP y DO A END;
e Addition: xg := x1 + X0 X 1= X1;
LOOP x5 DO xg := xg + 1 END;
e Multiplikation, mod/div  analog
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6.3.4 Programmiersprache WHILE

Die Syntax und Semantik dieser Sprache ist wie bei LOOP. Zusétzlich fiithrt man
die Anweisung WHILE x; # 0 DO P END ein, deren Semantik wie folgt ist:
Teste x;. Falls der Wert von x; # 0, fithre P aus. Wiederhole solange, bis x; bei
einem Test = 0.

Auch eine LOOP-Schleife ist durch eine WHILE-Schleife simulierbar.

6.3.5 Definition (WHILE-Berechenbarkeit)

Eine Funktion f : N¥ — N heit WHILE-berechenbar, falls es ein WHILE-
Programm P gibt, das f berechnet. Falls f(z) undefiniert, dann hilt P nicht
auf x.

6.3.6 Satz

Turing-Maschinen kénnen WHILE-Programme simulieren.

Gilt aber auch die Umkehrung, also dass WHILE-Programme Turing-Maschinen
simulieren kénnen?
Als Zwischenschritt nehmen wir ein Programm der

6.3.7 Programmiersprache GOTO

Sie sei spezifiziert durch Anweisungsfolgen folgender Form:

Marke Anweisung

My Aq

M, Az

M, Ay
o Wertzuweisung: x; := x; +c

unbedingter Sprung: GOTO M;

bedingter Sprung: IF x; = ¢ THEN GOTO V;

Stop-Anweisung: HALT
konkreter: Letzte Anweisung ist immer HALT

Man kann auf WHILE-Schleifen simulieren: Anweisungen der Form
WHILE x; # O DO P END;
schreibt man wie folgt:

My:  IF x; = O THEN GOTO Mo
P;
GOTO My

MQZ
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6.3.8 Satz

Jedes WHILE-Programm kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.

Kann man auch ein GOTO-Programm durch ein WHILE-Programm ersetzen?
Offensichtlich kann man Félle mit verschréankten Spriingen nicht kanonisch durch
Schleifen simulieren. Trotzdem ist diese Umkehrung aber moglich:

Annahme

Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit count eine beliebige Variable x;. Man
habe eine Anweisungsfolge der Art

Mi: Ap; Mo: Ao ... M: Ag.
Man kann diese wie folgt durch ein WHILE-Programm simulieren:

count := 1;
WHILE count # O DO
IF count = 1 THEN A’1 END

IF count = 2 THEN A, END
IF count = k THEN A, END
END;

Jedes A’ sei nun durch die folgende Befehlssequenz spezifiziert:

o Falls A} = x; 1= x; + ¢
X; ;=% +c
count := count + 1;

e Falls A = ,GOTO M;“:
count := j;

e Falls A; = ,IF x; = ¢ THEN GOTO M,; END;*“:
IF x; = c¢ THEN count = n; ELSE count := count + 1; END;

e Falls A; = ,,HALT;“:
count := 0;
6.3.9 Satz
Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm simuliert werden.

6.3.10 Satz (Kleensche Normalform)

Jede WHILE-berechenbare Funktion f kann durch ein WHILE-Programm be-
rechnet werden, das nur eine WHILE-Schleife hat plus LOOP-Schleifen. Diese Form
bezeichnet man als Kleensche Normalform.
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L GOTO — WHILE —— ™ J

It

LOOP

6.3.11 Simulation einer Turing-Maschine durch ein
GOTO-Programm

Sei M = (Q,%,T, A, s,#, F) eine Turing-Maschine. Dann kann man ein
GOTO-Programm My: Py; Mo: Po; M3: P3; ... angeben, dass die Turing-
Maschine simuliert:

Seien
Q: {CIlw--,(Il}
I'={a1,...,am}
b>|T|

Eine Turing-Maschinen-Konfiguration sieht wie folgt aus:

(7R aipqlajl NN ajq

mit
p
2= (i1, i)y = Y iub? "
p=1
Y= (qu s 7j1)b
z MOD b =i,
Das Programm P, sieht wie folgt aus:

Mp: a :=y MOD b (;,714)
IF (z = 1) AND (a = 1) THEN GOTO M,
IF (z = 1) AND (a = 2) THEN GOTO Mj,

((q1,a1), (qir,aj, L)) € A:

</

My1: oz :=1
y :=y DIV D
yi=bx*xy+j
y :=b * y + (x MOD b)
x :=x DIV D
GOTO Mo

Ist ((g1,a1),?) € A undefiniert, dann GOTO Ms.

6.3.12 Satz

Jede Turing-Maschine kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.
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6.3.13 Konventionen

Konstanten werden mit ¢ € N bezeichnet, Eingaben mit x1,...,z, und Ausga-
ben mit xg. Programme kann man also als Funktionen N — N auffassen.

6.3.14 Berechenbarkeit von WHILE, LOOP und
GOTO-Programmen

Es liegt auf der Hand, dass man durch WHILE-Programme LOOP-Programme
beschreiben kann. Auch GOTO-Programme kann man durch geeignete Um-
formungen in WHILE-Programme iibersetzen. Es gilt aber auch, dass Turing-
berechenbar ~ WHILE-berechenbar, analog also auch fiir die anderen beiden
Sprachen.

6.4 Primitiv-rekursive und p-rekursive Funktio-
nen

Im Folgenden fithren wir einen mathematischen Formalismus ein, um bestimmte
Funktionen N” — N zu berechnen.

6.4.1 Definition (Primitiv-rekursive Funktionen)

Primitiv-rekursive Funktionen umfassen
i. alle konstanten Funktionen (vom Typ N" — N),
ii. alle Projektionen 7§ (w1, z2, 3, 74) = 3,
iii. Nachfolgefunktion s (n) =n + 1,

iv. Funktionen, die sich durch Komposition aus primitiv-rekursiven Funktio-
nen ergeben und

v. jede Funktion, die sich durch Anwendung ,,primitiver Rekursion“ aus einer
primitiv-rekursiven Funktion erzeugen lisst:
Seien g und h primitiv-rekursive Funktionen, gegeben durch

g: N1 5N, h: NS N, 1<k
Dann ist f wie folgt definiert:
f:N' SN f(0,20,...,2k) = g (x2,...,2k)
fn+1xe,....x) =h(f (n,x2,...,28),%2,...,27)
Beispiele
i. add:N? = N

add (0,z) =z
add(n+1,z) = s (add (n, z))
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ii.

iii.

mult : N2 - N

mult (0,2) =0
mult (n + 1, z) = add (mult (n, z) , )

Vorginger-Funktion: v : N — N,z — 2 = 1 := maxz (z — 1,0):

u(0) =0
u(n+1) = 73(u(n),n)
iv. sub:N? - N
sub(0,2) =
sub(n+1,z) = u (sub(n,z))
v. bing : N — N, bing (n) := (g) Dann sei bing = ("42'1) = (g) +n.
bing (n + 1) = add (bing (n) ,n)
6.4.2 Satz

F ist genau dann primitiv-rekursiv, wenn F' LOOP-berechenbar ist.

Beweis

.= Ubung

»,<=“ F sei LOOP-berechenbar, d.h. es existiert ein LOOP-Programm P, das F’

(N" — N) berechnet.

Idee
P verwendet Variablen xg,...,z;. Kodiere xg,...,z; als eine einzelne
natiirliche Zahl (zg, ..., z;) € N und realisiere einzelne Programmschritte

als f: N — N. Dabei ist { ) : NE+1 - N die Kodierung mit 0 < i < k.
d; : N — N | dekodiert“ i-te Komponente.

di (<n0, P ,’I’Lk>) =N,

Sei nun P ein Programm, ay, . . ., ax, der Variableninhalt vor der Ausfithrung
von P und by, ..., b, der Variableninhalt danach. Wir wollen zeigen, dass

fp: fp({ao,...,ak)) = {(bo,...,bg). Dann ist:
F(x1,...,z.) =do (fp ({(0,21,...,2,,0,...,0)))
Man sperzifiziere fp iiber strukturelle Induktion.
— Hat P die Form x; := x; + ¢, so sieht fp (n) wie folgt aus:
_ L add(d;(n),0)
fp(n)= <d0 (n),dy(n),...,di—1 (n), sub (e, d; (n))’ dit1(n),...,dg (n)
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— Hat P die Form R; @, dann:

fr(n) = fo(fr(n))

— Es bleibt die Moglichkeit, dass P in der Form LOOP x; DO ) END
vorliegt. Dann definiere man
hg (n, z) als Funktion ,, fo wird n-mal auf z angewendet*, also:

hg (0,z) =x
hq (n+1,2)= fo (hQ (n,z))
fp(x) = hq (di (2), x)

6.4.3 Definition (p-rekursive Funktionen)

p-rekursive Funktionen sind alle primitiv-rekursiven Funktionen plus alle
jene, die sich durch Anwendung des p-Operators auf p-rekursive Funktionen
erzeugen lassen.

6.4.4 Definition (u-Operator)
Gegeben sei eine Funktion
f . NkJrl N N,
pf:NF N
mit
wf (z1,...,xx) =min{n € N|f (n,z1,...,25) =0
und fiir 0 <m < nist f(m,z1,...,2,) definiert}

Dann nennt man den Faktor pu auch u-Operator. Nach obiger Definition ist f
p-rekursiv.

Beispiel

h(z,y)=17
uh (y) = undefiniert Vy € N

6.4.5 Satz

f ist genau dann p-rekursiv, wenn f WHILE-berechenbar ist.

Beweis
” j [13 _

»<=“ Wir bauen auf dem vorherigen Beweis auf und erweitern diesen. P hat
nun die Form WHILE x; %0 DO () END.
Man muss nun fg so oft anwenden, bis z; = 0. Somit ist

p(dihq) (z) = min{n|d; (hq (n,z)) = 0}.
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Fir fp (z) erhélt man fp (x) = hg (1 (dihg) (x) , ).
Die Kodierung bzw. Dekodierung wird im Buch von Schéning, Seiten 111-
112 behandelt.

6.4.6 Definition
Eine Funktion f : ¥* — I'* heifit (Turing-)berechenbar, wenn es eine Turing-

Maschine M gibt, die fiir jedes € ¥£* als Eingabe mit Ausgabe f (z) hélt.

Sowohl Eingabe als auch Ausgabe miissen hier in bestimmten Codierungen
cod(...) vorliegen, die an dieser Stelle aber ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit nicht betrachtet werden sollen.

6.4.7 Definition
Sei A C ¥*.
e A heifit entscheidbar, wenn die charakteristische Funktion y 4 berechen-

bar ist:
(2) 1 z€A
€Tr) =
xa 0 z¢A

e A heifit semi-entscheidbar, wenn die positiv charakteristische Funktion
Xj berechenbar ist:

undefiniert = ¢ A,

xzmz{l e

es gibt also eine Turing-Maschine, die bei Eingabe tiber z € A hélt und 1
ausgibt und dies bei Eingabe x ¢ A dies nicht tut (sie hilt also nicht oder
gibt nicht 1 aus).

6.4.8 Beobachtung

Genau dann, wenn A semi-entscheidbar, ist A Turing-akzeptierbar.

6.4.9 Satz

Eine Menge A ist genau dann entscheidbar, wenn sie selbst und auch ihr Kom-
plement A jeweils semi-entscheidbar sind.

Beweis
»,=“ Diese Richtung ist trivial.

»,<*“ Seien M eine Turing-Maschine fiir ng und M~ eine Turing-Maschine fiir
X}- Wir suchen eine Turing-Maschine M fiir x4.
M lasst M+ und M~ parallel fiir die Eingabe 2 laufen. Akzeptiert M
die Eingabe, dann hélt die Maschine mit Ausgabe 1, analog hilt sie mit
0, wenn M~ die Eingabe akzeptiert.
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6.4.10 Korollar

Genau dann, wenn A nicht entscheidbar ist, ist A nicht Turing-akzeptierbar
oder A ist nicht Turing-akzeptierbar.

6.4.11 Definition

A C X* heifit rekursiv aufzihlbar, falls A = () ist oder es eine iiberall defi-
nierte, berechenbare Funktion F': N — >*mit

A={F(0),F(1),..} = {F(n)|n e N}

gibt. Hierbei sind Fille der Art F' (i) = F (j) durchaus erlaubt. Man sagt, F'
zdhlt A auf.

6.4.12 Satz

A ist genau dann rekursiv aufzdhlbar, wenn A semi-entscheidbar ist.

Beweis

,= A werde durch F aufgezihlt. Wir suchen eine Turing-Maschine M, die A
akzeptiert. M verarbeite die Eingabe = € ¥* und sei wie folgt aufgebaut:

n=20
while Fi(n )#xz don=mn+ 1
halte mit Ausgabe 1

»<=*“ Wir nehmen an, dass eine Turing-Maschine M existiert, die A akzeptiert.
Wir suchen eine Turing-Maschine N, die die Funktion F' berechnet, die
A aufzghlt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass
a € A # 0. Sei G eine bijektive Funktion N — ¥* x N. Diese Funktion
existiert und ist auch berechenbar (vergleiche 1.9.5). N akzeptiere die
FEingabe n € N und sei wie folgt beschrieben:

Berechne G (n) = (z,t) € ¥* x N.
Lasse M mit Eingabe x fiir ¢ Schritte laufen.
Akzeptiert M, halte mit Ausgabe x, sonst mit Ausgabe a.

6.4.13 Anmerkung

Die folgenden Ausagen sind dquivalent:

e A ist Turing-akzeptierbar.
e A ist semi-entscheidbar.

e A wird von einer TypO-Grammatik generiert.

X7y ist WHILE-berechenbar (y-rekursiv).

A ist rekursiv-aufzahlbar.

A ist Definitionsbereich einer berechenbaren Funktion (zum Beispiel von
+
Xa)-

o A ist Wertebereich einer berechenbaren Funktion (zum Beispiel von Xj{)-
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6.5 Nichtentscheidbare Sprachen

An diesem Punkt stellt sich die Frage, ob es interessante Sprachen gibt, die
nicht entscheidbar sind. Anders ausgedriickt: Gibt es Probleme, die mit dem
Computer prinzipiell nicht 16sbar sind?

6.5.1 Codierung von Turing-Maschinen und Worten
Codieren

e Turing-Maschinen:
Sei M = (X,Q,T,s,F,b,A), die oBdA nur ein Band besitzt und durch

Q={qo,-- - agm},X=A{a1,...,as},I'={ar,...,a4} (g = 5),s = qo, F =
{@1}, A ={61,...,0p} spezifiziert ist. Dann ist

cod (M) = cod (01) cod (02) ... cod (6p)
und
0 = (¢, aj, a, fin, @) -
Hierbei ist gy = Lyps = Byuzs = Rfir AC @ xT'xT' x {L,B,R} x Q.
Insbesondere gilt cod (§) = 01°01701¥01"01'0.
Man beachte, dass cod (M) nicht eindeutig ist, bedingt durch die Reihen-
folge der §.

o Worte:
Sei ¥ ={ay,...,as}. Dann gilt fiir © € ¥*, |z| = n:

T = a4, GiyQig .. QG
womit fiir die Codierung
cod (z) = 0"1%20% .. |
cod(e)=¢

gilt.

Decodieren

e Turing-Maschinen:
Sei w € {0,1}". Dann definiert man

M. — {M sodass cod(M) = w falls w eine legale Codierung ist

eine Turing-Maschine, die nie hélt  sonst

M, interpretiert w als Turing-Maschine, beziehungsweise als deren Pro-
gramm.

o Worte:
Man erhilt als Dekodierung decod (w) = a;,ai,ai, ... fiir sowohl w =
0%1%20% .., als auch fiir w = 1%021% .. .. Der Grund dafiir liegt in der
Tatsache, dass man beliebig viele € bei der Codierung an den Anfang
setzen kann, diese aber als ¢ = 0° = 1° in die Codierung eingehen.
Man beachte, dass gilt:

Meoqary = M, aber decod (cod (x)) ~ x.
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6.5.2 Die Sprache UNIV

Man betrachte folgende ,, Universalsprache*:
UNIV = {w$v € {0,1}" ${0,1}" | M,, akzeptiert decod (v)}

Die Frage, ob die Turing-Maschine M die Eingabe x akzeptiert, wird dadurch
beantwortet, ob cod (M) $ cod (x) € UNIV.

6.5.3 Entscheidbarkeit von UNIV

Es wére nun gut zu wissen, ob UNIV entscheidbar ist, denn in diesem Fall
kénnte man testen, ob eine gegebene Turing-Maschine (Programm) M auf einer
gegebenen Eingabe z hilt oder nicht. Die Antwort auf diese Frage lautet jedoch
nein.

6.5.4 Satz
UNIV ist semi-entscheidbar.

Beweis
Idee

Man baue eine Turing-Maschine U (universelle Maschine), die als Eingabe ein
,Programm® cod(M) und eine Eingabe fiir das Programm cod(z) bekommt, und
dann M mit Eingabe x emuliert.

6.5.5 Satz

UNIV ist nicht semi-entscheidbar, also nicht Turing-akzeptierbar.

Fiir den Beweis miissen wir den Umweg iiber eine weitere Sprache, SAM ge-
hen. Zuvor notieren wir aber noch ein

6.5.6 Korollar
UNIV ist nicht entscheidbar. Das folgt unmittelbar aus 6.5.4 und 6.5.5.

6.6 Die Sprache SAM
Die Sprache SAM beschreibt die selbst akzeptierenden Maschinen.

SAM = {w € {0,1}"|w € L (M,)}

6.6.1 Behauptung
SAM ist Turing-akzeptierbar.

Beweis

w € SAM < w$ cod(w) € UNIV
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6.6.2 Behauptung
SAM = {w € {0,1}" |w ¢ L(M,,)} ist nicht Turing-akzeptierbar.

Beweis

Wir miissen zeigen, dass es keine Turing-Maschine M mit L(M) = SAM gibt.
Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass fiir alle Turing-Maschinen M : L(M) #
SAM. Daher muss fiir alle w € {0,1}" : L(M,,) # SAM. Das ist in der Tat der
Fall, denn in w unterscheiden sich SAM und L (M,,):

w € L (My) = w¢ SAM und w ¢ L (M) = w e SAM.

6.6.3 Korollar
SAM ist nicht entscheidbar.

6.6.4 Korollar
UNIV ist nicht entscheidbar.

Beweis

Wir nehmen an, es gebe eine Turing-Maschine X, die UNIV entscheidet und
wollen zeigen, dass es dann eine Turing-Maschine Y gibt, die SAM entscheidet.
Y verarbeitet die Eingabe w € {0,1}" und ist wie folgt aufgebaut:

schreibe zunichst $cod (w) hinter die Eingabe und mache den
Bandinhalt somit zu w$cod (w)
lasse X mit der Eingabe w$cod(w) laufen

decod (cod (w)) ist aber gerade w und so antwortet X mit JA, wenn w € L(M,,)
und antwortet mit NEIN, wenn w ¢ L(M,,). Y antwortet aber genauso, d.h. ¥
entscheidet SAM.

Nun stellt sich die Frage, inwieweit man testen kann, ob eine Turing-Maschine
den leeren String akzeptiert oder nicht. Anders ausgedriickt, ist

LEER-STRING = {w € {0,1}" | € L(M,,)}

entscheidbar?

6.6.5 Behauptung
LEER-STRING ist nicht entscheidbar.

Beweis

Wir nehmen an, dass LEER-STRING von einer Turing-Maschine X entscheidbar
ist und wollen zeigen, dass es dann eine Turing-Maschine Y gibt, die UNIV ent-
scheidet, was unmittelbar einen Widerspruch darstellt. Die Turing-Maschine Y,
die die Eingabe w$ x verarbeitet, sieht wie folgt aus:
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baue eine Metamaschine M, die die Eingabe z verarbeitet und wie folgt
aufgebaut ist:

ersetze z durch x

lasse M, auf der Eingabe decod(z) laufen
lasse X auf cod(M) laufen

Es gilt:
M akzeptiert € < M,, akzeptiert decod (),

wobei die Akzeptanz von € durch M,, von X getestet wird und die Akzeptanz
von decod (z) durch M, bedeutet, dass w$ = € UNIV. Hieraus folgt also unmit-
telbar, dass UNIV von Y entschieden wird.

6.7 Reduktionen

6.7.1 Definition

Seien A C ¥*, B C I'*. Man sagt, A ist auf B reduzierbar (oder A ist leichter
als B), geschrieben A < B, wenn es eine iiberall berechenbare Funktion f :
>* — I'* gibt, sodass

VaeX :a€e A& f(a) € B.

6.7.2 Lemma
e Sei A < B und B entscheidbar, dann ist auch A entscheidbar.

e Sei A < B und A nicht entscheidbar, dann ist auch B nicht entscheidbar.

Beweis

e A x B, das heifit 3 Turing-Maschine M, die die Funktion f : ¥* — I'*
berechnet, wobei Vo € £* :x € A < f(x) € B.

e B ist entscheidbar, also 3 Turing-Maschine X, die bei der Eingabe y € T'*
mit ja oder nein antwortet, je nach dem, ob y € B oder nicht.

Die Turing-Maschine Y, die die Eingabe x € ¥* verarbeitet, sieht dann wie folgt
aus:

berechne y = f(z) mit Hilfe von M
teste durch Aufruf von X, ob y € B, somit also ob f(x) € B

Damit wird A von Y entschieden.

6.7.3 Beispiel

SAM =< UNIV. Das wird deutlich, wenn man die Reduktionsfunktion f(x) =
w$ cod (w) betrachtet. Es gilt néimlich

w € L (My) < w8 cod (w) € UNIV < decod (cod (w)) € L (My,) .
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6.7.4 Behauptung
SAM < UNIV.

Hierzu betrachten wir F : w +— w$cod (w). Weiterhin sieht man aber: Da w €
SAM & w8cod (w) € UNIV gilt, wenn SAM nicht entscheidbar, dann ist auch
UNIV nicht entscheidbar.

6.7.5 Behauptung
Fiir jedes u gilt, dass
ACC, = {we{0,1}"|ue L (M)}, ueX?,

nicht entscheidbar ist.

Beweis

Es geniigt zu zeigen, dass UNIV < ACC,. Wir brauchen die Instanz F' : w$z fiir
UNIV. Diese produziert einen String Z, welcher eine Beschreibung einer Turing-
Maschine ist, sodass w$x € UNIV & Z akzeptiert u. Die durch Z vorgegebene
Turing-Maschine ist die folgende:

Bei der Eingabe y arbeitet die Maschine wie folgt:

lasse M, mit der Eingabe decod (z) laufen
if y = u then akzeptiere else divergiere

F:w$z — cod(Z)
Z verhilt sich folgendermaflen:
e Wenn x ¢ L(M,,) dann L(Z) =0, u ¢ L(Z)
e Wenn x € L(M,,) dann u € L(Z)
Das bedeutet fiir die simulierte Maschine:
e Wenn w$z ¢ UNIV dann L(Z) = 0, cod(Z) ¢ ACC,
e Wenn w$z € UNIV dann cod(Z) € ACC,

6.8 Satz von Rice

Seien RE die Familie aller rekursiv aufzihlbaren Sprachen und § # S C RE.
Dann gilt fiir jedes dieser S, dass die Sprache

O(S) = {w|L(M,) € S}

nicht entscheidbar ist. Intuitiver ausgedriickt:
Alle Eigenschaften von Turing-Maschinen (Programmen), die sich durch die
akzeptierte Sprache ausdriicken lassen, sind nicht entscheidbar.
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6.8.1 Beispiele
o {wlu e L(M,)} = ACC,
o {w|L(M,) ist endlich}
o {w|L(M,) ist reguliir}

6.8.2 Ausnahmen

Von der durch den Satz von Rice begriindeten Aussage sind explizit triviale Fi-
genschaften ausgenommen, die von allen (oder keiner) Sprache besessen werden.

6.8.3 Beispiele
o {w|L(M,) ist rekursiv aufzdhlbar}

o {w|L(M,) ist nicht rekursiv aufzdhlbar} = ()

Im ersten Fall ist S = RE, im zweiten S = (). Diese Sonderfille sind in der
formalen Spezifikation des Satzes aber gerade auch ausgeschlossen.

Beweis

Sei S C RE und 0.B.d.A. ) ¢ S (in diesem Fall betrachte S). Ferner sei L € S
und es existiere eine Turing-Maschine M7, die L akzeptiert. Wir wollen zeigen,
dass

UNIV < C(S).

Wir brauchen dazu eine Funktion
F:w$z — cod(Z2Z),
die wie folgt arbeitet:

wlx € UNIV & decod(x) € L(M,,)
< cod(ZZ) € C(S)
s L(ZZ)eS8
Hierbei verarbeitet ZZ die Eingabe y und ist wie folgt aufgebaut:

lasse M, mit der Eingabe decod(z) laufen
lasse My mit der Eingabe y laufen

Die Maschine ZZ verhélt sich wie folgt:

o Ist w$x € UNIV, dann akzeptiert M,, decod(x), womit L(ZZ) = L(My) =
L € § (ZZ verhilt sich also wie Mp,).

o Ist w$z ¢ UNIV, dann akzeptiert M, decod(z) nicht, womit L(ZZ) = () ¢
S (ZZ akzeptiert keine Eingabe).
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6.9 Post-sches Korrespondenzproblem

6.9.1 Post-Spiel

Man habe k£ Typen von Karten, § , z,y € {0, 1}’L . So ist z.B. fiir k = 3:
1 10 011
101 ’ 00 ’ 11
I I 111

Von jedem Typ habe man beliebig viele Karten.

Vorgehensweise

Lege die Karten nebeneinander, sodass sich oben und unten der gleiche String
ergibt. In unserem Beispiel sieht das wie folgt aus:

1 011 10 011
101 11 00 11
I III II II1

Fiir k¥ = 4 kann man sich folgendes Beispiel ausdenken:

001 01 01 10
0 011 101 001
I II III I\Y

Die kiirzeste Losung kann hier mit 66 Karten erreicht werden.

Ziel
Absicht dieses Modells ist die Uberlegung, dass man entscheiden kénnen méchte,

ob es eine Losung gibt oder nicht.

6.9.2 Post-sches Korrespondenzproblem (PCPy)

Sei ¥ das Alphabet. Gegeben ist k > 1 und (x1,y1), (x2,92), .- -, (Tk, yx) mit
xi,y; € BT

Problem

Es stellt sich die Frage, ob 37 € {1,...,k}" : X[I] = Y[I].
Ansatz fiir die Losung

I= (i1;i27 .- 'ain):

X[I] =TTy« - - T4y,

Y] = i, Yi - - - Vi,
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Wir kénnen PCPy nun als Sprache wie folgt definieren:

PCPy, = {(k, (®1,y1),-- -, (k,yx)) € N x ((E+)2)k

\3[ e{l,.. kX[ =Y}

6.9.3 Behauptung
PCPy ist nicht entscheidbar, aber akzeptierbar.

Anmerkung

Um PCPsy zu akzeptieren, baut man eine NTM, die I errdt und verifiziert.

6.9.4 Das modifizierte Post-sche Korrespondenzproblem
(MPCPy)

Hierbei handelt es sich um eine Modifikation zu PCPs.

MPCPy, = {(k, (@1,91), (2, 92)5 - - -5 (Tks Yr)))

‘31: (i1, in) € {1,...,k}" : X[I] = Y[I] und i1:1}

6.9.5 Lemma

Seien §,# ¢ . Dann
MPCPE < PCPEU{&#}

Mit diesem Lemma ist es uns lingerfristig moglich zu zeigen, dass UNIV < PCP,
dazu nutzen wir die Transitivitit der <-Relation aus (Ubung).

Beweis

Seien
w=aj...am et
W = #ar#as# .. H#am#
W= Har#as . .. HFam
W = arftastt .. Fam#t

Wir benotigen eine Transformation F', die Instanzen von MPCPy in Instan-
zen von PCPyg 4 iiberfithrt, sodass losbare Instanzen in l6sbare Instanzen
iiberfithrt werden, und unltésbare in unlésbare.

(s (@1, 91)s - @y ) — (B + 2, (T, 90), (1, 90)s (B2, 90), -« (0, 90 (8, #8)))

A

(6]



Hat A die Losung I mit ¢; = 1, dann hat B die Losung I = (1,1ia,...,45)-
T1Tiy - T4, = Y1Yin - - Yiy,
_/ / N\ N
L1y - - - Ti,, = Y1Yiy - - -yz‘n#$
H#Hur#xi, . o, #S = FnHyi, - FYi, #S

Hat B eine Losung, dann hat auch A eine Losung. Es gibt in B nur ein Paar,
das als Anfang des Losungswortes dienen kann:

(mh) — (#a1#, #1)

(ansonsten unterscheiden sich némlich die Anfangsbuchstaben).

6.10 Das Wortproblem fiir allgemeine Gramma-
tiken

Man bilde als Instanz die Kodierung einer Grammatik G = (3,V, P, S) und
nehme ein Wort w € ¥*. Es stellt sich die Frage, ob w von G generiert wird,
also ob w € L (G).

6.10.1 Definition

Die Sprache WORT ist wie folgt definiert:

WORT = {cod (G) $w|w € L (G)}

6.10.2 Lemma
UNIV < WORT

Beweis

Wir haben bereits gezeigt, dass man fiir jede Turing-Maschine M automatisch
ein Grammatik Gj; konstruieren kann mit L (Gps) = L (M).

w$z - cod (Gar) $decod (x) O

Wir haben bereits .
UNIV < WORT < MPCP < PCP

gegeben, miissen also nur noch den Ubergang von WORT zu MPCP zeigen.

6.10.3 Lemma
WORT < MPCP

Beweis

Wir miissen aus einer Instanz G w von WORT eine Instanz F' (G, w) von MPCP
generieren, die eine Losung genau dann hat, wenn w € L (G).
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Idee

Man konstruiert F (G, w) so, dass die Losung dieses MPCPs einer Derivation
von w in G entspricht.

$Swe=lU, €Uy 1<...<U, =U, «5€
$Swe=U, €Upn1<...cUy =1, « S€
6.10.3.1 Beispiel

CAb — acb ist eine Produktion in G.

$abacbba <= ba<= ...
$ ba

Seien G = (X,V, S, P), w € ¥*. Weiterhin seien

V= {A1|1 <1< |V|}
5 = {1 <i <|S)}
$w < <~ A A|V|
$ = Al A|V|
a1 b a1 at <
a ajs B Bt =S €

Hierbei handelt es sich lediglich um die noch ungeordneten erzeugten Karten.
Um zur Losung zu gelangen, muss man diese umordnen.

6.10.4 Satz
PCP ist nicht entscheidbar.

Beweis

UNIV < WORT < MPCP < PCP, also UNIV < PCP. UNIV ist aber nicht ent-
scheidbar.

6.10.5 Satz

Die folgenden Probleme sind nicht entscheidbar. Gegeben sind kontextfreie
Grammatiken G7 und Gs.

i. Gilt L (G1)NL(Gs)=0?
ii. Gilt L(G1) N L (Ge) ist endlich?
iii. Gilt L (G1) C L(G2)?
iv. Gilt L (Gy) = L(G2)?

(G1)N

v. Gilt L (G1) N L (Gs) ist kontextfrei?
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6.10.6 Anmerkung

Fiir reguldre Grammatiken sind diese Probleme aber entscheidbar.

Beweis

Wir wollen zeigen, dass eine Losung dieser Fragen die Losung von PCP impli-
zieren wiirde.

i.

ii.

iii.

Gilt L(G1) N L (G) = 07

Sei (k, ((z1,y1), (x2,92) ;- ., (K, yx))) eine Instanz von PCP. Dabei sind
X=(z1,...,x) und Y = (y1,...,yx)-

Wir betrachten die Sprachen

s - {rxir e .07}

Sy = {IPSY LI € (1. 1)

SxNSy #0 e 3T e{l,....k}" mit IF$X [I]=IR$Y [[| & 3 : X [[] =
Y [I] also hat PCP eine Losung.
Sei G x eine kontextfreie Grammatik fiir Sx mit

Gx =(XuU{stu{y,...,k},{S},S, P)

und
P={S—1Sx,5 — 2Sxs,...,5 — kSzx, S — $}.

FEine kontextfreie Grammatik Gy fiir die Sprache Sy lidsst sich analog
angeben.

Man beachte hierbei, dass Sx und Sy sogar deterministisch kontextfrei
sind.

Gilt L (G1) N L (G2) ist endlich?
Es gibt nur folgende Mo6glichkeiten:
e Sx NSy =0 (also endlich) oder
e Sx N Sy ist unendlich, denn 37 mit: I7$X[I] = I7$Y[I]
= IF IRS$X([I... 0 =1%.  IRSY[I...]] VI>1
——— — —

——
l l l l

Gilt L (G1) C L(G2)?

Es gilt AN B =0 < A C B. Gegeben sei eine Instanz k, X,Y von PCP.
Man bilde eine kontextfreie Grammatik G4 fiir Sx sowie eine kontextfreie
Grammatik G fiir Sy. Letzteres geht, da Sy deterministisch kontextfrei
ist. Daraus folgt:

L(G1) CL(Gy) < Sx € Sy
< Sy NSy = ]
< PCP (ist unlosbar)

Die Antwort auf diese Frage ist also gleichbedeutend mit der Losung des
PCP-Problems. Damit ist die Frage also nicht entscheidbar.
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Es gilt, dass A C B < AU B = B. Es seien zwei kontextfreie Gramma-
tiken G; und Go gegeben. Zur Entscheidung der Frage L (G1) C L (G2)
bilde man eine kontextfreie Grammatik G fiir L (G1) U L (G3). Damit er-

halten wir die neue Frage, ob L (@) = L (G3). Das ist aber dquivalent zu

L (é) C L (G4), was man auf iii. zuriickfithren kann.

v. Ist L (G1) N L (G2) kontextfrei?
Man nehme eine Instanz k, X,Y von PCP.

6.11

Ly = {IR#K$KR#X[I]|I,K eql,.. .,k}+}

Ly = {JRpISH Y [H]|J, H € {1, k}*}

a. Lx ist kontextfrei. Die Grammatik lautet:

S — iSx; 1<i<k
S — i#THx; 1<i<k
T — iTi 1<i<k
T —i$i 1<i<k

b. Ly ist kontextfrei. Wir betrachten den Fall Lx N Ly # 0. Gilt Lx N

Ly # (), dann folgt daraus I = JAJ = KAK = H. Daher ist H = I,
womit X [I] =Y [H] = Y [I] und eine Losung fiir das PCP existiert.
Das Wort in Lx N Ly hat die Form I7#I$I%# X [I], womit dann
aber VI Losungen von PCP folgt, dass auch I™ eine Losung fiir das
PCP darstellt.

Anders herum gesagt:

Lx NLy =0« Das PCP hat keine Lsung
= Lx N Ly ist kontextfrei

Hat aber das PCP eine Losung I, dann enthélt Lx N Ly das Wort
I Hm$I 4 X[ Yo > 1.

Verwendet man das Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen, so
stellt man fest, dass Lx N Ly nicht kontextfrei ist.

Wir haben das Problem somit auf den Fall von i. zuriickgefiihrt,
weswegen es nicht entscheidbar ist.

Spracheinteilung

[Diagramm wird nachgereicht)
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Kapitel 7

Komplexitatstheorie

7.1 Motivation

Was, wenn L zwar entscheidbar ist, aber jede TM, die L entscheidet, bei einer
Eingabe der Lénge n immer mindestens

1010

[ ——
n Schritte

benstigt?
Man stellt fest, dass sich die Probleme dieser Art in eine Hierarchie einordnen
lassen, die man sich wie folgt vorstellen kann:

schwarz .. grau ... weifl
unentscheidbar entscheidbar

Was, wenn wir Turing-Maschinen mit Ressourcenbeschréinkungen betrachten?
Hierunter verstehen wir

Ressourcen: - Zeit: Anzahl der Schritte
- Platz: Anzahl der Bandzellen

Es wird deutlich, dass weitere Unterteilungen der oben angegebenen Struktur
vonnoten sind.

7.2 Grundlegende Definitionen

7.2.1 Definition
Seien f,g: N — R. Eine Relation f >¢; g ist definiert durch
f >rig:VYneN: bis auf endlich viele Ausnahmen gilt f (n) > g (n).
Eine dazu dquivalente Definition ist
f2rig:IngeN:Vn=2ng: f(n) >g(n).

Analog definiert man:
St <fi, > fis =fi
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7.2.2 Definition
Die Menge FUP ist definiert durch

FUP = {f:N — R|f >4 0}.

7.2.3 Definition
Sei g € FUP. Dann ist:

O(g):{fGFUP|E|c>O:f<fuc-g}
(g)z{fEFUP|Vc>O:f<fﬂc-g}
(g):{fEFUP|EIC>O:f>fuc-g}
(9)={feFUPNc>0:f>pic g}
(9) =0(9)N2(g)

9

]
Q
w
O (g

7.2.4 Definition
Sei f € FUP. Eine deterministische Turing-Maschine hat folgende Eigenschaften:

i.

ii.

M hat eine worst-case Laufzeit von f (n), wenn M fiir jedes Eingabe-
wort w nach hochstens f (Jw|) Schritten halt.

M hat einen worst-case Platzverbrauch von f (n), wenn M fiir jede
Eingabe w hilt und dabei auf jedem Arbeitsband hochstens f (Jw|)-viele
Bandzellen verwendet.

Sei M nun eine nicht-deterministische Turing-Maschine. M hat folgende Eigen-
schaften:

iii.

iv.

M hat eine worst-case Laufzeit von f (n), wenn M fiir jedes w € L (M)
eine akzeptierende Berechnung hat, die aus hochstens f (Jw|) vielen Re-
chenschritten besteht.

M hat einen worst-case Platzverbrauch von f (n), wenn M fiir jedes
w € L (M) eine akzeptierende Berechnung hat, die auf jedem Arbeitsband
héchstens f (|w|)-viele Bandzellen verwendet.

7.2.5 Definition
Sei f € FUP.

e DTIME (f) ist die Familie aller Sprachen L, fiir die es eine deterministische

Turing-Maschine M gibt, die L mit einer worst-case Laufzeit in O (f)
entscheidet.

DSPACE (f) ist die Familie aller Sprachen L, fiir die es eine deterministi-
sche Turing-Maschine M gibt, die L mit einem worst-case Platzverbrauch
in O (f) entscheidet.

NTIME (f) ist die Familie aller Sprachen L, fiir die es eine nichtdetermi-
nistische Turing-Maschine M gibt, die L mit einer worst-case Laufzeit in
O (f) akzeptiert.
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e NSPACE (f) ist die Familie aller Sprachen L, fiir die es eine nichtdetermi-
nistische Turing-Maschine M gibt, die L mit einem worst-case Platzver-
brauch in O (f) akzeptiert.

Als Referenzmaschine verwenden wir im Folgenden eine Turing-Maschine mit ei-
nem ausschliefflich lesbaren Eingabeband und einer beliebigen, aber konstanten
Anzahl von Arbeitsbéndern.

7.2.6 Beispiel
Wir betrachten die Sprache L = {aibi|i € N}.

Behauptung 1
L € DTIME (n?)

Beweis

baue eine deterministische Turing-Maschine M. Diese funktioniert wie folgt:

repeat
16sche a am linken Bandende
riicke ganz nach rechts
lésche b
riicke ganz nach links

Laufzeit ~ Z;:i(4j) ~ 0 (nQ)

Behauptung 2
L € DTIME (n)

Beweis

kopiere a’s auf Arbeitsband
teste, ob gleich viele b’s auf dem Eingabeband wie a’s auf dem
Arbeitsband

7.3 Inklusionen

7.3.1 Lemma

DTIME(f) 7%7 DSPACE(f)
*in *in
NTIME(f) 7%7 NSPACE(f)
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7.3.2 Lemma A
i. L€ DTIME(f (n)) = L € DSPACE (f (n))

ii. L € DSPACE(f(n)) = L € DTIME (af(”)), fiir irgendeine von L abhéngi-
ge Konstante a

Voraussetzung ist hierbei, dass f (n) > log, n.

Beweis
i. Trivial.

ii. L € DSPACE (f (n)) = 3 deterministische Turing-Maschine M, die L ent-

scheidet und auf Eingabe w hochstens g (Jw]|) viele Bandzellen/Arbeitsband
verwendet, g € (O (f)): g(n) < C-f(n) VYneN.
M habe @ viele Zustédnde, B sei die Groflie des Arbeitsalphabets und &
sei die Anzahl der Arbeitsbinder. M bekomme eine Eingabe w. Dann ist
n = |w| die Anzahl der méglichen Eingabekopfpositionen und N = g (|w])
die der moglichen Arbeitskopfpositionen. Man muss sich nun iiberlegen,
wie viele verschiedene Konfigurationen die Maschine M bei der Eingabe
w erreichen kann. Man stellt fest, dass diese Zahl hochstens

X=Q-n-(BY.-N)"

annehmen kann. BY stellt hierbei die Anzahl der mdglichen Inhalte des
Arbeitsbandes dar.

Wir bauen nun eine Maschine M’ mit k + 1 Arbeitsbandern. Sie arbeitet
wie folgt:

berechne X und schreibe das Ergebnis auf das Arbeitsband
k+1

emuliere M und verringere mit jedem Schritt den Z&hler auf
dem Arbeitsband k+ 1

lehne ab, wenn der Zahler O erreicht

Wenn der Zihler ndmlich 0 erreicht, dann hat die Maschine definitiv eine
Konfiguration mehrfach durchlaufen, man kann also mit Sicherheit sagen,
das M divergiert. In diesem Fall entscheidet M aber nichts, insbesondere
nicht L.

Man sieht, dass Q < QN,n < 2" und N < 2V. Daraus folgt mittels
N=g(n)<C-f(n),dass

Q.n.(BN.N)kggf(n).(Q.B.Q)k

< 2fm) ((Q 5. 2)c.k)f(n)
- (2-(@-B-27)"
=a

M’ macht also héchstens af (™ Schritte, womit L EDTIME(af(”)).
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7.3.3 Lemma B
i. L e DTIME(f (n)) = L € NTIME(f (n))
ii. L€ NTIME(f(n)) = L € DTIME (b/™"), fiir irgendeine von L abhéingige

Konstante b

Beweis
i. Trivial.

ii. Hier greifen wir auf den Beweis zu 5.2.7 zuriick. Dort haben wir , Leit-
strings® betrachtet, weswegen auch jetzt die Idee ist, alle moglichen ,,Leit-
strings® zu betrachten:

L € NTIME (f (n)) = 3 nichtdeterministische Turing-Maschine M,

wobei M die Sprache L in Laufzeit < C - f (n) akzeptiert. Die Maschine
bekommt eine Eingabe w mit |w| =n und N = C'- f (n). 8 ist die Anzahl
der nichtdeterministischen Wahlmoglichkeiten bzw. Schritte.

= 3 weniger als " bzw. genauso viele Leitstrings, die den deterministi-
schen Ablauf von M diktieren. Man baue eine deterministische Turing-
Maschine M’, die M auf allen Leitstrings ausprobiert. Die Anzahl der
Schritte von M’ auf der Eingabe w ist hochstens

X <BN-N < (28)7 = (2877 =y

Somit ist L € DTIME (b/(™).

7.3.4 Lemma C
i. L € DSPACE (f (n)) = L € NSPACE (f (n))
ii. L € NSPACE (f (n)) = L € DSPACE (f2 (n))

Voraussetzung ist hierbei, dass f mit f (n2) viel Platz berechnet werden kann.
In den wenigsten Féllen ist diese Voraussetzung aber eine Einschrankung.

7.3.5 Satz von Savitch

Lemma C, ii heifit auch der Satz von Savitch. Er ist benannt nach Walter
Savitch, der 1970 erstmals unten stehenden Beweis gefiihrt hat.

Beweis
i. Trivial.
ii.
L € NSPACE (f (n)) = 3 nichtdeterministische Turing-Maschine M,

wobei M die Eingabe w € L mit Platz < C - f (n) akzeptiert.
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Idee

Man betrachte nun alle Konfigurationsgraphen Gj; von M bei einer Ein-
gabe w. Die Knoten sind hierbei alle moglichen Konfigurationen. Eine
Kante [K, K') existiert genau dann, wenn M in einem Rechenschritt von
K nach K’ gelangt, also K ]\l} K.

Die Anzahl der Konfigurationen in G, ist kleiner oder genauso grofl wie
af™ . Hierzu siehe den Beweis zu 7.2.8. Die Maschine M akzeptiert w
genau dann, wenn es einen gerichteten Pfad in G, von Init,, (Anfangs-
konfiguration) zu irgendeiner Endkonfiguration ¢ gibt. Wir skizzieren nun
die deterministische Maschine:

teste jede Konfiguration K in Gy,
if K eine Endkonfiguration und J ein Pfad von Init, nach K in
Guw,

then akzeptiere w

else lehne w ab

Insbesondere ist der zweite Teil der Priamisse die zentrale Frage hiefiir.

Verfeinerung

Man baue den gerichteten Graph G = (V, E), der unter Umstéinden sehr
grofl werden kann.

s € V Startknoten
F C V Endknoten

Es stellt sich die Frage, ob ein Pfad in G von s zu irgendeinem Knoten in
F existiert. Durch folgendes Programm kann man diese aber beantworten:

for v€V do if v € ' and reachable(s,v) then return true

Man beachte, dass der Graph G = (V, E) implizit gegeben ist.
Folgende Rechenannahmen werden getroffen:
a. Man kann die Knoten in V' in O (log |V|) Platz aufzihlen
b. fiir v € V kann man testen, ob v € F
c. fiir u,v € V kann man testen, ob
e U=
o [u,v) € E
Alle diese Operationen benstigen O (log|V]) an Platz. reachable(s,v,l)

bedeutet, ob v von s iiber Pfad der Lénge < [ erreichbar ist, reaachable (s,v)
~ reachable(s,v,|V|). Man formuliert die Funktion wie folgt:

function reachable(s,v,l)

{

if [ = 0 then return (s = v)
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if [ = 1 then return (s = v) or ([s,v) € E)
_ |1 _ Tl
hi = 3], ha2 = [5]
for each meV do
if reachable(s,m,hy) and reachable(m,v,hs)
then return true

}

Man definiere im Folgenden S (N, 1) als den Platzverbrauch von reachable (s, v,1)
in einem Graphen mit N Knoten. Dann ist

S (N,0) = O (log N)
S(N,1)=0(logN)

S(N,l):O(logN)—i-O(logl)—l-S(N,%) +S 5

= S (N,l) =0 ((log N +logl)logl)

| = N = Platzverbrauch von reachable(s,v,|V]) ist O (log2 \4)
~—~— —_—

V]

V| < AF(™)
log|V] =0 (f(n))

=0(f2(n))

7.3.6 Korollar

Sei v : N — R eine Funktion, die nicht-fallend ist und es gelte lim, . v (n) =
00.

o DSPACE (f (n)) C DTIME (27("/(n)
o NTIME(f (n)) C DTIME (27(/()

e NSPACE (f (n)) C DSPACE (f2 (n))

7.3.7 Lemma D (Komplementbildung)
i. L€ DTIME(f (n)) = L € DTIME(f (n))
ii. L € DSPACE (f (n)) = L € DSPACE (f (n))
iii. L € NSPACE (f (n)) = L € NSPACE (f (n))

7.3.8 Satz von Immermann/Szelepcsényi

Lemma D, iii. heifit Satz von Immermann/Szelepcsényi.

Beweis
i. Trivial.

ii. Trivial.
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iii. Sei L € NSPACE (f (n)). Dann existiert eine nichtdeterministische Turing-
Maschine M mit Platzverbrauch f (n) mit L (M) = L. Seien weiterhin w €
¥*, |lw| = n. Wir brauchen eine nichtdeterministische Turing-Maschine mit
f (n) Platzverbrauch, der genau alle w ¢ L akzeptiert. Wir betrachten
dazu KGps (w, N) mit N = f (n). Wir miissen ,beweisen*, dass es keinen
Pfad von Init,, zu einer Endkonfiguration gibt.

Verfeinerung

Wir haben einen gerichteten Graphen G = (V, E) mit Startknoten s € V
und Endknoten F' C V. Wir miissen beweisen, dass es keinen Pfad von s
zu einem Knoten in F' gibt:

Yo € F : 3 Pfad von s zu v
R, (1) = {v € V]v vou s iiber Pfad der Linge <[ erreichbar}
Ny (1) = |[Rs (1) |

Wir suchen einen Test, um zu zeigen, dass v ¢ R, (|V]).

Behauptung 0

Man kann mit O (log|V|) Platz testen, dass v € Rs (I). Das Testen des
Platzes erfolgt nichtdeterministisch.

Beweis

Errate Pfad und verifiziere.

Behauptung 1

Man nehme an, Ny (1) sei bekannt. Damit kann man mit O (log |V'|) Platz
nichtdeterministisch testen, ob v ¢ R (1).

Beweis

z=0
for each z € V\{V} do
if v € Ry (1)
then
beweise es wie bei Behauptung 0
z=z+1
if z = N, (I-1)
then antworte Ja.

Behauptung 2

N (I — 1) sei bekannt. Man kann nichtdeterministisch mit O (log |V]) Platz
N (1) berechnen.
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Beweis

z=0
for each x € V do
if z € Rs(l) then
verifiziere wie bei Behauptung O
z=z+1
if ¢ Ry (l) then
for each u €V do
zeige, dass keine Kante von u € R, (I —1) zu z:
teste, ob u € R, (I —1) (Behauptung O und 1)
falls ja, verifiziere, [u,2) ¢ F

Fiihren wir nun den Beweis von Lemma D zuende:
3 Pfad von s nach v: N, (0) = 1,

for [ =1 to |V| do berechne N (I) aus Ng (I —1)
teste, ob v € Rs(|V|) (Behauptung 1)

Platzverbrauch: O | log|V]| |, |[V| < Af(™
——
=0(f(n))

7.3.9 Lemma E (Hierarchiesatz 1)
wir nehmen an, dass f € O(g) gilt. Dann ist klar, dass
DTIME (f (n)) € DTIME (g (n))
DSPACE (f (n)) € DSPACE (g (n))

7.3.10 Lemma F (Strikte Hierarchie)
i. Sei f € o(g) fur O (f) Platz berechenbar. Dann gilt
DSPACE (f (n)) € DSPACE (g (n))

ii. feo (%) fiir O (f) Zeit berechenbar. Dann gilt
DTIME(f (n)) € DTIME (g (n)).

7.3.11 Anmerkungen
i. Analoges gilt fiir nichtdeterministische Klassen.

ii. Berechenbarkeitsbedingungen fiir f sind notwendig.

7.3.12 Beispiel (Borodin’s Gap Theorem)
Es gibt eine berechenbare Funktion f : N — N/ lim, . f(n) = oo, sodass

i)
DSPACE (f (n)) = DSPACE (222 >
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7.4 Komplexititsklassen

Wir haben die Komplexitétsklassen DTIME(f), NTIME(f), DSPACE(f) und
NSPACE(f) gegeben. Somit stellt sich natiirlich die Frage, fiir welche f sie in-
teressant sind.

Ein Indiz geben bekannte Algorithmen:

e suchen (und l6schen) des maximalen Elementes einer unsortierten Liste:
fn)=n

e n-malige Maximumsuche und Aneinanderreihung liefert Sortierung:
f(n) =n?

e Multiplikation zweier n x n-Matrizen:
f(n)=n’

Polynome tauchen h#ufig als Zeitschranken auf. Sie sind auch mathematisch
yangenehm*: Polynome sind abgeschlossen unter

e Addition,
e Multiplikation und
e Komposition.
Wir betrachten grobere Klassen:

o P = Uken DTIME(nk) :
Probleme, die sich in polynomieller Zeit 16sen lassen.

NP = Uren NTIME(nk) :
Probleme, deren Losungen in polynomieller Zeit verifizierbar sind.

PSPACE = J,cy DSPACE (nf)

NPSPACE = J.cy NSPACE (n*)

o L = DSPACE (log n)
e NL = NSPACE (logn)
7.4.1 Satz
Es gilt:

L € NL C P C NP C PSPACE C NPSPACE ()
v 7V ? v
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Beweis

Die durch v bezeichneten Inklusionen wurden bereits bewiesen oder ergeben
sich unmittelbar aus bereits gefiihrten Beweisen. Also geniigt es, die zwei ver-

bliebenen Inklusionen zu zeigen. Man betrachte zunéchst die Relation zwischen
NP und DSPACE:

S € NP, 3k : S € NTIME (n*),
S € NSPACE (n¥)

= S € DSPACE (n**)
= S € PSPACE

Die Relation zwischen L und P ist da schon schwieriger:

Behauptung 1
Es gilt: PSPACE = NPSPACE.

Beweis
e PSPACE C NPSPACE: Trivial.
e NPSPACE C PSPACE :
3k : S € NSPACE (n*)

=3k : S € DSPACE (n**)
= S PSPACE

Behauptung 2
Es gilt: NL £ NPSPACE.

Beweis

NL = NSPACE (log n) C DSPACE (logn) ¢ PSPACE (n) C NPSPACE (n)

(i)
Damit wird (*) zu
L € NL C* P C* NP C* PSPACE (= NPSPACE)

wobei wenigstens eine der Inklusionen C* echt ist. HS steht hierbei fiir den
Hierarchiesatz.

Vermutung

Alle 5 Klassen sind verschieden.
Bis heute ist es aber nicht gelungen, diese Vermutung zu bestétigen.

Im Folgenden wenden wir uns dem Bereich ,,... CP C NP C...* zu.
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7.4.2 Abgrenzung von P gegen NP

In P sind Probleme, die sich in polynomieller Zeit 16sen lassen, die also effizient
16sbar sind. Man kann sich informell merken, dass

P~ ,gut“ und NP ~ schlecht®.

7.5 Das CLIQUE-Problem

Wir geben zunéchst ein Beispiel an:

7.5.1 Definition

Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. W C V heifit Clique, wenn fiir alle
u,v € W gilt: [u,v] € E.

[Skizze wird nachgereicht)

Die Ecken [ bilden eine Clique.

7.5.2 Drei Varianten des CLIQUE-Problems

V1 Entscheidungsproblem
Seien G = (V, E) ein ungerichteter Graph und k € N.
Frage: Gibt es in G eine Clique W mit |W| = k?

V2 Optimierungsproblem
Sei G wieder ein ungerichteter Graph.
Frage: Was ist das grofite k, so dass G eine Clique der Grofle k& enthélt?

V3 Optimierungs-/Berechnungsproblem
Sei G wieder ein ungerichteter Graph.
Aufgabe: Berechne die Clique maximaler Grofle.

7.5.3 Korollar
Es liegt auf der Hand:

e Ist V3 in polynomieller Zeit 16sbar, dann ist auch V2 in polynomieller Zeit
16sbar.

e Ist V2 in polynomieller Zeit 16sbar, dann ist auch V1 in polynomieller Zeit
l6sbar.

Zudem stellen wir aber fest:

7.5.4 Lemma

i. Ist V1 in polynomieller Zeit 16sbar, dann ist auch V2 in polynomieller Zeit
losbar.

ii. Ist V2 in polynomieller Zeit 16sbar, dann ist auch V3 in polynomieller Zeit
losbar.
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Beweis

i. Probiere jedes k, 1 < k < |V, ob es eine Clique der Grofe k gibt.

ii. Bestimme die Groflie k der maximalen Clique. Entferne sukzessive Ecken
und teste, ob der Graph weiterhin eine Clique der Gréfe k enthélt.

Das bedeutet aber:

7.5.5 Korollar

Bei Polynomialzeitalgorithmen lassen sich die Losungen der drei Varianten ,,mit
polynomialem Mehraufwand“ ineinander umrechnen. Die verschiedenen Varian-
ten fallen zusammen.

Damit stellt sich aber die Frage nach einem besseren Algorithmus fiir das CLI-
QUE-Problem.

Vermutung

Man vermutet, dass es keinen effizienteren (also deterministisch polynomiellen)
Algorithmus fiir das CLIQUE-Problem gibt.

Das CLIQUE-Problem (Entscheidungsvariante) ist aber in NP, das heifit: Es
existiert eine nichtdeterministische Methode, die in polynomieller Zeit verifiziert,
dass G eine Clique der Grofle k hat. Dies ist ein Beispiel von vielen wichtigen
Problemen, fiir die eine Losung effizient verifiziert werden kann, aber man nicht
weifl, wie man eine Losung findet.

7.6 Weitere Probleme (Entscheidungsvariante)

Im folgenden betrachten wir einige andere Probleme:

i. BIN-PACKING-PROBLEM
Gegeben sei eine Instanz aq,...,a, mit einer Schranke b € N. Alles soll
binér kodiert sein.
Frage: Gibt es f: {1,...,n} — {1,...,k}, sodass

VO<j<k: Y ai<b?
i:f (i)=j

Wir verteilen also auf k Behilter Gegenstéinde, wobei die Menge, die jedem
Behiltnis j zugeordnet wird, nicht dessen Gréfe b iiberschreiten darf.

ii. TRAVELING-SALESMAN-PROBLEM
Gegeben sei ein vollstédndiger, gerichteter Graph mit gewichteten Kanten.
Es gibt eine Kostenfunktion ¢ : E — N und eine Konstante B € N.
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Frage: Gibt es eine Permutation 7w € S, :

+...
+e(m(n—1),7(n)))
+e([m(n),m (1)) < B?

iii. POLYGONWACHMANN-PROBLEM
Gegeben sei ein einfaches Polygon P in der Ebene (k € N).
Frage: Kann man k Wéchter so in P positionieren, dass jeder Punkt von
P von einem Wiéchter gesehen wird?

iv. INTEGER-PROGRAMMING-PROBLEM
Gegeben sei a;; € Z,1 < i< m,1 < j < n in Bindrkodierung.
Frage: Gibt es ein (x1,...,x,) € Z™, sodass fir 1 < i < m:

ai1 -1+ a2 - To2 4+ ...+ Qin - T < Qio?

7.7 Polynomzeitreduktionen

7.7.1 Definition

Seien L, L’ C ¥*. Wir nennen L polynomiell leichter als L’ (oder L polyno-
miell reduzierbar auf L’), in Zeichen

L <p Lla
wenn es eine Funktion f : X* — X* gibt mit
LYweX*:wel& f(w) el

ii. f ist in polynomieller Zeit berechenbar.

7.7.2 Lemma 1

Seien L, L' C ¥*. Es gilt
e Wenn L <p L’ und L'’ € P, dann ist L € P.
e Wenn L <p L'’ und L € NP, dann ist L’ € NP.

Hierzu vergleiche man mit den Folien der 21. Vorlesung, Folie 2.

Beweis

Ist L xp L', dann 3 TM F, die f mit w € L berechnet < f(w) € L'. Die
Laufzeit ist polynomiell, etwa O (n*),n = |w|.

e ' ¢ P:dTM M’, die L' entscheidet. Die Laufzeit sei etwa O (n’)
Wir bauen eine Turing-Maschine M fiir L: Wir haben die Eingabe w.
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i. Berechne f(w) mit F'
ii. Teste ob f(w) € L' mit M’

Die Turing-Maschine entscheidet L.
Laufzeit:

1. Schritt: O (n*),[f(w)| € O (n¥)
2. Schritt: O (If (w) ) € O ((n*)') € O (n")
Damit gilt: L € P.
e LENP:

Dieser Beweis hierzu erfolgt analog zu L’ € P.

7.7.3 Lemma 2
Seien L, L', L” C ¥*. Wenn L <p L' und L' p L” gilt, dann gilt auch L <p L".

Beweis

Ubung.

7.7.4 Definition
i. Eine Sprache S heifit NP-schwer, wenn fiir alle L € NP gilt: L <p S.

ii. S heit NP-vollstéindig, wenn S NP-schwer und S € NP ist.

7.7.5 Satz 1
Ist S NP-vollstindig und S € P, dann P = NP.

Beweis

Es gilt: P C NP. v

Noch zu zeigen bleibt, dass NP C P:

Wir wissen bereits, dass S NP-schwer ist. Daraus folgt fiir alle L € NP : L <p S.
Auflerdem ist S € P, womit nach Lemma 1 L € P ist.

7.7.6 Satz 1 (Alternative Formulierung)
Ist P # NP und S NP-vollstéindig, so ist S ¢ P.
Zeigt man also fiir S, dass S NP-vollstindig ist, dann ist dies aufgrund der

Vermutung P # NP ein starker Grund zu der Annahme, dass S ¢ P, dass also
S nicht effizient 16sbar ist.
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7.7.7 Beweismoglichkeiten fiir NP-schwer

Wie zeigt man, dass ein Problem NP-schwer ist? Prinzipiell hat man zwei Moglich-
keiten:

i. Direkt oder

ii. mit Lemma 3.

7.7.8 Lemma 3
Ist L NP-schwer und L <p S, dann ist S NP-schwer.

Beweis

Seien L NP-schwer und L’ € NP. Dann folgt aus der Definition, dass L' <p L.
Zusammen mit L <p S folgt aus Lemma 2, dass L’ <p S.

7.8 NP-vollstindige Probleme

Eine Sprache S ist NP-vollstindig, wenn
i. S € NP und
ii. wenn fiir eine beliebige NP-vollstdndige Sprache L gilt: L <p S.
Hierbei stellt sich natiirlich unmittelbar die Frage, ob es NP-vollstandige Pro-

bleme iiberhaupt gibt. Die Antwort ist ,ja‘“.

7.8.1 Beispiel 1
P-UNIV = {cod(M)$w$1™| eine NTM M akzeptiert w in < m Schritten}

7.8.2 Behauptung
P-UNIV ist NP-vollstéindig.

Beweis

i. P-UNIVe NP: Simuliere M fiir m richtig geratene Schritte.

ii. L€ NP:L <p P-UNIV
LeNP:3TM M mit L (M) = L mit Laufzeit etwa c-n*

Baue TM F. Diese Turing-Maschine berechnet die Funktion f(w) = cod(M)$w$1¢™".
Es gilt:

i [f(w)] € O1) + O(lw]) + O(n*) € O(n*)
ii. we L& f(w) e P-UNIV.

7.8.3 Beispiel 2
Wir betrachten im Folgenden die Sprache der Mehrwertigen Erfiillbarkeit (MERF).
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Instanz
Gegeben seien
e Variablen Y7,...,Y, mit Wertebereichen B,..., B,
e eine Formel F' aufgebaut aus V und A von Termen der Form

Yi=a, Yi#a, Y=Y, undY,#Y].

Man mochte die Frage entscheiden, ob F' erfiillbar ist.

Beispiel

Wir haben Y7,Y5,Y5; By = By = By = {1,2,3,4}. F konnte dann wie folgt

aussehen:
F=Y1=1vYa=3)A(Ya2=2VYs=1)A (Y1 =2VY;5=2)A (Yo =Y3)

F wird wahr fir Y1 =1,Y5 = 2, Y3 = 2. Wir definieren MERF wie folgt:

7.8.4 Definition (Sprache MERF)
MERF = {cod (Y1) ...cod (Yy) $cod (B1) ... cod (By,) $cod (F) | F erfiillbar}

7.8.5 Behauptung
MERF ist NP-vollsténdig.

Beweis

i. MERF € NP: Wir raten wie immer die Variablenbelegungen und verifizie-
ren F.

ii. VL € NP : L <p MERF.
Die Idee ist die folgende: Wenn L € NP, dann existiert eine Turing-
Maschine M mit L (M) = L. Wir beschreiben die Konfiguration von M
und Ubergiinge durch Formeln.

Verfeinerung

MERF ist NP-vollstindig. L € NP, wir miissen also zeigen, dass L <p
MERF. Daher brauchen wir eine Transformation

we S M) ... (V) $(B1) ... (B,)$F

mit (Z) := cod (Z), die in polynomieller Zeit arbeitet. Wenn diese Trans-
formation nédmlich existiert, w € L und das neue Wort € MERF, so gilt
L < MERF. Ist L € NP, dann existiert eine nichtdeterministische Turing-
Maschine M, die L in Zeit ¢ - n* akzeptiert. w wird von M in c - |w|¥
Schritten akzeptiert. Die Idee ist nun, eine MERF-Formel zu bauen, die
erfiillbar ist, genau dann wenn M w in ¢ - |w|® Schritten akzeptiert. Man
kodiere nun Konfigurationen durch Variablenfolgen und Rechenschritte
durch Relationen zwischen diesen Variablen. Es sei p = ¢ (|w|), wir erhal-
ten ein Eingabeband wie folgt:
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—p —2 -1 0 1 e n—1 e P
|’h | |h |h |wo |u;1 | |wn_1|’h | |’h |
E_, E_> E_1 Eg E, ... B E,
Eingabeband

Als Konfigurationen hat man:

n z ng na Arbeitsbandinhalt
p 10 1 2 p
0 Z0 10 JO b ] b o [» [» ] E
AL, A% Ay AY A A
-p 100 1 2 P
1 Z1 It JUo b ] b [c [» [v ] E
AL Al A AT A Ay
-p t-1 D
t+—1 thl Itfl thl | | | | |
AT} Al ALt
-p t
A ]
AL, Al Al
-p p
pozvrrgr ] [
AP AP

Hierbei sei:

e 1 der jeweilige Schritt, z der aktuelle Zustand, ng die Eingabekopf-
position, n 4 die Arbeitskopfposition,

e Al € T' der Inhalt der Arbeitsbandzelle ¢ nach dem Schritt ¢. Der
Wertebereich I" enthélt (p+ 1) - (2-p — 1) Variablen.

e 7' € Q der Zustand von M nach dem Schritt ¢.

o I €{—p,..
o Jl € {—p,..

., +p} die Eingabekopfposition.
., +p} die Arbeitskopfposition.

e E; € X U{t} der Inhalt von Eingabebandzelle 3.

Wir iiberlegen uns, dass

F, = Anfang A Ubergéinge A Ende
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mit

Anfang = (Z2°=3s) A (I°=0) A (J°=0)

(E—p= D)A...A(E_1= D)A(Ey=wp) A...A
(Bi-1 =wi—1) A (Bx = D) A ... A (E, = D))
A((A%, = D) A A(A)=D)),

Uberginge = /\ U*, wobei

Y

1<t<p
Ut = \/ Ufj und

“-pPSISP

A YA Y
U= (= AT =) N (A=A

-p<I<p
L#7
AN(Z =g A (Ei=a) A (AT =B) A

(da (¢,a,B,q', A\, B’, 1) € A) und schlieBlich
Ende ~ \/ (2% = {).
fer
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte
Vfe FVYae X,VAeT : (f,a,A, f0,4,0) €A,

wir erlauben also explizit ,,leere* Schritte der Maschine.

7.8.6 Beispiel 3

Wir betrachten jetzt die Sprache der simplen mehrwertigen Erfiillbarkeit (SMERF).
SMEREF ist wie MERF, in der Formel sind aber nur Terme der Form Y; = a er-
laubt. Nicht erlaubt sind somit Y; # a,Y; =Y;,Y; # Y.

7.8.7 Behauptung

SMERF ist NP-vollstidndig.

Beweis
Ubung.

7.8.8 Beispiel 4 und Definition

Wir betrachten nun das Problem der bool’schen Erfiillbarkeit, modelliert durch
die Sprache (SAT). Gegeben sei eine Formel F' in bool’schen Variablen, wir
erlauben also hier nur noch 2 Werte: wahr oder falsch.
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Beispiel
(X1VXaV X3) A (X3V Xy)
Es stellt sich die Frage, ob F' erfiillbar ist.

7.8.9 Behauptung
SAT ist NP-vollstandig.

Beweis

1. SAT € NP: Man rate und verifiziere.

ii. SMERF xp SAT: Wir suchen eine Funktion, die in polynomieller Zeit aus
einer SMERF-Instanz cod (Y1) . .. cod (Yy,) $cod (By) . . . cod (By,) $cod (F) ei-
ne SAT-Formel F' berechnet mit

F’ erfilllbar < F erfiillbar.
Man verwende folgende Variablen:

Xip, wobei 1 < i < n,Vb e B und X;;, kodiert Y; = b.

Beispiel

M=avYo=bAY1=bVYs=0c)— (X14V Xop) A (X1p V X2.)

Bilde aus F’ eine neue Formel F, in der Terme Y; = b durch X, ersetzt
werden.

Beispiel

(lea)/\(leb)HXla/\le

Wir miissen sicherstellen, dass fiir jedes 1 < i < n genau eines der X, mit
b € B; wahr ist. Das bedeutet, dass Y; genau einen Wert aus B; annimmt.
Dazu fiithren wir neue Variablen ein:

Di=\/ | Xon N X (1<i<n)
beB; v e B;
b #b
B= A\ D
1<isn
Zusammen:
F=F ANF
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Es gilt:
F’ erfiillbar < F erfiillbar

denn:
Die Laufzeit ist proportional zu |F| = |Fi| + |Fz|, wobei die Grofle der
SMERF-Instanz durch g gegeben sei. Somit

[F1| € O(IF']) € O(g)
D] < |Bil* € O(g%)
|B2| € O(g%)

Zusammen erhalten wir polynomielle Laufzeit O(g")

7.8.10 Beispiel 5

Wir betrachten die Sprache 3-SAT. Gegeben sei eine bool’sche Formel F' in
konjunktiver Normalform (KNF):

F=KiN..NK;N...NK,,
mitKij:Li1v~~~\/Lij\/~~~\/Lit
und L;; = X oderYj

mit weniger als 3 Literalen L;, pro Klausel K.

7.8.11 Behauptung
3-SAT ist NP-vollsténdig.

Beweis
Wir miissen zeigen, dass
i. 3-SAT € NP und
ii. SAT xp 3-SAT
Dabei gehen wir wie folgt vor:
i. Hier rate man die Belegung und verifiziere.

ii. Wir brauchen eine SAT-Formel F', die sich in einer Transformation poly-
nomieller Zeit in eine 3-SAT-Formel F” iibersetzen ldsst mit

F’ erfiillbar < F erfiillbar.
Die SAT-Formel F' sei vollstandig geklammert gegeben, also z.B.
F=((x1V-a(raV-z3)) Azs).
Wir stellen F' durch einen Ausdrucksbaum dar:

[Skizze wird nachgereicht]
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Durch Anwendung der de-Morgan’schen Regeln kann man alle Negationen
zu den Bléattern schieben:

[Skizze wird nachgereicht]

Wir fiihren fiir jeden inneren Knoten (Operatorenknoten) neue Variablen
ein. Diese Variable soll Wert des Teilbaums (also Teilausdrucks) darstellen:

(Zy & xoV —x3) AN (Z1 & w1V Z2) A (Zroot & Z1 NV —x2) A Zroot
Hierbei sind die Regeln:
e Die A-Knoten sind mit Z; und Kindern markiert: W;, W; mit
Wi, Wi € {Zi}; U{z;}; u{z}.
Man erzeuge nun den Term:
Zy & W; AW,

e Damit gilt fiir die V-Knoten:

Z; & Wj v W
Verwende alle diese Terme mit Z,,,; und wandle die Terme in 3-KNF
Form um:
— A& B¢
A& B
= (AN B)V(~AA-B)
= (AV—A)A(AV-B)A(BV-A)A(BW—B)
T T
= (AV-B)A(BV-A)
- 7, & Wj v W

Z¢<:>Wj\/Wl
(A \/;{(Wj)ﬂ/_vl)) AWV WV —=Z;)
(AVWH A (AVIW) A (W VWV Z;)

— Analog fiir Z; & W; AW,.
Wir kehren zuriick zum CLIQUE-Problem 7.5.

7.8.12 Erinnerung: Das CLIQUE-Problem

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E) mit C' € N. Wir suchen noch
immer die Antwort auf die Frage, ob in G eine Clique W der Grofle |W| = C
existiert (vergleiche 7.5.2, V1 sowie 7.5.4).

7.8.13 Behauptung
CLIQUE ist NP-vollstandig.
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Beweis

i. CLIQUE e NP v
(Man errate einfach C Knoten und verifiziere, dass alle zueinander be-
nachbart sind.)

ii. 3-SAT <p CLIQUE.
Von 3-SAT wissen wir, dass das Problem NP-vollstéindig ist. Wir brauchen
hierzu eine Transformation polynomieller Zeit von einer 3-SAT-Formel F
in einen Graphen G sowie eine Konstante C' mit

F erfiillbar & G hat eine Clique der Grofle C.
F' ist von der Form
F = (le V Z12 \Y 213) A (Zgl V Z992 \Y 223) VANAN (Zml \Y Zm2 V ng) s

wobel

e m = Anzahl der Klauseln,
e z;; = Literale der Form x; oder T} mit

e 11...x, = Variablen
Wir erhalten fiir G = (V, E):

o V ={z;|1 <i<m,1<j <3}, wir nchmen also ohne Beschrénkung
der Allgemeinheit an, dass jede Klausel genau 3 Literale hat, sowie

o E={{zj,zm}|t#k, z; und 2z konnen gleichzeitig wahr werden,

Genau dann, wenn der Graph G eine Clique der Grole C' = m hat gilt,
dass F erfiillbar ist. Da insbesondere die Erzeugung des Graphen in po-
lynomieller Zeit erfolgen kann und der Graph polynomiell Speicherplatz
belegt, handelt es sich hierbei um eine zuléssige polynomielle Reduktion.

7.9 (Gerichteter) Hamiltonscher Kreis und
HaKr-Problem

7.9.1 Definition

Es sei ein gerichteter Graph G = (V| E) gegeben. Man méchte nun wissen, ob
es einen Hamiltonschen Kreis gibt, ob also eine Aufzéhlung

Vo, V1y -+, Un—-1 VOH‘/, (TL: |V|)

gibt, sodass
[vi,vi41) € E, Vi,0 < i < n.

Alle i sind hierbei Indizes, in modulo n angegeben. Dieses Problem bezeichnet
man als HaKr.
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7.9.2 Behauptung
HaKr ist NP-vollsténdig.

Beweis

i.

ii.

HaKr € NP:
Wir erraten dazu die Rehenfolge vy, ..., v,—1 und verifizieren die Kanten.

3-SAT xp HaKr:

Wir miissen zeigen, dass sich aus jeder 3-KNF-Formel F' ein Graph Gp
in polynomieller Zeit berechnen lisst, sodass gilt: Genau dann, wenn F'
erfiillbar ist, hat G einen Hamilton’schen Kreis.

Verfeinerung
Gegeben sei beispielsweise ein Baustein (,,gadget):

[Skizze wird nachgereicht]

Dieser Baustein kann (modulo der Rotationssymmetrie) von einem Ha-
milton’schen Kreis nur folgendermafien durchquert werden:

[Skizzen werden nachgereicht)

Der Pfad verlédsst also diesen Baustein stets ,auf der selben Hohe“ wie
beim Eingang. Man baue nun G aus F' (ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit habe F' genau 3 Literale pro Klausel und bestehe aus n Varia-
blen und m Klauseln) wie folgt:

Fiir jede Klausel verwende eine Kopie des Bausteins, benenne also die
Knoten durch Literale, z.B. x4 VT71 V 27.

[Skizze wird nachgereicht]

Jede Variable sei durch einen Knoten reprisentiert. Wir benennen diese
Knoten mit den jeweiligen Variablennamen:

[Skizze wird nachgereicht]

Ein Pfad 25 fiithrt durch alle Bausteine, in denen Knotennamen x; in
beliebiger Reihenfolge vorkommen.

[Skizze wird nachgereicht]

Ein Pfad " =5 fithrt durch alle Bausteine mit Z7.

Analog kann man dies fiir alle x; konstruieren.

7.9.3 Behauptung

Der im vorangegangenen Beweis erzeugte Graph hat genau dann einen Hamil-
ton’schen Kreis, wenn F erfiillbar ist.
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Beweis

»,<=“ Sei F erfiillbar. Man wéhle eine erfiillende Wahrheitsbelegung fiir Varia-
blen. Wenn z; = true, verwende x; = true Pfad fiir den Hamilton’schen
Kreis und durchquere jeden Baustein je nach der Anzahl der wahren Li-
terale.

,=“ G habe einen Hamiltonschen Kreis. Je nachdem, ob dieser Kreis den x;-
Knoten iiber den ,,z; = true“-Pfad verldsst oder nicht, setze z; auf wahr.
Somit erhélt man eine erfiillende Wahrheitsbelegung, damit ist F erfiillbar.

7.10 SubsetSum
7.10.1 Definition

Es seien n Zahlen Aj, ..., A, sowie eine Zahl S jeweils in Dezimaldarstellung

gegeben. Man mochte wissen, ob 3 C {1,...,n}, sodass » ,.; A; = 5.

7.10.2 Behauptung
SubsetSum ist NP-vollsténdig.

Beweis

i. SubsetSum € NP:
Man errate I und verifiziere >

A =S.

iel
ii. 3-SAT =<p SubsetSum:

Wir miissen aus einer 3-KNF-Formel F' die Zahlen Ay, ..., Ay, S in poly-
nomieller Zeit generieren, sodass gilt:

F erfiillbar < 37 € {1,...,N}: Y A;=S

el

(xl \/x_g\/xg) A (!I?Q\/LC_g\/{E4) AN (:CQ \/"17_4\/£E1) X1 T2 T3 T4

T 1 0 1 1 0 0 O
Ty 0 0 0 1 0 0 O
Ta 0 1 1 0 1 0 O
Ty 1 0 0 0 1 0 O
T3 1 0 0 0 0 1 O
T3 0 1 0 0 0 1 0
Ty 0 1 0 1 0 0 O
T4 0 0 1 0 0 0 1
S 3 3 3 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 O

1 0 0 0 0 0 O

0 1 0 0 0 0 O

0 1 0 0 0 0 O

0 0 1 0 0 0 O

0 0 1 0 0 0 O
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7.11 Weitere NP-vollstindige Probleme

Abschlieend mochten wir noch einige NP-vollstdndige Probleme nennen. Die-
se werden hier nur angesprochen und in der Vorlesung , Komplexitatstheorie“
ausfithrlich behandelt.

e Gegeben sei ein Polygon. Man kann es stets so in Dreiecke zerlegen, dass
die Ecken der Dreiecke ausschlielich auf den Ecken des Polygons liegen.
Interessanterweise ist der analoge Fall im Dreidimensionalen, also der Ver-
such, Polyeder in Tetraeder aufzuteilen, sodass deren Ecken ausschliefilich
mit den Ecken des Polyeders zusammenfallen, nicht immer mdoglich. Das
Problem festzustellen, ob bei gegebenem Kérper eine solche Unterteilung
durchgefiihrt werden kann, ist NP-vollstindig.

e Gleiches trifft fiir die Fragestellung zu, ob ein gegebener NEA eine be-
stimmte Sprache L akzeptiert. Zwar ist naheliegend, den NEA zuerst in
einen DEA zu iiberfithren und diesen zu verifizieren, jedoch benétigt eben
diese Umwandlung exponentielle Rechenzeit im Bezug auf die Anzahl der
Knoten, was die Klassifikation gerechtfertigt.

e Gegeben seien Punkte im Dreidimensionalen samt ihrer Koordinaten. Das
Problem, ob es ein Dreieck aufgespannt zwischen je dreien dieser Punkte
gibt, dessen Kantenlinge hochstens & ist, ist ebenfalls NP-vollstédndig.
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