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Post‘sche Korrespondenzproblem

Reservoir von k Spielkartentypen
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Frage:   Kann man Spielkarten (mit möglichen Wiederholungen)
so nebeneinanderlegen, dass sich oben und unten das
gleiche Wort ergibt ?
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Post‘sche Korrespondenzproblem  PCPΣ

Gegeben:  k∈N,  ((x1,y1),(x2,y2),L,(xk,yk)) ∈ (Σ*)2k

Frage:   Gibt es I ∈ {1,L,k}* mit  X[I] = Y[I]

I = (i1,i2,L,in)
X[I] = xi1

xi2
L xin

Y[I] = yi1
yi2
L yin
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Satz: PCP  ist nicht entscheidbar.

Beweis:

UNIV ¹ WORT ¹ MPCP ¹ PCP,

also

UNIV ¹ PCP .

Da UNIV unentscheidbar, ist also auch PCP unentscheidbar.
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Satz:   Die folgenden Probleme sind alle unentscheidbar:

Gegeben:  kontextfreie Grammatiken G1 und G2

1) Frage:  Gilt  L(G1) ∩ L(G2) = ∅ ?

2) Frage:  Gilt  L(G1) ∩ L(G2) ist endlich ?

3) Frage:  Gilt  L(G1) ⊂ L(G2) ?

4) Frage:  Gilt  L(G1) = L(G2) ?

5) Frage:  Gilt  L(G1) ∩ L(G2) ist kontextfrei ?
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Satz:   Die folgenden Probleme sind alle unentscheidbar:

Gegeben:  kontextfreie Grammatiken G1 und G2

1) Frage:  Gilt  L(G1) ∩ L(G2) = ∅ ?

2) Frage:  Gilt  L(G1) ∩ L(G2) ist endlich ?

3) Frage:  Gilt  L(G1) ⊂ L(G2) ?

4) Frage:  Gilt  L(G1) = L(G2) ?

5) Frage:  Gilt  L(G1) ∩ L(G2) ist kontextfrei ?

Anmerkung:  Die analogen Fragen für reguläre Sprachen sind
alle entscheidbar.



UdS  WS 05/06 CS420   Vorlesung 23 6

Beh.: Gilt L(G1) ∩ L(G2) = ∅ ?     ist unentscheidbar.
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Beh.: Gilt L(G1) ∩ L(G2) = ∅ ?     ist unentscheidbar.

Beweis: ( k , ((x1,y1),L,(xk,yk)) )   Instanz von PCP

Betrachte Sprachen SX = {  IR$X[I]  |  I∈{1,L,k}+ }
SY = {  JR$Y[J]  |  J∈{1,L,k}+ }

X[(i1,L,im)] = xi1
Lxim
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Beh.: Gilt L(G1) ∩ L(G2) = ∅ ?     ist unentscheidbar.

Beweis: ( k , ((x1,y1),L,(xk,yk)) )   Instanz von PCP

Betrachte Sprachen SX = {  IR$X[I]  |  I∈{1,L,k}+ }
SY = {  JR$Y[J]  |  J∈{1,L,k}+ }

X[(i1,L,im)] = xi1
Lxim

SX kontextfrei, denn generiert durch Grammatik mit Regeln

S→ i S xi 1·i·k
S→ i $ xi 1·i·k

analog SY kontextfrei.
SX und SY sind sogar deterministisch kontextfrei.
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Beh.: Gilt  L(G1) ∩ L(G2) = ∅ ?     ist unentscheidbar.

Beweis: ( k , ((x1,y1),L,(xk,yk)) )   Instanz von PCP

Betrachte Sprachen SX = {  IR$X[I]  |  I∈{1,L,k}+ }
SY = {  JR$Y[J]  |  J∈{1,L,k}+ }

X[(i1,L,im)] = xi1
Lxim

SX ∩ SY ≠ ∅ bedeutet es gibt ein I∈{1,L,k}+ mit

IR$X[I] = IR$Y[I]  ,    also  X[I] = Y[I] ,

also entscheiden, ob SX ∩ SY ≠ ∅ würde das PCP lösen.
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Beh.: Gilt L(G1) ∩ L(G2) ist endlich?  ist unentscheidbar.

Beweis: ( k , ((x1,y1),L,(xk,yk)) )   Instanz von PCP

Betrachte Sprachen SX = {  IR$X[I]  |  I∈{1,L,k}+ }
SY = {  JR$Y[J]  |  J∈{1,L,k}+ }

PCP   hat keine Lösung   ⇒ SX ∩ SY = ∅, also SX ∩ SY endlich

PCP  hat Lösung I  ⇒ In ist Lösung für jedes n>0
⇒ (In)R$X[In] = (In)R$Y[In] jedes n>0
⇒ SX ∩ SY ist nicht endlich.
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Satz:   Die folgenden Probleme sind alle unentscheidbar:

Gegeben:  kontextfreie Grammatiken G1 und G2

1) Frage:  Gilt  L(G1) ∩ L(G2) = ∅ ?

2) Frage:  Gilt  L(G1) ∩ L(G2) ist endlich ?

3) Frage:  Gilt  L(G1) ⊂ L(G2) ?

4) Frage:  Gilt  L(G1) = L(G2) ?

5) Frage:  Gilt  L(G1) ∩ L(G2) ist kontextfrei ?

Anmerkung:  Die analogen Fragen für reguläre Sprachen sind
alle entscheidbar.
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Beh.: Gilt  L(G1) ⊂ L(G2) ?     ist unentscheidbar.

Beweis: ( k , ((x1,y1),L,(xk,yk)) )   Instanz von PCP

Betrachte Sprachen SX = {  IR$X[I]  |  I∈{1,L,k}+ }
SY = {  JR$Y[J]  |  J∈{1,L,k}+ }

G1 kontextfreie Grammatik für SX
G2 kontextfreie Grammatik für SY

(geht, da SY deterministisch kontextfrei)

L(G1) ⊂ L(G2)    ⇔ SX ⊂ SY   ⇔ SX∩SY=∅   ⇔ PCP unlösbar

unentscheidbar
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Satz:   Die folgenden Probleme sind alle unentscheidbar:

Gegeben:  kontextfreie Grammatiken G1 und G2

1) Frage:  Gilt  L(G1) ∩ L(G2) = ∅ ?

2) Frage:  Gilt  L(G1) ∩ L(G2) ist endlich ?

3) Frage:  Gilt  L(G1) ⊂ L(G2) ?

4) Frage:  Gilt  L(G1) = L(G2) ?

5) Frage:  Gilt  L(G1) ∩ L(G2) ist kontextfrei ?

Anmerkung:  Die analogen Fragen für reguläre Sprachen sind
alle entscheidbar.
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Beh.: Gilt  L(G1) = L(G2) ?     ist unentscheidbar.

Beweis: ( k , ((x1,y1),L,(xk,yk)) )   Instanz von PCP

Betrachte Sprachen SX = {  IR$X[I]  |  I∈{1,L,k}+ }
SY = {  JR$Y[J]  |  J∈{1,L,k}+ }

G1 kontextfreie Grammatik für SX
G2 kontextfreie Grammatik für SY

(geht, da SY deterministisch kontextfrei)
G kontextfreie Grammatik für SX∪SY

L(G2) = L(G) ⇔ L(G1) ⊂ L(G2)    ⇔ SX ⊂ SY   ⇔ SX∩SY=∅   ⇔ PCP
unlösbar

unentscheidbar
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Satz:   Die folgenden Probleme sind alle unentscheidbar:

Gegeben:  kontextfreie Grammatiken G1 und G2

1) Frage:  Gilt  L(G1) ∩ L(G2) = ∅ ?

2) Frage:  Gilt  L(G1) ∩ L(G2) ist endlich ?

3) Frage:  Gilt  L(G1) ⊂ L(G2) ?

4) Frage:  Gilt  L(G1) = L(G2) ?

5) Frage:  Gilt  L(G1) ∩ L(G2) ist kontextfrei ?

Anmerkung:  Die analogen Fragen für reguläre Sprachen sind
alle entscheidbar.
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Beh.: Gilt  L(G1) ∩ L(G2) ist kontextfrei?     ist unentscheidbar.

Beweis: ( k , ((x1,y1),L,(xk,yk)) )   Instanz von PCP

Betrachte Sprachen LX = {  IR#K$KR#X[I]  |  I,K∈{1,L,k}+ }
SY = {  JR#J$HR#Y[H]  |  J,H∈{1,L,k}+ }

G1 kontextfreie Grammatik für LX
G2 kontextfreie Grammatik für LY

PCP unlösbar   ⇒ LX∩LY = ∅ ⇒ LX∩LY ist kontextfrei

PCP lösbar   ⇒ LX∩LY enthält Worte der Form (In)R#In$(In)R#X[In]
für alle n>0

⇒ LX∩LY ist nicht kontextfrei
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Komplexitätstheorie

Wie viele  Ressourcen   (Zeit, Speicherplatz)  werden benötigt,

um Sprachen zu entscheiden, Probleme zu lösen ?



UdS  WS 05/06 CS420   Vorlesung 23 18

Def: f,g :  N→ R
f ≥füg :  für alle n, bis auf endlich viele

Ausnahmen gilt f(n)≥g(n)

Def:  g ∈ FÜP = { h : N→ R | h ≥fü 0  }

O(g)  =  { f ∈ FÜP |  ∃c>0 : f·fü c·g  }

o(g)  =  { f ∈ FÜP  |  ∀c>0 : f·fü c·g  }

Ω(g)  =  { f ∈ FÜP  |  ∃c>0 : f≥fü c·g  }

ω(g)  =  { f ∈ FÜP  |  ∀c>0 : f≥fü c·g  }

Θ(g) = O(g) ∩ Ω(g)
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1) Eine deterministische Turingmaschine M hat worst-case
Laufzeit f(n), wenn M für jedes Eingabewort w nach
höchstens f(|w|) Schritten hält.

2) Eine deterministische Turingmaschine M hat worst-case
Platzverbrauch f(n), wenn M für jedes Eingabewort w
hält und dabei auf den Arbeitsbändern höchstens f(|w|)
Speicherzellen verwendet.

3) Eine nicht-deterministische Turingmaschine M hat worst-
case Laufzeit f(n), wenn M für jedes Eingabewort 
w∈L(M) nach höchstens f(|w|) Schritten hält.

4) Eine deterministische Turingmaschine M hat worst-case
Platzverbrauch f(n), wenn M für jedes Eingabewort 
w∈L(M) hält und dabei auf den Arbeitsbändern höchstens 
f(|w|) Speicherzellen verwendet.
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DTIME(f) ist die Familie aller Sprachen, die durch irgendeine 
deterministische Turingmaschine mit worst-case Laufzeit in 
O(f) entschieden werden können.

NTIME(f) ist die Familie aller Sprachen, die durch irgendeine 
nicht-deterministische Turingmaschine mit worst-case Laufzeit
in O(f) entschieden werden können.

DSPACE(f) ist die Familie aller Sprachen, die durch irgendeine 
deterministische Turingmaschine mit worst-case Platzverbrauch
in O(f) entschieden werden können.

NSPACE(f) ist die Familie aller Sprachen, die durch irgendeine 
nicht-deterministische Turingmaschine mit worst-case
Platzverbrauch in O(f) entschieden werden können.


