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Losungsvorschlag zu Aufgabenblatt 7

Aufgabe 1

Die Aufgabenstellung versteht sich so, dass die Maschine ein beliebiges Auftreten von ,ab“durch
sccd“ersetzt und dabei die angrenzenden Teilstrings nicht veréndert.

Méchte man statt dessen jedes Auftreten von ,ab“in dieser Weise behandeln, so geniigt es, die
Maschine ,ein weiteres Mal iiber den String laufen zu lassen“(wozu ggf. ein weiterer Zustand
und kleine, strukturell unbedeutende Anderungen notwendig sind).

In jedem Fall muss man an der Stelle des ,ab“(mindestens) ein Zeichen einfiigen und daher
einen der angrenzenden Teilstrings um ein Zeichen verschieben.

Unsere TM soll auf folgende Weise arbeiten: Sie sucht das erste Autreten von ,ab“und er-
setzt das b durch d und das a durch c. Dann muss das Zeichen links vom a ebenfalls durch
c ersetzt und in der Folge der Teilstring links vom a um ein Zeichen nach links verschoben
werden (moglich wegen der Unendlichkeit des E/A-Bandes in beide Richtungen).

Es wire auch mdglich, das ,ab“durch ,cc“zu ersetzen und rechts davon ein b einzufiigen und
dabei den rechten Teilstring nach rechts zu verschieben. Wieder ein anderer Ansatz ist es, den
Kopf am Anfang zu einem der Rénder des Wortes zu bewegen und das Wort in dessen Rich-
tung zu verschieben (z.B. beginnend am linken Rand nach links), so dass beim Finden eines
»ab‘keine Verschiebung mehr nétig wire. Wir beschrénken uns aber auf die erste Arbeitsweise.

Im folgenden die Spezifikationen unserer einfachen TM:
M = (E7F7ﬁ7Q787F7A}

¥ ={a,b,c,d}

I'={a,b,c,d,t}

Q = {SaQa,Qab,CJA,QB,QC,QD,q/},F = {q,}
A={

(57 b? S’ b? R)’ (57 C? 57 C’ R)? (87 d? S’ d’ R)’ (87 a/’ qa’ a’? R)?
(qa7 a? qaa a'7 R)7 <Q(l7 C, 87 C7 R>7 (Q(Ia d7 87 d? R>7
(9a> b, qab, d, L), (qap> @, qc, ¢, L),

44, a,qa,a,L),(qa,b,q5,a,L),(qa, ¢ qc,a,L),(qa,d,qp,a, L),
4B, a,q4A, b’L)v (QB, b, 4B, ba L)? (qB,Ca qc, ba L)? (qB,da qD, b’L)v
qc,a,qa,¢, L), (qc,b,9B,¢, L), (qc, ¢, qc, ¢, L), (qc,d,qp, ¢, L),
4p,a,qa,d, L), (¢p,b,q8,d, L), (gD, ¢, qc, d, L), (qp,d,qp,d, L),

o~~~ S~

(qa,8,4',a,B), (qB,4,¢',b,B), (qc. 4,4, ¢, B), (¢p,4,¢',d, B)

}

Wirkungsweise:

Die Regeln der ersten Zeile unter A bewegen den Kopf nach rechts, bis ein a gefunden wird,
und lassen die Maschine dann in den Zustand g, wechseln. Durch die Regeln in der zweiten
Zeile wechselt die TM zuriick in den Startzustand, falls rechts vom a ein ¢ oder d steht, und
verbleibt in g,, falls ein a folgt.
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Sollte aber ein b folgen, so wechselt die TM in den Zustand g, (erste Regel in der dritten
Zeile), ersetzt dieses b dabei durch ein d und bewegt den Kopf nach links. Nun wird das dort
stehende a durch ein c ersetzt, in den Zustand q¢ gewechselt und der Kopf wieder nach links
bewegt. Der Zustand q¢ sorgt dafiir, dass links ein weiteres ¢ geschrieben wird, so dass wir
dann ,ccd“geschrieben haben (s. nichser Abschnitt).

Die folgenden 16 Regeln und die vier Zustdnde ¢4, gp, qc und ¢p arbeiten alle gleich: Sie
verschieben das Wort Zeichenweise nach links, indem sie das zuvor gelesene Zeichen (bei g4
z.B. a) schreiben, dabei in den zum aktuellen Zeichen passenden Zustand wechseln (z.b. bei
einem c in ¢¢) und den Kopf wieder nach links bewegen.

Dies passiert so lange, bis ein § auftritt (letzte Zeile). Dann wird nur noch das zuletzt gele-
sene Zeichen geschrieben und in den Endzustand ¢’ gewechselt. Der Kopf steht nun iiber der
linkesten beschriebenen Bandzelle und ist im gewiinschten Zustand.

Falls es im Wort kein ,ab“gibt, sucht die Maschine vergebens, d.h. der Kopf wandert mit
den ersten vier Regeln bis zum rechten Rand und landet auf einem f. Da unsere Maschine fiir
diesen Fall keine Regeln hat, wird sie halten und sich im Zustand s oder ¢, befinden, aber
niemals ¢’ erreichen.

Aufgabe 2
a)

Formale Spezifikation eines 2NKA:
M= (Q,s, F,%,T, €A)

Zustandsmenge

€ (@  Startzustand

C @ Menge der Endzustinde
Eingabealphabet
Arbeitsalphabet

eI’ Kellerbodensymbol
Ubergangsregeln

B daMe* O

Dabei gilt fiir die Menge der Ubergangsregeln:
ACQQx(EU{e}) xI* xI* xQxI*xI™

Die Regeln sind also von der Form (q, a, U, V, r, W, X) mit
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aktueller Zustand
aktuelles Zeichen
aktueller Inhalt Keller 1
aktueller Inhalt Keller 2
neuer Zustand

neuer Inhalt Keller 1
neuer Inhalt Keller 2

sz agea

Eine Regel (¢,a, AU, BV,r,CU, DV') € A bedeutet also: Befindet sich der Automat in Zustand
q, das Eingabeband liest ein a und die obersten Symbole von Keller 1 und Keller 2 sind ein A
bzw ein B, so geht er nun in Zustand r iiber und ersetzt die obersten Kellersymbole durch C
bzw D.

Die aktuelle Konfiguration eines 2NKA ist charakterisiert durch den aktuellen Zustand, in
dem er sich befindet, das noch zu lesende (Teil-)Wort sowie die aktuellen Kellerinhalte von
Keller 1 und Keller 2.

Formal also: k = (¢,w, X,Y) mit ¢ € Q,w € ¥*, X, Y € T*
Demzufolge ist also der Konfigurationsraum : Kj; = Q x X* x I'" x I'™*

Der Automat soll nun genau dann von der Konfiguration k1 = (q1, aw, AX, BY) zur Konfigu-
ration ko = (g2, w, CX, DY) kommen, wenn eine Regel (¢q1, a, AX, BY, g2, CX, DY) vorhanden
ist.

Wir konnen also die Rechenschrittrelation &1 —— s ko definieren:
(q1,aw, AX,BY) — (q1,0,CX, DY, q2) <= (q1,a,AX,BY,q2,CX, DY) € A

Bevor der Automat mit dem Lesen eines Wortes w beginnt, hat er die Startkonfiguration
ko = (s,w,€, €). Wenn wir uns nach dem Lesen des Wortes in einem Endzustand befin-
den, so soll das Wort akzeptiert werden. Endkonfigurationen sind also alle Konfiguration
kn=(f,e,U,V) mit f € F (sowie U,V € T'*).

Ein Wort w € X* soll also genau dann akzeptiert werden, wenn eine Folge von n 4+ 1 Konfi-
gurationen ko, ... , k, existiert, mit kg = (s,w,€,€) und k, = (f,e,U,V) mit f € F, so dass

ko —m kv = o —— M ko1 —— o b (also: ko — ki)
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2NKA-Sprachen sind nun alle Sprachen, fiir die ein 2NKA existiert, der genau diese Sprache
akzeptiert.

b)
Wir betrachten wieder das Beispiel L. = {a™b"c"|n € N}

In der Vorlesung wurde bereits gezeigt, dass diese Sprache keine NKA-Sprache ist. Wir kénnen
jedoch einen 2NKA angeben, der diese Sprache akzeptiert:

Dieser liest zunéchst alle a’s und schreibt jeweils ein Zeichen in den 1.Keller. Anschliessend
liest er die b’s, wobei er gleichzeitig ein Zeichen aus dem 1.Keller nimmt und auf den 2. Keller
schreibt. Ist nun der 1.Keller leer, so liest er ab jetzt nur noch c’s und nimmt jeweils ein
Zeichen aus dem 2.Keller. Ist nach dem Lesen des Wortes der 2.Keller leer, so geht er in den
Endzustand.

Formal: M = (Q,s, F,X. T, € A)

Q ={s,a,b,c, f}
F={f}

¥ ={a,b,c}
r={Xx<}

A = { (S’G’ €’ €7 f’

c)

Behauptung: Die 2NKA-Sprachen sind genau die Sprachen die von Turing-Maschinen ak-
zeptiert werden.

Beweis:

1.) L TM-Sprache = L 2NKA-Sprache:
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Sei L eine Sprache die von einer TM M akzeptiert wird. Sei o0BdA M eine Turingmaschine
mit nur einem Band. Wir wollen einen 2NKA M’ konstruieren, der M’ simuliert.

Idee: Simuliere das Arbeitsband mit den beiden Kellern: Speichere die bis jetzt gelesenen Zei-
chen in Keller 1, die noch zu lesenen Zeichen in Keller 2. Das oberste Symbol von Keller 2 ist
also das Symbol, auf das der Lese-/Schreibkopf der TM M zeigen wiirde. Durch eine geeignete
Simulation der Ubergangsregeln der TM miissen wir dafiir sorgen, dass diese Invariante immer
erfiillt ist.

Der 2NKA M’ verfiigt iiber einen Startzustand s’. In diesem lesen wir zuniichst alle Zeichen
durch und schreiben diese in Keller 2, anschliessend iibertragen wir diese in Keller 1. Erst
nachdem wir das erledigt haben, gehen wir in den Zustand s (den alten Startzustand der TM)
und beginnen mit der eigentlichen Simulation.

Um diese Startsituation herzustellen, bendtigen wir also folgende Regeln:

(s',2,U,V,2U,V,s") € A
(s, e,2U,V,U,zV,s") € A
(s'e,€,V, €V, s)e A

Die Regeln der Turing-Maschine werden nun folgendermassen simuliert:

Betrachten wir eine Regel (q1, 7, g2,y,b) € A. Die Turingmaschine wechselt also, falls sie sich
im Zustand ¢; befindet und ein x liest, in den Zustand ¢o und ersetzt das x durch ein y.
Der Eingabekopf bleibt auf der Stelle stehen. Um diese Regel mit einem 2NKA zu simulieren,
miissen wir also, falls das oberste Zeichen von Keller 2 ein x ist, dieses durch ein y ersetzen.
Also: (q1,¢,U, 2V, q2,U,yV) € A')

Soll sich der Eingabekopf nach links bewegen, so miissen wir zusétzlich das oberste Element
des Kellers 1 auf den Keller 2 legen. Analog legen wir bei einer Rechtsbewegung das oberste
Element des Kellers 2 auf den Keller 1. Also:

(q15$7q2,y?l) € A) — (QI7670’U7 l“/, CI2,U, CLyV) € A
(@ha%@&a?/ﬂ‘) € A) — (ql,eaUa "I,"/, qQayUa V) S A/

Damit ein Wort von der urspriinglichen TM akzeptiert wird, miissen zwei Bedingungen erfiillt
sein: 1. Wir miissen in einem Endzustand sein. 2. Das Wort muss zuende gelesen worden sein.
Die zweite Regel entspricht in unserem 2NKA einem leeren 2.Keller. Also fithren wir einen
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Super-Endzustand f’ ein, in den wir wechseln, falls der 2.Keller leer ist und wir uns in einem
yalten“ Endzustand befinden.

also: Vf e F: (f,e, X € ', X, e) e A.
Insgesamt gilt also fiir den konstruierten 2NKA M’:
M/ — (Q’,s’,F’,E’,F';@, AI)

Q@ =QuU{s [}

/

S

Fr={f"}
> =T

I =T U {€}

Ay (82,0, V,2U V,s') e A
(s, e,2U,V,U,2V,s") € A
(s'e, €, V, € V,s)e A
V(q1,,q2,9y,0) € A (q1,6,U,x2V,q2, U, yV) € A’
V(q1,x,q2,9,1) € A (q1,€,aU,2V,q2,U,ayV) € A’
V(q1,2,q2,y,7) € A (q1,6,U, 2V, q2,yU, V) € A
VieF: (f,e, X.€ ', X€)eA

2.) L 2NKA-Sprache = L TM-Sprache:

Sei L eine Sprache die von einem 2NKA M akzeptiert wird. Wir wollen eine TM M’ konstru-
ieren, die M simuliert.

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass Turing-Maschinen mit einem Band gleichméchtig zu Tu-
ring Maschinen mit beliebig vielen Béndern sind. Sei also M’ eine TM mit einem Eingabeband
und 2 Arbeitsbandern.

Wir kénnen nun die beiden Keller leicht mit den beiden Arbeitsbandern simulieren. Wir schrei-
ben nun jeweils ein € auf das 1. und 2. Arbeitsband. Die Zeichen links von diesem €-Zeichen
identifizieren wir mit dem Inhalt des entsprechenden Kellers. Das Ersetzen eines Zeichens auf
dem n-ten Keller entspricht also dem Ersetzen des jeweiligen Zeichens auf dem n-ten Arbeits-
band. Wollen wir auf dem Keller hinzufiigen oder 16schen, so miissen wir im entsprechenden
Arbeitsband zunéchst nach links bzw rechts gehen und kénnen dann mit einer e-Regel das
entsprechende Zeichen schreiben.
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Mochten wir mit der Turingmaschine eine e-Regel des 2NKA simulieren, so lassen wir in der
entsprechenden Regel der Turingmaschine den Eingabekopf an der aktuellen Position verwei-
len, ansonsten bewegen wir ihn nach rechts.

Auf diese Weise kann also eine TM gefunden werden, die genau die Sprache L akzeptiert.

Aus 1.) und 2.) folgt: L 2NKA-Sprache < L TM-Sprache



