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dfe
L1 gih�j`kflnmZj�o,p�q7r�osgTtu gvrwhyx�z d0{ osm}| { m�~nx�zXh�j�� d0��� gio��O�Ur d xyzXo L1 �fosm d0{�d m2t u osmUm���gvr�osgvmXosm�� { j�ln� d j�osm}qN�Ur � gio�h�o
�O�Ur d x�zXo�� d0{ osm�����x�zZj�osm2���4�Xhyh�osm%��gvr { mXh2gvr��fosm � ��gio � gioC�`mU| d z �O� osr2�fo � o�h�osmXosm dH� h���osr�kfosm�kf�nmUmXosm2t� d q7�Ur��Ury~ { x�zOj�osm���gvr��Iosg	osgvmXos���C� { mXosm �H� gixyz��Ogio � o�� { h�jy~0m � o����	osgIosgvmXos�����%��kf�nmUmXosm ��gvr � gio�h
��gvj � os�¡�%o �v� osr`r�o d0� gih�giosr�osm2tu gvr'�fosr�� { j�osm d0� hylU¢ � gio��fos�fos�	osmXo��O�Ur d x�zXo�gih�j�osgvmXo����%�`£��O�Ur d x�zXo�� d �	osr'kfosgvmXo � �C�`£��O�Ur d xyzXo�t� gio�h��¤l �v� osm¥��gvr�m { m¦�Ios��osgih�osm2t
§w¨f©�¨Oª7«�¬�­¯®U«°«

L1 ± ¨�ªN²W¨¥³�´�µ�¶�·	¸�¹0®Uº0»¯¨¦ª7«�¼¦½�¾Sª?¼À¿�Á
¹°¼"«°¨f¼"ÂZÃ�²WÄ
«"¸�¹�®Uºn»W¨�²�ÅÆ osj�r d x�zOj�osmÇ��gvrÀÈ�ry~�ÉUpUo �flnm � osrÀÊXlnr�� a7nb t u osmUm���gvr d0{ h � gio�hyosmËosgvm u lnr�j � osrb�O�Ur d x�zXo L1

osr�|"o { �fosm}���OxyzZj�osm2���4�Xhyh�osm=��gvr �Xd h u lnr�j bn−1 d mUz�~0mU�fosm2� { m � osr�z d0� j�osm}h�ln��gvj d0� h�l �Xd h u lnr�j
a7nbn �U� d h�osgvm u lnr�j � osrÌ�O�Ur d x�zXo L1 gih�j"t
�Ch���g � j d0� h�l ∀n ∈ N ¢ F (a7nb) =

{

bn−1
}

� dQ� gio�h�o ÊXlnr�h�osj�| { mU�fh��Ur d xyzXosmÇqN�Urw�Io � gios�Ugv�fo m,n ∈ N Í os��osg � hw� d�d r��¤osgih�o��fosr�hyx�zUgio � osmÇh�gvm � ��gih�j� gioÀÎ¯osg � ��osmU�fo {

F (a7nb)|n ∈ N
} � osr�Ï¥osmU�fo d0�v� osr�ÊXlnr�h�j�h�osj�| { mU�fh�h��Ur d xyzXosm { mXosm �H� gixyz=��r�lnÐX� { m ��Xd ��gvj d0{ xyz � gio�ÏQosmU�fo d0�v� osr�ÊXlnr�j�h�osj�| { mU�fh�h��Ur d x�zXosm2t � d r d0{ h`qÑl � ��j�m d x�z � os��� d j�|��flnmQÏ¦Ò�zUg �v�¯Ó

��osr�l � o�¢UÔSgih�j�kfosgvmXo � �C�`£Õ�O�Ur d x�zXo�tu os� �Xd h�| {9�Öd mU���¤osg � gv��� d r"�Zk d mUm �Xd h¤� d mU|"o d0� j�osr�m d j�gv� d0{ x�z9��gvj � os�×È { ���UgvmU�n£ØÔWos��� d �Ios��osgÙ£
h�osm2¢
§w¨f©�¨Oª7«�¬�­¯®U«°«

L1 ± ¨�ªN²W¨¥³�´�µ�¶�·	¸�¹0®Uº0»¯¨¦ª7«�¼¦½�¾Sª?¼�Ú4Ã�¾Û¸ÜªN²WÄX¶KÝC¨�¾S¾Û®IÅ
��osg N ∈ N tu osg � o�h�hyl�h�x�zX�nm�� d r"�U�	osj�r d x�zZj�osmQ��gvr���gio � osr �Xd h u lnr�j x = a7N bN t
��osg { �O�ÞosgvmXo'�Io � gios�Ugv�foÌß'mZj�osr�j�osg �v{ mU���flnmbpÀ��gvj |uv| ≤ N { m � |v| ≥ 1 t � d mUm9��g � j"¢ u = ak, v = al

{ m � v = ambN �H��gvj k, l,m ∈ N
{ m � k + l + m = 7N hyl"��gio l ≥ 1 tu ~0z � o%gix�z�m { m i = 0 �Uh�lw��g � j"¢

x′ = akal∗0ambN = ak+mbN t
�Ch���g � j"¢ k + m = 7N − l ≤ 7N − 1 � d0� h�l b(k + m)/7c < N t� d ��gvj���g � j"¢ w′ /∈ N t � d ��gvj%gih�j � gio�È { ���UgvmU�n£Ø�Cgv�fosmXh�x�z d qNj�mUgixyzZj�osràq7� �v� j"� { m �Û�Xd r d0{ h%qNl � ��j"� �Xd h�h
L1 kfosgvmXo � �C�`£Õ�O�Ur d x�zXo�gih�j"t
ábÁ
²¯«�¼"¹0Ã ± ¼°ª7Á
²Ç¨OªN²W¨O«Àâ�á�µäãæå¯¹ L1 ç
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��²WãæÁ�¹n¾Û¨����7¨9§w¨Z«"ºn»W¹0¨Oª��ÜÃ¯²¯Ä ç u gvr � o�hyosm9| { m�~nxyzXh�j � gio dH� h { m � h�xyzUr�osgv�Iosm�m d xyz Í o � os����tO�fo � o�h�o,£
mXosm d osgvm Æ gvm � osm��%o �v� osr"t	��ln� d0�i� ��gvr �Xd h�osr�h�j�o%� � o�h�osm2�Hq d mU�fosm���gvr d m2� � gio Æ h d0{ h � os�¡�%o �v� osr
| { mXoszU��osm2t u gvr d k�|"os�Uj�giosr�osm �Xd h u lnr�j��fosm d0{ �Xd mUm¥��osmUm ��gvr d � Í osj�|�j�m { r�mXlOxyz¥� � h � o�h�osm { m �� osr`�%o �v� osr��	osgv��Ô2o�h�osm � o�h � osj�|�j�osm �IosgixyzXosmXh � o�osr���gvr � t
¿�Á
¹0¾S®�� ç M1 = � Σ,Γ, e �
	�� a1 �UÊ�� ∆ �
Σ = {a, b}∗

Γ = � Æ � e �
Q = {a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, b1, f}

� �Iosr�� d mU�fh�r�os�fo � m2¢
∀i ∈ {1, .., 6} : (ai, U, a, U, ai+1) ∈ ∆

(a7, U, a,BU, a1) ∈ ∆
∀i ∈ {1, .., 7} : (ai, BU, b, U, b1) ∈ ∆

(b1, BU, b, U, b1) ∈ ∆
(b1, e � ε �e � f) ∈ ∆

� e
L2 gih�j`r�os� {U� ~0r"�U�¤osg � qÑl � �fosm � osr'� { j�ln� d j L2

d k�|"os�Uj�giosr�j"¢

 giosr Æ g �i� osgvmHq { os�fosm
� � o�o�¢�Ï d m �IosmX�nj�gv��j��w� { h�jy~0m � o�� { ��m ��l � �4| { h��	osgix�zXosr�m2t � d m d x�z��fosr�� � osgixyzZj'� d m � gioÌ�'mU| d z �� osrC� � h���gvj � osrC�fo�h��	osgix�zXosr�j�osm�� d z � t � d q7�Ur m > 6 kfosgvmb��m � | { h�j d m � ��oszUr�osr�r�osgix�zOj��¤osr � osm9k d mUm2�
kfln���4j'� d m���gvj�osm �H� gix�z¥�Ogio � osm � { h�jy~0m � osm d0{ h"t

x e
L3 gih�j`kflnmZj�o,p�q7r�osgTt
� { x�z�zUgiosr�kf�nmUmXosm���gvr { mXh���gio � osr���gvj�osgvmXos�¡���%� gv� �%o �v� osr � gioÌ�'mU| d z �2� osr��fo � o�h�osmXosm dH� h { m �
� � h¤��osr�kfosm2�O� d h��Iosg	osgvmXos� � �C� mUgix�zZj�q { mUkOj�gilnmUgiosr�osm ���Ur � o�t u gvr��¤l �v� osm d0� h�l��	os�¤osgih�osm2� �Xd h�h L3

osgvmXo����%��£ d �	osr�kfosgvmXo � �C�`£Õ�O�Ur d x�zXo�gih�j"t
§w¨f©�¨Oª7«�¬�­¯®U«°«

L3 ± ¨�ªN²W¨¥³�´�µ�¶�·	¸�¹0®Uº0»¯¨¦ª7«�¼¦½�¾Sª?¼À¿�Á
¹°¼"«°¨f¼"ÂZÃ�²WÄ
«"¸�¹�®Uºn»W¨�²�ÅÆ osj�r d x�zOj�osm9��gvr¤È�ry~�ÉUpHo`�flnm � osr�ÊXlnr�� ambnc t � { r�x�z9�`mUz�~0mU�fosmb�flnm cm+n−1 � d xyzXosmb��gvr �Xd r d0{ h
osgvm u lnr�j d0{ h L3 tu gvr�h�j�o �v� osm d0� h�l�qÑo�h�j"¢ ∀m,n ∈ N : F (ambnc) =

{

cm+n−1
}

� { q � gio�h�o u osgih�o osr�z d0� j�osmË��gvr�q7�Ur Í o � o�h m + n =: k ∈ N osgvmXo�ÊXlnr�j�h�osj�| { mU�fh��Ur d x�zXo�t � dQ� gio�h�oÍ os�¤osg � h'� d�d r��¤osgih�o4�fosr�h�x�zUgio � osm h�gvm � �Xz d �	osm���gvr d0� h�l { mXosm �H� gix�zQ��gio � o�ÊXlnr�j�h�osj�| { mU�fh�h��Ur d x�zXosm2� { m �

�
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�Xd r d0{ h�qÑl � ��j�m d x�zQÏ¦Ò�zUg �v�WÓ ��osr�l � o�¢ L3 gih�j�kfosgvmXo � �C�`£Õ�O�Ur d x�zXo�t
§w¨f©�¨Oª7«�¬�­¯®U«°«

L3 ± ¨�ªN²W¨¥³�´�µ�¶�·	¸�¹0®Uº0»¯¨¦ª7«�¼¦½�¾Sª?¼�Ú4Ã�¾Û¸ÜªN²WÄÛÝ�¨O¾=¾Û®IÅ
��osg N ∈ N tu gvr��Iosj�r d xyzZj�osm �Xd h u lnr�j aNbmcN+m t
��osg { ��� osgvmXo4�Io � gios�Ugv�fo�ß'mZj�osr�j�osg �v{ mU�9�flnm¦p���gvj |uv| ≤ N { m � |v| ≥ 1 t u gvr`h�j�o �v� osm¥qNo�h�j"¢ u os�fosm
|uv| ≤ N ��g � j"¢U�9�	o�h�j�oszZj�m { r d0{ h dH� h"t���osgWk � gio��'mU| d z �2� osr dH� h�gvm¦�Itu ~0z � osm���gvr i = 0 �Xh�lw��g � j"¢
x′ = uv0w = aN−kbmcN+m t� d k ≥ 1 �H��g � j"¢ (N − k) + m 6= N + m � { m ���Xd ��gvj'gih�j w′ /∈ L3 t� d ��gvj�gih�j � gio�È { ���UgvmU�n£Ø��gv�fosmXh�xyz d q7j�mUgix�zOj�osràqN� �v� j"� { m ���Xd r d0{ hÜqNl � ��j"� �Xd h�h L3 kfosgvmXo � ����£Õ�O�Ur d xyzXo
gih�j"t
ábÁ
²¯«�¼"¹0Ã ± ¼°ª7Á
²Ç¨OªN²W¨O«Àâ�á�µäãæå¯¹ L3 ç
��²WãæÁ�¹n¾Û¨����7¨9§w¨Z«"ºn»W¹0¨Oª��ÜÃ¯²¯Ä ç u gvr � o�hyosmb| { m�~nxyzXh�j � gio dH� h { m � h�xyzUr�osgv�Iosm Í os�¤osg � h�osgvm¦�Iosgix�zXosm�gvm� osm¥�%o �v� osr"t	��ln� d0�i� ��gvr �Xd h`osr�h�j�o4� � o�h�osm2� d kO|"os�Uj�giosr�osmQ��gvr d � Í osj�|�j`m { r`mXl�x�zQ� � h { m � h�x�zUr�osgv�	osm
os�	osmHq d0�v� h Í os��osg � h�osgvm��Iosgix�zXosm gvm � osm �%o �v� osr"tÜ��ln� d0�i� ��gvr �Xd h�osr�h�j�oÀx � o�h�osm2� d k�|"os�Uj�giosr�osm=��gvr d �Í osj�|�j�m { r�mXl�x�z¥x � h { m � mXoszU��osm Í os��osg � h`osgvmQ�IosgixyzXosm d0{ h � os� �%o �v� osr"t u gvr d kO|"os�Uj�giosr�osm �Xd h u lnr�j
�fosm d0{¦�Xd mUm���osmUm � osr��%o �v� osr��	osgv�¡Ô2o�hyosm � o�h � osj�|�j�osmQ�IosgixyzXosmXh � o�osr���gvr � t
¿�Á
¹0¾S®�� ç M1 = � Σ,Γ, e �
	��Xh°�UÊ�� ∆ �
Σ = {a, b, c}∗

Γ = ��� � e �
Q = {s, 1, 2, 3, f}

� �Iosr�� d mU�fh�r�os�fo � m2¢
(1, U, a, CU, 1) ∈ ∆
(1, U, b, CU, 2) ∈ ∆
(1, CU, c, U, 3) ∈ ∆
(2, U, b, CU, 2) ∈ ∆
(2, CU, c, U, 3) ∈ ∆
(3, CU, c, U, 3) ∈ ∆
(3, e � ε �e � f) ∈ ∆

��e
L4 gih�j`mUgix�zZj'kflnmZj�o,p�q7r�osg�� { m ���Xd ��gvj d0{ x�z¦mUgix�zZj'r�os� {U� ~0r e t Æ os�¤osgih`��gvj`È { ���UgvmU�9Ô2os��� d ¢

�
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��osg N ∈ N q7r�osg��flnr��fos�fos�	osm2t
u ~0z � o z = aNbN cN2

� d mUm���g � j�qN�Ur Í o � o4�Iosr � os� { mU� x = uvwxy :� d gvr��fosm � ��o � x�zXo Æ { xyzXh�j d �Iosm d0{ q Í o � osm�Ê d0�v�Xd0{ q7�fos� { ���UjÜ��osr � osm � |vx| > 0 e �0�4�Xhyh�osm � gio c � h d0{ x�zd0{ q Í o � osmÛÊ d0�v� �fos� { ���Uj��¤osr � osm { m �S�Xd ��gvj d0{ x�z=osmOjØ��o � osr � gio a � h%l � osr � gio b � h"t ��� osmXh�gix�zOj � gix�z
kf�nmUmXosmË� { m � � m { r�� d pHgv� d0� osgvmXo¦��lnr�j�o��flnm Æ { x�zXh�j d �IosmÇosmOj�z d0� j�osm2tC� { h |vwx| ≤ N qNl � ��jd0{ Ðfosr � os��� �Xd hyh��bkfosgvmXo dH� h�osmZj�z d0� j�osm¥k d mUm2tX��h�qNl � ��j"¢
v = bp { m � x = cq ��gvj 1 ≤ p < N { m � 1 ≤ q < N t
��osg2m { m i = 2 ¢
⇒ z′ = uviwxiy = aNbN+pcN2+q

� d ��gvj z′ ∈ L4 � { h�h��fo � j�osm2¢
(

N2 + q
)

= N × (N + p)
⇔

(

N2 + q
)

=
(

N2 + N × p
)

⇔ q = N × p
⇒
u g � osr�h��Ur { x�z¥| { r��Clnr�r d0{ h�h�osj�| { mU�X� �Xd hyh q < N

\^] ��_`��ab���

dfe
��osg M = (Σ, Q,Γ, s,e, F,∆) � osrC�'�%�Ëq7�UrCÔ { m � M ′ = (Σ′, Q′,Γ′, s′,e, F ′,∆′) � osrC�'�%�ÇqN�UrÜÔ � t
� m � osr��Clnr � o�h { mU� � { r � o9�fos|"osgv��j"� �Xd h�h � gio9�`k�|"os�Uj d mU|�osgvmXo�h u lnr�j�o�h �H{ r�x�z	�Cosr��¤osg � osm � o�h�� { £
j�ln� d j�osmSm d xyzÛkfln��� � osj�j�os�ä�Cgvm � o�h�osm � o�h��CgvmU� d �Ios� d m � o�h�gvmSosgvmXos� ��m � | { h�j d m �Û{ m �Û�H{ r�xyz � gio
kfln��� � osj�j�o`�CmZj � o�osr { mU� � o�h��%o �v� osr�h¤~�
 { gv� d0� osmOj�h�gvm � t��Clnm �Xd zXosrCkf�nmUmXosm���gvr �Xd �flnm d0{ h��foszXosm2� �Xd h�h
�¤osmUm Ï { m � Ï �f�Xd h���gvmU� d �	os� d m � d �U�fo d r��	osgvj�osj�z d �Iosm2�Oh�gio`h�gixyzÀgvm9osgvmXos�×��m � | { h�j d m � �	o,ÉXm � osm2t
� { m¥k d mUm¥� d m r�o �Öd j�gv�¦osgvmHq d x�z osgvmXosm ���%� M ′′ = (Σ′′, Q′′,Γ′′, s′′,e, F ′′,∆′′) kflnmXh�j�r { giosr�osm2� � osr
Ô • Ô �Id kO|"os�Uj�giosr�j"¢
Σ′′ = Σ ∪ Σ′

Q′′ = Q ∪ Q′ ∪ {fclear}
Γ′′ = Γ ∪ Γ′

s′′ = s
e

F ′′ = F ′

∆′′ = ∆ ∪ ∆′

∪ {(f,A, ε, A, fclear)|f ∈ F,A ∈ Γ}
∪ {(fclear,A, ε, ε, fclear)|A ∈ (Γ\e)}
∪ {(fclear,e, ε,e, s′)|f ∈ F}

�
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� { q � o { j�h�x�z2¢�Ï d m ��gv�Uj � os� � { j�ln� d j�osm � gio�ÏQ�n� � gix�zUkfosgvj d0{ h Í o � os� ��m � | { h�j d m � gvm osgvmXosmS� { £
h�j d m � �U�	osr�| { �foszXosm2�U�¤l � osr��%o �v� osr`�Ugih d0{ q �Xd h��%o �v� osr�h�Ò��4�	l � �fo � o�osr�j���gvr � t �Clnm � gio�hyos� � { h�j d m �
k d mUm � osr�� { j�ln� d j �Xd mUm ��gvj � o�osr�os� �%o �v� osr%�¤osgvj�osr�| { � �Oj d r�j�| { h�j d m �S� o�hÌ|��¤osgvj�osmS� { j�ln� d j�osm
�foszXosm2� d0{ q �Xd h � gio�h�osr �Xd h u lnr�j d0{ h%Ô � �fosr d r��Iosgvj�osj"t	Ï � d kO|"os�Uj�giosr�j%m { m d0�v� o��'lnmUk d j�osmUgiosr { mU�fosm
�flnm u �nr�j�osr�m d0� h�Ô { m � Ô � t
� e
��osg2��gio � osr M = (Σ, Q,Γ, s,e, F,∆) � osr`���%� qN�Ur�ÔCt
� { m�gih�j � osr`� { j�ln� d j M ′ = (Σ, Q ∪ {fclear},Γ, s,e, F,∆′) � osr`���%� qN�Ur L∗ ¢
∆′ = ∆
∪ {(f,A, ε, A, fclear)|f ∈ F,A ∈ Γ}
∪ {(fclear,A, ε, ε, fclear)|A in(Γ\e)}
∪ {(fclear,e, ε,e, s)|f ∈ F}

Ï d mÛ|�gioszZj � gio�h�� d0�¤d0� h�l¦h�j d j�j�osgvmXosr ε £Ø� d mZj�oÀ| { � �Oj d r�j�| { h�j d m � osgvmXo�h4��osgvj�osr�osm � { j�ln� d j�osm=Ï �
osgvmXo ε £Ø� d mZj�o�| { � �Oj d r�j�| { h�j d m � �flnm=Ï | { r��Xx�k	t � d ��gvr � osm=�%o �v� osr4��gio � osr��flnr�zXosr��Ugih d0{ q �Xd h
�%o �v� osr�h�Ò��4�	l �W� o�osr�� d xyzXosm2�
k d mUm � osr`� { j�ln� d j`��gio � osr'�flnm�mXo { os�¡�	os��gvmUmXosm2� { m �Qd kO|"os�Uj�giosr�j�h�l0£
��gvj L∗ t

\^] ��_`��ab���

dfe
L5 gih�j`mUgix�zZj'r�os� {U� ~0r"t Æ os�¤osgih"¢Æ osj�r d x�zOj�o X = {a, b}∗ { m � q7�UzUr�o � osm Æ os��osgih��U�	osr �Xd h�È { ���UgvmU�9Ô2os��� d ¢
��osg N ∈ N q7r�osg��flnr��fos�fos�	osm2tu ~0z � o z = aNb2NaN ∈ L5� d mUm���g � j�qN�Ur Í o � o%ß'mZj�osr�j�osg �v{ mU�b�flnm z = uvw ¢
v osmOj�z�~ � j�m { r a � h"� d �	osrC��gvm � o�h�j�osmXh¤osgvmXh"t � d zXosrC��g � j�qN�Ur Í o � o�h i ≥ 2 : uviw /∈ L5 � �XdÌ� gio'�OÒ���osj�r�gio
�fosr � lnr�osm¦gih�j"t
�'m � osr�osr�h�osgvj�hÀgih�j L5

d �	osr�kflnmOj�o,p�jàqNr�osgT¢¤��hÀ��gv�Uj9osgvmXosmBosm �H� gix�zXosmÞ� { j�ln� d j�osm Ï � � osr�� d k�|"os�H£
j�giosr�j"t � d mUm¥k d mUm¥� d m¥osgvmXosm¥���%� � d0{ osm2� � osr � gio�� � osgixyzXosm � { h�jy~0m � o4z d j"�X��gio�Ï=t � gio�hyosr`�'�%�� gio�h�j �Xd hÌz d0� �	o u lnr�j�osgvm { m � � os��j � giow�fo � o�h�osmXosm �IosgixyzXosm d0{ q � osmÛ�%o �v� osr"t � d m d xyz � gio�h�j�osrÌ�fln�
��gvmU� d �	os� d m �Q{ m � �fln� �%o �v� osr�� d r d0�v� o �W{ m �¥� ~ { qNj`m { r'�¤osgvj�osr"�I�¤osmUm¥�Iosg � ow�Iosgix�zXosm �U�	osr�osgvmXh�j�gv�w£
��osm2t�� { hy~0j�| � gix�zw�4�Xhyh�osm���gvr �Xd qN�Ur�h�lnr��fosm2� �Xd h�h � osr¯� { j�ln� d jÜmUgix�zZjÜ��oszUr d0{ q � osm��%o �v� osrÜh�xyzUr�osgv�Uj"�
h�ln� d0�i� osr�osgvmU� d0���Xd �flnm��fo � o�hyosm�z d j"t � d mUm d k�|"os�Uj�giosr�j�qNl � �fosm � osr'�'�%� � gio��O�Ur d x�zXo L5 ¢
Σ = ΣM

Γ = Σ

�
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Q = QM × {w, r}
s = (sM , w)
F = FM × {r}
∆ = {((q, w) , k, a, ka, (p,w)) | (q, a, p) ∈ ∆M}∪ {((q, w) , k, a, ka, (p, r)) | (q, a, p) ∈ ∆M} ∪ {((q, r) , a, a, ε, (p, r)) | (q, a, p) ∈ ∆M} ∀k ∈
Γ

� e
L6 gih�j`r�os� {U� ~0r"� �Xd � d m�osgvmXosm¦���C� kflnmXh�j�r { giosr�osm�k d mUm2� � osr L6

d k�|"os�Uj�giosr�j"t� � o�o�¢O��osg M � osr¤� { j�ln� d j"� � osr � d k�|"os�Uj�giosr�j"t � t Æ t � t ��tfmXoszU��osmb��gvr d m2� �Xd hyhCÏ ��gvmUgv� d0� gih�j � �Xd h
gih�j�kfosgvm�mXlnjØ��osm � gv�fo�h'�Ìr�gvj�osr�g { ���X�fosr � osgix�zZj�osr�j d �Iosr �Xd h �Cosr�h�jy~0m � mUgih e¤{ m � m { r�osgvmXosm���m � | { h�j d m �
f �Io�h�gvj�|�j �?q d0�v� h%mUgixyzZj"¢2osr�|"o { �fo � { �Iosrà£Ø��m � | { h�j d m � f { m � � os�fo ε £Ø� d mOj�osmÛ�flnm � osm d0� j�osmS��m � | { £
h�jy~0m � osm�| { f e t
��gvm u lnr�j w gih�j��fosm d0{¥�Xd mUm¦gvm L6 �H�¤osmUm¥o�h'osgvmXosm¦ÈÜq dn� �flnm¦h��U�	osr w | { osgvmXosmQ� { h�j d m �Qd ��gv�Uj"�{ m � �flnm � lnr�j�osgvmXosm¥ÈÜq dn� �U�Iosr wR | { f t
�`lnmXh�j�r { giosr�oÀm { mÛ| { m�~nx�zXh�j �H{ r�x�z ß`��kfoszUr�osm � osr � �Iosr�� d mU�fh�r�os�fo � m=��giowqÑl � ��j4osgvmXosm=� { j�ln� d j�osm
MR � � osr XR d k�|"os�Uj�giosr�j"¢
ΣR = ΣM

QR = QM

sR = fM

FR = {sM}
∆R = {(p, a, q) | (q, a, p) ∈ ∆M}

u osmUm MR m d x�z � os�¡�Cgvm � o�h�osm¦�flnm w gv� � { h�j d m � q gih�j"� �Xd mUm¥��gv�Uj`o�h�gvm M l � osmXh�gix�zZj � gixyzQosgvmXosm
ÈÜq dn� �flnm q �U�	osr wR m d xyz f t u osmUmÛo�h�m { m gvm M d0{ x�zÛosgvmXosmÛÈ�q dn� �flnmÛh��U�Iosr w m d xyz q ��gv�Uj"��Xd mUm � gios��j w gvm L6 tÜÔ d hyh�oÀm { m}�Iosg � o9� { j�ln� d j�osm}� d r d0�v� o ���Öd0{ qÑosm2t¯�'k�|"os�Uj�giosr�ob�×�fosm d0{��Xd mUm2�
�¤osmUm¥�Iosg � o%� { j�ln� d j�osm¦m d xyz � os�¡ÔWo�h�osm��flnm���gv��� � osgixyzXosm � { h�j d m � h�gvm � tX��gvm¦osmOj�h��Ur�o�x�zXosm � osr
���C� M ′ hy~0zXo �Xd mUm¦hyl d0{ h"¢
Σ′ = ΣM

Q′ = (QM × QR)
s′ = (sM , sR)
F ′ = {(q, q)}
∆′ = {((p, q) a, (p′, q′)) | (p, a, p′) ∈ ∆M ∧ (q, a, q′) ∈ ∆R}

\^] ��_`��ab� �

��osgvm2� � gio � �%��£Õ�O�Ur d xyzXosm h�gvm �}{ mOj�osrb�'lnmUk d j�osm d j�gilnm { m ��� os� � � o�osmXo � h�xyzXosm �'�Xh�x�z �v{ hyh������	��
d �U�fo�h�xyz � l�h�h�osm2tÆ os�¤osgih�g � o�o�¢
���	���������	�������������! #"%$'&(�	�)� L �	�����*���+�,��
+�+-������. ("%$/&��	�)�102�	�3�546&��7�98�46&���� L : �.�
�Cosr�osgvmUgv� { mU�<;6���<=>�?��$@�	$@�	�A-B�����! #"%$'&(�	�)�,� L1, L2, . . . , Lk 02�	����C*DE�	���GFH�,
JI2
KFH� : �L;6��� : �.�?02�	�

M
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-���� �. #"�$/&(�,�)�	� = �+
��,�3���,= �	��� : � � 
+� � �	� �
$�� ��� pi, 1 ≤ i ≤ k 46����46&#
!�	���.�	$,
�� �3$ : 8 : &���� �30	
B�J��$@�	

�	$@�	����� �
� � � �	������-������! #"%$'&(�	�)��� �,�3��-���� � �?0	
+��= = 
 �	�3� : � � 
+� � = �+
�
!�	� 0 : �	0 �	��� : � � 
+� � �	� �
$
� ��� �?0

I � � �,� �	�9�	$ : �	$� ("%$/&��	�)�	� : �.���K�3� � &��@� � �?���#$'�	� 4��#���7
!� � � : 0?��= � � �.�	$	
 : �	� �	�7
�0."�$'�'�,�)�	� : �,�1-B��� C
�B��� �	$ : ��� � 0 46&���� : �.��� ��� : � � 
+� � 4��	�+
 : �,$ � $�� ��� � : � $'�	� � �#�946&#
!�	��&#
+�+�#�G= ��
��,�3���,$>&�� : �	$@�	�L-B�����
 #"%$'&(�	�9��;6�	$	� �,
JIH
 � �	$ : �	��8 0H� : &60?0 : &60��K$ � � �	���30 : �.�?02�	$ � ����46&#
!�	�%&(
+�+��� 4#�	�3� � -B��� �. #"%$'&(�	�9� =>�?��$
�30	
!CÆ os�¤osgih"¢ � gio �O�Ur d xyzXosm L1 = {aibjck|i, j, k ∈ � , i 6= j} { m � L2 = {aibjck|i, j, k ∈ � , j 6= k}

h�gvm � � �%��£Õ�O�Ur d xyzXosm2tU��gvm � �%��� � osr L1 osmZj�hyx�zXosg � osj"�Uh��	osgix�zXosr�j � gio a � h d0{ q � os���%o �v� osr { m � �	osgv�
��gvm � o�h�osm Í o � o�h b osmOjàqNosr�mOj �Xd h�ln�Iosr�h�j�o a t¯��l�h�j�o �v� j � osr � �%� qÑo�h�j"�2ln� � gio i a � h4�flnmÛ�fosm d0{ i b � h
�fo,qÑl � ��jwh�gvm � � { m � gv� �	l�h�gvj�gv�fosmËÊ d0�v��� oszUmZj d � e t���xyz � giosÐ � gix�zB��gvr � �U�	osr��Ur��HqNj"��ln� � osrb� {�� p d0{ h�Öd0{ j�osr c � h��	o�h�j�oszOj"t��`m d0� ln� k d mUm d0{ xyz L2 �flnm�osgvmXos� � �%�¡osmZj�hyx�zUgio � osmË��osr � osm2t � gio��O�Ur d xyzXo
L3 = L(a∗b∗c∗) gih�j�r�os� {U� ~0r"� �Xd h�gio �Xd hÌ�`ln��� � os��osmOj4osgvmXosrÌr�os� {U� ~0r�osmS�O�Ur d x�zXowgih�j"� { m � �
qNl � � � gixyz
osgvmXo � �%�`£Õ�O�Ur d x�zXo�t
� osj�|�j"� � gio �Cosr�osgvmUgv� { mU� L1 ∪ L2 ∪ L3 = Labc gih�jw�Iosk d mUmZj � gixyz d0{ h � osr �Clnr � o�h { mU�SkfosgvmXo � �%�`£
�O�Ur d x�zXo�� d �	osr � gio �O�Ur d xyzXo L4 = ({$} · L1) ∪ ({$$} · L2) ∪ ({$$$} · L3) gih�j � lOxyz�osgvmXo � �%�`£
�O�Ur d x�zXo�¢H��osmUm � gioÌ��gvmU� d �Io���gvj $$$ �Ios��gvmUmOj"� �Xd mUm9��gvr � osgvm � �%�ÞqN�Ur L3 h�gv� {U� giosr�j"�Uh�lnmXh�j���osmUm� gio���gvmU� d �Io'��gvj $$ �	os��gvmUmZj"� �Xd mUmb��gvr � osgvm � �%� qN�Ur L2 h�gv� {U� giosr�j"�Hh�lnmXh�j¤�¤osmUm � gio'�CgvmU� d �Io'��gvj
$ �	os��gvmUmZj"� �Xd mUm���gvr � osgvm � �%� qN�Ur L1 h�gv� {U� giosr�j"t
� osj�|�j"� � gio��O�Ur d x�zXo L5 = {$, $$} gih�j�r�os� {U� ~0r"� { m � qÑl � � � gix�z¦osgvmXo � �%�`£Õ�O�Ur d x�zXo�t u ~0r�osm � gio � �%��£
�O�Ur d x�zXosm { mOj�osr��`lnmUk d j�osm d j�gilnm d �U�fo�h�xyz � l�h�h�osm2� �Xd mUm�h�l �v� j�o d0{ x�z L6 = L5 · L4

� �%��£Õ�O�Ur d xyzXo
h�osgvm2t
��osg L7 = {$$$} · {a, b, c}∗ t L7 gih�j�r�os� {U� ~0r"t � dÀ� gio � �%�`£Õ�O�Ur d x�zXosm { mZj�osr4��x�zUmUgvj�jÌ��gvj'r�os� {U� ~0r�osm
�O�Ur d x�zXosm d �U�fo�h�xyz � l�h�h�osmBh�gvm � ��h�l �v� j�o �Xd mUm d0{ x�z L8 = L7 ∩ L6 = {$$$} · (L1 ∪ L2 ∪ L3) =
{$$$} · Labc osgvmXo � �%�`£Õ�O�Ur d x�zXo�h�osgvm2t
� h�j L8 osgvmXo � �%�`£Õ�O�Ur d x�zXo�� �Xd mUmÀo,pHgih�j�giosr�j�osgvm � �%� ML8 � � osr�h�gio�osmOj�h�x�zXosg � osj"t Æ osgv� ��gvm � o�hyosm � osr
osr�h�j�osm � r�osgW�OÒO���Il � o � $$$ e �fln�¡�Oj d r�j�| { h�j d m � qs

d0{ h"����l � gÙÉX|�giosr�j ML8

� osm �%o �v� osr { m � �U�Iosr��foszOj
gvmbosgvmXosm9mXo { osm�� { h�j d m � qn �fgv����osr d0{ q � gio'h�o � �	o u osgih�o�� �Xd ML8

� osj�osr���gvmUgih�j�gih�xyz9gih�j"t Æ osj�r d x�zZj�osm
��gvr Í osj�|�j � osm � �%� M ′

L8
� � osr���gvj�k � osgvmXosm �Cosry~0m � osr { mU�fosm d0{ h ML8 kflnmXh�j�r { giosr�j���osr � osm=k d mUm2¢

M ′

L8
�fosràqN�U��j��U�Iosr�osgvmXosmbmXo { osm��Oj d r�j�| { h�j d m � q′s

{ m � �	osgv�×osr�h�j�osm ��x�zUr�gvj�j � gio�h�j � gio'�CgvmU� d �Io'mUgix�zOj
osgvm � � t z2t � osrÌ�`ln�Hq�� � osgv�Uj d0{ q � os� osr�h�j�osm �OÒ��4�	l �?e �I��l � gÙÉX|�giosr�j � osm �%o �v� osr d0{ q � gio�hyo � �Io u osgih�o
��gio ML8 �	osgv�¡��gvm � o�h�osm � osr�osr�h�j�osm $$$ � { m � qN�UzUr�j`osgvmXosm ε £ � �	osr�� d mU��gvm � osm � { h�j d m � qn t � d mUm
�	osmUgv���4j�h�gix�z g � osmZj�gihyx�zS��gio ML8 t M ′

L8
gih�j � osj�osr���gvmUgih�j�gih�xyzS��gio ML8

{ m � osr�kfosmUmOj � gioÀ�O�Ur d xyzXo
L1 ∪ L2 ∪ L3 = Labc

� gioÌ�	osk d mUmOj � gix�z¥kfosgvmXo � �%��£Õ�O�Ur d xyzXo�gih�j"¢ u g � osr�h��Ur { x�z2t � d r d0{ h�qÑl � ��j"� �Xd h�h� gio � �%�`£Õ�O�Ur d x�zXosm { mOj�osr'�'lnmUk d j�osm d j�gilnm ���+�,��
 d �U�fo�h�x�z � l�h�hyosm¦h�gvm � t
Ï d mSk d mUm � osgix�zOj�h�oszXosm2� �Xd h�h � gio9�O�Ur d xyzXo L9 = {$} ∪ L4 osgvmXo � �%��£Õ�O�Ur d xyzXobgih�j"�2��gio L4 t � d
L9
�Xd h u lnr�j $ osmZj�z�~ � j"�Ügih�j � osrw� � o�osmXo � h�x�zXo��'�Xh�x�z �v{ hyh (L9)

∗ osgvmXo � �	osr���osmU�fo �flnm L8 t u ~0r�oÍ osj�|�j L∗

9 osgvmXo � �%�`£Õ�O�Ur d x�zXo�� �Xd mUm�h�l���~0r�o d0{ xyz L∗

9 ∩L7 = L8 � � gio�����gio��Iosr�osgvj�h��	os��gio�h�osm2��kfosgvmXo� �%��£Õ�O�Ur d xyzXo gih�j"t � d r d0{ h�qÑl � ��j"� �Xd hyh � gio � �%��£Õ�O�Ur d xyzXosm { mZj�osr � os� � � o�osmXo � h�x�zXosmË�'�Xh�xyz �v{ h�h
�����	��
 d �U�fo�h�xyz � l�h�h�osm¦h�gvm � t

�


