Theoretische Informatik (WS05)
Prof. Dr. Raimund Seidel

Wei Ding

Losungsvorschlag zu Aufgabenblatt 5

Aufgabe 1

a)

Ly ist kontexfrei.

Wir schauen zun#chst mal die Sprache L; genau an. Wenn wir einen Automaten fiir diese
Sprache bauen mochten, miissen wir uns irgendwie die Anzahl der gelesenen a’s merken kénnen.
Dafiir brauchten wir bei einem EA unendlich viele Zusténde, bei einem NKA koénnen wir dies
mit dem Keller realisieren.

Wir vermuten also: Die gegebene Sprache ist eine NKA- Sprache, aber keine DEA- Sprache.
Dies wollen wir nun beweisen.

Beweis, dass L; keine DEA-Sprache ist (mit Fortsetzungsprachen)

Betrachten wir Prifixe von der Form a”"b. Wenn wir aus diesen ein Wort der Sprache L
erzeugen mochten, miissen wir das Wort b"~! anhéingen, und erhalten somit also das Wort
a™b", was ein Wort der Sprache L ist.

Es gilt also Vn € N: F(a™b) = {b" '}

Da diese Forsetzungsprachen fiir beliebige m,n € N jeweils paarweise verschieden sind, ist
die Teilmenge {F (a™b)|n € N } der Menge aller Forstsetzungssprachen unendlich grof, und
damit auch die Menge aller Fortsetzungssprachen. Daraus folgt nach dem Satz von Myhill &
Nerode: L ist keine DEA-Sprache.

Wem das zu langweilig war, kann das ganze alternativ auch mit dem Pumping-Lemma bewei-
sen:

Beweis, dass L; keine DEA-Sprache ist (mit Pumping-Lemma)

Sei N € N.

Weil es so schén war, betrachten wir wieder das Wort z = a™Vb/.

Sei uvw eine beliebige Unterteilung von x mit |uv| < N und |v| > 1. Dann gilt: u = a*,v = d!
und v = ™Y, mit k,I,m € Nund k + 1+ m = 7N sowie [ > 1.

Wéhle ich nun i = 0, so gilt:

7 = akal*OambN — ak—l—mbN-

Esgilt: k+m=7TN -1 <T7N —1,also |[(k+m)/7] < N.

Damit gilt: w’ ¢ N. Damit ist die Pumping-Eigenschaft nicht erfiillt, und daraus folgt, dass
L1 keine DEA-Sprache ist.

Konstruktion eines NKA fiir Lq:
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Informelle Beschreibung: Wir lesen zunéchst die a’s und schreiben nach jedem 7. gelese-
nen a ein B in den Keller. Sobald wir das erste b lesen, fangen wir an, die Bs aus dem Keller
zu nehmen. Wir akzeptieren das Wort genau dann wenn wir ab jetzt nur noch b’s lesen und
der Keller beim Lesen des letzten Zeichens leer wird.

Formal: M, ={%,T,€Q,a,F, A}

Y = {a,b}"
I = {B, €
Q = {al,CLQ,CL3,CL4,CL5,CL6,a7,b1,f}
Ubergangsregeln:
Vi € {1, ..,6} : a;,U,a,U, ai+1) €A

(

(a7,U,a,BU,a1) eA
Vie{1,.,7}: (a;, BU,b,U,by) € A

(b1, BU,b,U,by) € A

(b, €6,€,f) € A

b)

Lo ist regulér, weil folgender Automat Lo akzeptiert:
Hier Bild einfuegen

Idee: Man benétigt 7 Zustédnde, um n mod 7 zu speichern. Danach vergleicht man die Anzahl
der b’s mit der gespeicherten Zahl. Da fiir m > 6 kein Endzustand mehr erreicht werden kann,
kommt man mit endlich vielen Zustédnden aus.

c)

L3 ist kontexfrei.

Auch hier kénnen wir uns wieder mit einem NKA im Keller die Anzahl der gelesenen a’s und
b’s merken, was bei einem DEA nicht funktionieren wiirde. Wir wollen also beweisen, dass L3
eine NKA- aber keine DEA-Sprache ist.

Beweis, dass L3 keine DEA-Sprache ist (mit Fortsetzungsprachen)

m+n—1

Betrachten wir Préfixe von der Form a™b"c. Durch Anhéngen von ¢ machen wir daraus

ein Wort aus Ljs.
Wir stellen also fest: Vm,n € N: F(a™b"c) = {¢™" 1}

Auf diese Weise erhalten wir fiir jedes m + n =: k € N eine Fortsetzungsprache. Da diese
jeweils paarweise verschieden sind, haben wir also unendlich viele Fortsetzungssprachen, und
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daraus folgt nach Myhill & Nerode: L3 ist keine DEA-Sprache.

Beweis, dass L3 keine DEA-Sprache ist (mit Pumping Lemma)
Sei N € N.
Wir betrachten das Wort a™ b cN ™,

Sei uvw eine beliebige Unterteilung von x mit |uv| < N und |v| > 1. Wir stellen fest: Wegen
|luv| < N gilt: v besteht nur aus a’s. Sei k die Anzahl der a’s in v.

Wiéhlen wir ¢ = 0, so gilt:

2 = uwlw = aVFpmeNtm,

Da k > 1, gilt: (N — k) +m # N + m, und damit ist w’ ¢ Ls.

Damit ist die Pumping-Eigenschaft nicht erfiillt, und daraus folgt, dass L3 keine DEA-Sprache
ist.

Konstruktion eines NKA fiir Lg:

Informelle Beschreibung: Wir lesen zunéchst die a’s und schreiben jeweils ein Zeichen in
den Keller. Sobald wir das erste b lesen, akzeptieren wir ab jetzt nur noch b’s und schreiben
ebenfalls jeweils ein Zeichen in den Keller. Sobald wir das erste c lesen, akzeptieren wir ab
jetzt nur noch ¢’s und nehmen jeweils ein Zeichen aus dem Keller. Wir akzeptieren das Wort
genau dann wenn der Keller beim Lesen des letzten Zeichens leer wird.

Formal: M; = {X,T,€Q,s,F, A}
Y ={a,b,c}”

r={C, €}

Q=1{s1,23,f}

Ubergangsregeln:

(1,U,a,CU,1) € A
(1,U,b,CU,2) € A
(1,CU,c,U,3) € A
(2,U,b,CU,2) € A
(2,CU,c,U,3) € A
(3,CU,¢,U,3) € A
(3, €c,€,f) € A

d)

Ly, ist nicht kontexfrei (und damit auch nicht regulér). Beweis mit Pumping Lemma:
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Sei N € N frei vorgegeben.

Wihle z = aVbV N

Dann gilt fiir jede Zerlegung = = uvwzxy :

Da irgendwelche Buchstaben auf jeden Fall aufgepumpt werden (Juz| > 0), miissen die ¢’s auch
auf jeden Fall gepumpt werden und damit auch entweder die a’s oder die b’s. Offensichtlich
konnen v und w nur maximal eine Sorte von Buchstaben enthalten. Aus |vwz| < N folgt
aulberdem, dass v keine a’s enthalten kann. Es folgt:
v=bPundzrz=c?Tmit I1<p< Nund1<qg<N.

Sei nun ¢ = 2:
C o )
= 21 = wlwzly = VeV PN+

Damit 2/ € L4 muss gelten:

(N?+q) = N x (N +p)

& (N?2+q) = (N?+ N xp)

S q=NXxXp

= Widerspruch zur Vorraussetzung, dass ¢ < N

Aufgabe 2

a)
Sei M = (%,Q,T,s€,F,A) der NKA fiir L und M’ = (¥',Q',T", '€, F', ') der NKA fiir L.

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass die Akzeptanz eines Wortes durch Verweilen des Au-
tomaten nach komplettem Einlesen des Eingabebandes in einem Endzustand und durch die
komplette Entleerung des Kellers dquivalent sind. Von daher kénnen wir davon ausgehen, dass
wenn M und M’ das Eingabeband abgearbeitet haben, sie sich in einem Endzustand befinden.
Nun kann man relativ einfach einen NKA M" = (X7, Q", 1", s" €, F", A") konstruieren, der
Lel.’ akzeptiert:

Y=Y uyx!
Q"'=QUQ U{fclear}
M"=rur’

s"=3s

€

F/l:Fl

A" =AUA

U{(f,A, ¢ A, fclear)|f € F,A €T}
U{(fclear, A, e, ¢, fclear)|A € (T\€)}
U{(fclear€,e€,5)|f € F}
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Auf deutsch: Man gibt dem Automaten die Mdglichkeit aus jedem Endzustand in einen Zu-
stand liberzugehen, wo der Keller bis auf das Kellersymbol geleert wird. Von diesem Zustand
kann der Automat dann mit leerem Keller weiter zum Startzustand des zweiten Automaten
gehen, auf das dieser das Wort aus L’ verarbeitet. M” akzeptiert nun alle Konkatenierungen
von Wortern als L und L.

b)

Sei wieder M = (2,Q, T, s,€, F,A) der NKA fiir L.

Nun ist der Automat M’ = (X,Q U {fclear}, T, s €, F,A") der NKA fiir L*:
A=A

U{(f,A, ¢ A, fclear)|f € F,A €T}

U{(fclear, A, e, e, fclear)|A in(T\€)}

U{(fclear€,e€,s)|f € F}

Man zieht diesmal also statt einer e-Kante zum Startzustand eines weiteren Automaten M’
eine e-Kante zum Startzustand von M zuriick. Da wir den Keller wieder vorher bis auf das
Kellersymbol leermachen, kann der Automat wieder von neuem beginnen, und akzeptiert so-
mit L*.

Aufgabe 3

a)
Ls ist nicht regulir. Beweis:
Betrachte X = {a,b}" und fiihre den Beweis iiber das Pumping Lemma:

Sei N € N frei vorgegeben.

Wihle z = aVb?Na € L

Dann gilt fiir jede Unterteilung von z = uvw:

v enthilt nur a’s, aber mindestens eins. Daher gilt fiir jedes i > 2 : uv'w ¢ Ls, da die Symetrie
verloren ist.

Andererseits ist Ls aber kontextfrei: Es gibt einen endlichen Automaten M, der X akzep-
tiert. Dann kann man einen NKA bauen, der die gleichen Zusténde hat, wie M. Dieser NKA
liest das halbe Wort ein und legt die gelesenen Zeichen auf den Keller. Danach liest er vom
Eingabeband und vom Keller parallel und lduft nur weiter, wenn beide Zeichen iibereinstim-
men. Zusdtzlich miissen wir dafiir sorgen, dass der Automat nicht mehr auf den Keller schreibt,
sobald er einmal davon gelesen hat. Dann akzeptiert folgender NKA die Sprache Ls:
X=Xy

r=%
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Q:QM X {U)?T}
s = (spr,w)
F:FM X {T‘}

1% = {((g;w) , k, a,ka, (p,w)) | (¢;a,p) € Ap}U{((g,w) .k, a, ka, (p,7)) [ (¢, a,p) € A} U{((g,7) 0, 0,6 (p,1

b)

Lg ist regulédr, da man einen NEA konstruieren kann, der Lg akzeptiert.

Idee: Sei M der Automat, der X akzeptiert. O.B.d.A. nehmen wir an, dass M minimal ist (das
ist kein notwendiges Kriterium, verleichtert aber das Verstdndnis) und nur einen Endzustand
f Dbesitzt (falls nicht: erzeuge Super-Endzustand f und lege e-Kanten von den alten Endzu-
stdnden zu f).

Ein Wort w ist genau dann in Lg, wenn es einen Pfad von s iiber w zu einen Zustand a gibt,
und von dort einen Pfad iiber w’ zu f.

Konstruiere nun zuniichst durch Umkehren der Ubergangsregeln wie folgt einen Automaten
Mg, der X' akzeptiert:

Sp = Sy
Qr = QM
sSrR=[m

Fr={sm}

Ar=A{(p,a,9)|(g,a,p) € An}

Wenn Mp nach dem Einlesen von w im Zustand g ist, dann gibt es in M offensichtlich einen
Pfad von ¢ iiber w® nach f. Wenn es nun in M auch einen Pfad von s iiber w nach ¢ gibt,
dann liegt w in Lg. Lasse nun beide Automaten parallel laufen. Akzeptiere w genau dann,
wenn beide Automaten nach dem Lesen von w im gleichen Zustand sind. Ein entsprechender
NEA M7 sdhe dann so aus:

Xr=%um

Q! = (Qum x Qr)
sl = (SM,SR)
Fr={(q,9)}

Ar={((p,q) a,(pt,q1) | (p;a,p!) € A A (g, a,q/) € Ar}

Aufgabe 4

Nein, die DKA-Sprachen sind unter Konkatenation und dem Kleene’schen Abschluss nicht
abgeschlossen.

Beweisidee: Obwohl eine NKA-Sprache L eine nicht-DKA-Sprache sein kann, kann L die
Vereinigung von mehreren DKA-Sprachen Ly, Lo, ..., Ly sein. Wenn jetzt jede von diesen
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DKA-Sprachen mit einem eindeutigen Prafix p;,1 < i < k konkateniert wird, dann ist ihre
Vereinigung eine DKA-Sprache: ein DKA bestimmt eindeutig mittels des eindeutigen Prifizes
zu welcher der Sprachen die Eingabe gehdren kénnte und simuliert den entsprechenden DKA.
Allerdings kann die Findeutigkeit der Prifive durch Konkatenation mit einer anderen DKA-
Sprache verletzt werden, so dass das Ergebnis dieser Konkatenation keine DKA-Sprache mehr
1t.

Beweis: Die Sprachen Ly = {a'b/cF|i,j,k € N,i # j} und Ly = {a'tcF|i,j,k € N,j # k}
sind DKA-Sprachen. Ein DKA, der L; entscheidet, speichert die a’s auf dem Keller und beim
Einlesen jedes b entfernt das oberste a. So stellt der DKA fest, ob die ¢ a’s von genau i b’s
gefolgt sind (und im positiven Fall lehnt ab). Schlieklich wird {iberpriift, ob der Suffix aus
lauter ¢’s besteht. Analog kann auch Ly von einem DKA entschieden werden. Die Sprache
L3 = L(a*b*c*) ist regulir, da sie das Komplement einer reguldren Sprache ist, und, folglich
eine DKA-Sprache.

Jetzt, die Vereinigung L1 U Ly U L3 = Ly ist bekanntlich aus der Vorlesung keine DKA-
Sprache, aber die Sprache Ly = ({$} - L1) U ({$3} - L2) U ({$38} - L3) ist doch eine DKA-
Sprache: wenn die Eingabe mit $$$ beginnt, dann wird ein DKA fiir L3 simuliert, sonst wenn
die Eingabe mit $$ beginnt, dann wird ein DKA fiir Lo simuliert, sonst wenn die Eingabe mit
$ beginnt, dann wird ein DKA fiir L; simuliert.

Jetzt, die Sprache Ls = {$,$$} ist regulér, und folglich eine DKA-Sprache. Wiren die DKA-
Sprachen unter Konkatenation abgeschlossen, dann sollte auch Lg = L5 - Ly DKA-Sprache
sein.

Sei L7 = {$$$} - {a,b,c}*. L7 ist reguldr. Da die DKA-Sprachen unter Schnitt mit reguldren
Sprachen abgeschlossen sind, sollte dann auch Lg = Ly N Lg = {$$%} - (L1 U Ly U L3) =
{$$8} - Lape eine DKA-Sprache sein.

Ist Lg eine DKA-Sprache, dann existiert ein DKA M, der sie entscheidet. Beim Einlesen der
ersten drei Symbole ($$$) vom Startzustand g aus, modifiziert My, den Keller und iibergeht
in einen neuen Zustand g, immer auf die selbe Weise, da My, deterministisch ist. Betrachten
wir jetzt den DKA M ig, der mit kleinen Verdnderungen aus M, konstruiert werden kann:
M verfiigt {iber einen neuen Startzustand g; und beim ersten Schritt liest die Eingabe nicht
ein (d.h. der Kopf bleibt auf dem ersten Symbol), modifiziert den Keller auf die selbe Weise
wie My, beim Einlesen der ersten $$$, und fiihrt einen e-Ubergang in den Zustand g,. Dann
benimmt sich identisch wie M. Mj_ ist deterministisch wie My, und erkennt die Sprache
LU Ly U L3 = Ly, die bekanntlich keine DKA-Sprache ist: Widerspruch. Daraus folgt, dass
die DKA-Sprachen unter Konkatenation nicht abgeschlossen sind.

Man kann leicht sehen, dass die Sprache L9 = {$} U Ly eine DKA-Sprache ist, wie Ls. Da
Ly das Wort $ enthilt, ist der Kleene’sche Abschluss (Lg)* eine Obermenge von Lg. Wire
jetzt Ly eine DKA-Sprache, dann so wére auch Ly N Ly = Lg, die, wie bereits bewiesen, keine
DKA-Sprache ist. Daraus folgt, dass die DKA-Sprachen unter dem Kleene’schen Abschluss
nicht abgeschlossen sind.



