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Prof. Dr. Raimund Seidel

Wei Ding

Losungsvorschlag zu Aufgabenblatt 2

Aufgabe 1

Ist die Menge aller unendlichen Folgen iiber B gleichméchtig wie die Menge aller unendlichen
Folgen {iber IN? Ja, sie ist.

Beweis:
Wir konstruieren eine Bijektion f: NN — BY wie folgt:

Wir schreiben die unendliche Folge F' = ng,n1,ne,... iiber N um, indem wir jedes Element
von ihr in Unérdarstellung als eine endliche Folge von Einsen darstellen: 170 171 172 ...
Dann konkatenieren wir alle Undrdarstellungen mit der 0 als Trennsymbol: 1°01"101™20. . ..
SchlieRlich trennen wir die Ziffern durch Kommata: (1,)™00, (1,)"10,(1,)"20,... und erhalten
damit eine unendliche Folge iiber B.

Die oben beschriebene Transformation ist offensichtlich injektiv. Leider ist sie aber nicht sur-
jektiv. Jede unendliche Folge iiber B mit unendlich vielen Nullen kann als die eindeutige Ko-
dierung einer unendlichen Folge iiber N auf die oben beschriebene Weise interpretiert werden.
Aber wie wiirde eine Folge mit nur endlich vielen Nullen und, folglich, unendlich vielen Einsen,
d.h. eine Folge der Form (0,1)*1“ interpretiert? (1* bedeutet unendlich viele Wiederholungen
der 1.)

Deswegen scheint es nétig, die Funktion ein bisschen komplizierter zu definieren.
Wir unterscheiden 2 Fille:

1. Fall: in der Folge F' kommen Zahlen grofer als Null unendlich oft vor. Dann kodieren wir
die Folge wie oben beschrieben.

2. Fall: in der Folge ' kommen Zahlen grofer als Null nur endlich oft vor, d.h. die Folge hat
die Form IN*(0“.

Dann unterscheiden wir 2 Unterfille:

2a. Die erste Zahl ny der Folge ist gerade. Dann kodieren wir die Folge wie oben, mit dem
einzigen Unterschied, dass die erste Zahl nicht als 1™, sondern als 1"0/2 kodiert wird.

2b. Die erste Zahl ngy der Folge ist ungerade. Dann kodieren wir die Folge wie oben, mit zwei
Unterschieden: erstens, die Eins und die Null tauschen Rollen, d.h. wir verwenden die Eins als
Trennsymbol und die Null fiir die Unérdastellung und zweitens, die erste Zahl wird nicht als
0™, sondern als 0("0—1)/2 kodiert.

Die neue Transformation ist wieder injektiv. Behauptung: sie ist auch surjektiv.

Um das letzte zu beweisen, zeigen wir, dass fiir jede unendliche Folge iiber B eine Interpretation
finden konnen.

Falls beide Symbole 0 und 1 unendlich oft vorkommen, dann interpretieren wir sie als Unér-
dastellung einer Folge {iber N mit der Null als Trennsymbol (entspricht dem ersten Fall).

Falls die Einsen nur endlich oft vorkommen, d.h. falls die Folge die Form (0, 1)*0“ hat, dann
interpretieren wir die Null als Trennsymbol und die erste Zahl als ihr Zweifaches (entspricht
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dem Fall 2a). Z.B., die Folge 0,0,0,... wird als 0,0,0, ... und die Folge 1,0,0,... als 2,0,0,...
interpretiert.

Falls jetzt die Nullen endlich oft vorkommen, d.h. falls die Folge die Form (0,1)*1¢ hat, dann
interpretieren wir die Eins als Trennsymbol und die erste Zahl als ihr Zweifaches plus eins
(entspricht dem Fall 2b). Z.B., die Folge 1,1,1,... wird als 1,0,0,... und die Folge 0, 1,1, ...
als 1,0,0,... interpretiert.

Die Transformation ist nun bijektiv geworden und damit folgt die Gleichméchtigkeit von NN
und BY (nach Definition).

Aufgabe 2

2.a

Abbildung 1: Ly = {w € {a,b}*|#q(w) durch 4 teilbar und #y(w) durch 3 teilbar}
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2.b

Abbildung 2: L1 = {w € {0,1}*| < w > durch 7 teilbar}

2.c Sei w,, = 10"10"+21.
Dann gilt Vn € N (w,) = 2274 4 2743 1 1 = (272 4 1)2
und somit 10721 € Fy,(10")

Wir kénnen nun zeigen, dass Vk > 1,m = (2k + 1)n gilt, dass 107721 ¢ Fy,(10™)
X = (10m10"21) = 2mtntd 4ogntd 4
— 92k+1)n+n+4 + on+3 41

— (2(k+1)n+2)2 + on+3 +1

Weil (z +1)? = 22 + 22 + 1 und
2 QU n42 g — o(k+)nt3 4 1 5 9nt+3 4 1 Wk > 1 ist X keine Quadratzahl Vk > 1.

Somit gilt Vk > 1 10"+2 ¢ Fy, (10(2k+1n)
und Vn € NVk > 1, dass F,(10") # Fp,(102k+1n),

Somit erhalten wir unendlich viele Fortsetzungssprachen.
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Lo ist also nicht regulér.

2.d Seien p und ¢ zwei Primzahlen mit p # ¢,p > 3.

Dann gilt ggt(p, q * 2‘1") =1, weil p und ¢ * 2Pl teilerfremd sind.

Nach dem Satz von Dirichlet gilt: 3i € N, so dass p + i * (g * 2/P!) prim.
Sei weiterhin bin(z) € {0,1}" die Binatfdarstellung von z, dann gilt:
(bin(i * q)bin(p))* € L3 und

(bin(i + q)bin(q))® ¢ Ls.

Damit ist bin(i * ¢)f* € Fr,(bin(p)?) und bin(i x ¢)® ¢ Fr,(bin(q)%).
Somit erhalten wir unendlich viele Fortsetzungssprachen und Lj ist nicht regulér.

Aufgabe 3

1) Komplement

L DEA-Sprache = 3 DEA M ={¥,Q,s € Q,F C Q,A} mit L(M) =L
Ich konstruiere einen DEA M’ = {¥/,Q’,s' € Q', F' C Q', A’} , der L akzeptiert:

¥’ =3 per Definition

Q= QU{w}
s'i=s
F =Q"\F

A= AU{(g,a,w)| B (g.a,p) €EA:peQ}
(L(M") = L) = L regulir
2) Schnitt

Seien M = {¥.Q,s € Q,F Cc Q,A}, M'={¥,Q",s € Q,F' Cc Q,A’} die DEAs zu
LI

Ich konstruiere den DEA M” = {¥",Q",s" € Q",F" C Q",A"} fiir den Schnitt auf fol-
gende Art und Weise:

¥ =3 =¥/ per Definition

Q' =QxQ

s = (s,8)

FU=A{(f,If e F)N(f € F)}

A" :={((¢,4),a,(p,p")(g.a,p) € AN(¢,d'p') € A’}
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(L(M")=LUL)= LUL' regular
3) Vereinigung

Ergibt sich aus 1, 2 und der De-Morgan’schen Formel :
L, regular

= L reguliir A L’ regulir

= (LN 'L') regulir

= (L N L) regulir

= (L UL’) regulér



