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`ba ��cd��ef��g

hjilknm_opm�qsr�t�r"uvoxwyuvz1{�|[}/~H|Xuv����uvwj��o���|Xuv�_���Xr��/�X�x��}/���yuvoxqfuvoxz[uv���TuvzXwyu
M
{�m��T��opu�uv�_oxz�|Xuv�

� �����pu�m�tXzXw�|Xu+�[zXopuv��q���tX��|Xuj{/uvoxz[u����RtXox�j}/�puvz]q�ul����}/��}/�Rq�uv��opm�opuv��tXzXw�|Xuv����uvwj��o��	u�z]tX�_��uv��opuv����}/�
tXz[|�}/tJ�6r��/�X�x��}/��opm�q"i

• ���Xr��/�X�x��}/���yuvoxq"�ZuvzRq ��u�|Xuv��opm�q M uvz[|J�xop¡��<��|Xuv� ∃ �Xo ¢£uv��q�ox�yu_���X�Xox�p|JtXzXw f : M −→ ¤ {|�i �1i�u�mlu+¥�opm�q�opuv��q�}/t[¡��¦uvoxz[u§�Xo ¢£uv��q�ox�yu§���X�Xox�p|JtXzXw
f−1 : ¤ −→ M

• ¨ tX�_��uv��opuv����}/���yuvoxq"� ∃ m�tX�Q¢£uv��q�ox�yud���X�Xox�p|JtXzXw g : ¤ −→ M
{]|�i �1i ∀m ∈ M ∃x ∈ ¤ �_oxq

g(x) = m

• ��tJ�6r��/�X�x��}/���yuvoxq"� ∃ oxz�¢�uv�Rq�ox�yus���X�Xox�p|JtXzXw h : M −→ ¤ {
|�i �1i
�Q©X� x, y ∈ M
�_oxq

x 6= ywjox�xq
h(x) 6= h(y)

��uv�y������ox�ª|Jopuf«��]tXox�j}/�puvzXrf|Xuv����uvwj��o���u8�d�Xr��/�X�x��}/���yuvoxq"{ ¨ tX�_��uv��opuv����}/���yuvoxqstXz[|¬�dtJ�Qr��/�X��­��}/���yuvoxq�r"uvoxwyuvz1{Xwyuv�	uvz®��ox�luvoxz[u%��op¡��Rq�oxwyuªkBoxwyuvz[m�¡���}¯�Qq�|Xuv�l°±uvox�x��uvzXwyuvz��y��z ¤ }/z1�² u�|Xuf°±uvox�x��uvzXwyu
T ⊂ ¤ opm�q�}/�Xr��/�X�x��}/�"³�´µopu�m3opm�q�m�uv�X�ªuvoxzJ�W}�¡���uvoxz[m�uv�R��}/�"��k�z]q¶��u�|Xuv�_opm�q Tuvoxz[ufuvz[|J�xop¡��[u·�TuvzXwyuj{Z|[}/zXz<m�oxz[|¸��ox�§�¹uv��q�oxw[i�ºµ|Xuv�_}/�Kuv�

T
opm�q3zXop¡��]qsuvz[|J�xop¡��1i±»Huvox�

T
uvoxz[u

°±uvox�x��uvzXwyu%|Xuv�nz�}/q�t[uv���xop¡��[uvz�¼	}/�X�puvzfopm�q"{]��}/zXzf�½}/z8|Jopuµk��puv��uvzRq�uµ|Xuv�l¾µ��¿�~yudz�}�¡��8wyu�����|Jz[uvq
�Xoxz[m�¡��X��uvox�	uvz1�

i1, i2, i3, i4, . . . , ij , . . .
i±´%}/�_oxq�opm�q�|Jopu8�d�X�Xox�p|JtXzXw

f : T −→ ¤ { f(ij) = juvoxz[u3��o ¢�uv��q�op��z1i
¼
t¦r"uvoxwyuvz®opm�q�z]tXz<�

• M ÀXÁ±Â]Ã[Ä±Å6Á�ÀXÆ ⇒ M À[ÇZÈ¶ÂyÃ[Ä±Å6Á�ÀXÆ
M
opm�q½}/�Xr��/�X�x��}/�"{�|�i �1i

M
opm�q�uvz[|J�xop¡�����|Xuv� ∃ �Xo ¢£uv��q�ox�yu®���X�Xox�p|JtXzXw f : M −→ ¤ i»HuvzXz

M
uvz[|J�xop¡��®opm�q"{X|[}/zXz���}/zXz��½}/zs¢�u�|Xuv�Ék��puv��uvz]q��y��z

M
wyuvz�}/t®uvoxz[u3¼	}/�X�

i
�_oxq

1 ≤ i ≤ |M | r�t]��uvopm�uvz1{j|�i �1iju�m�wjox�Xq�uvoxz[u��Xo ¢£uv��q�ox�yu��d�X�Xox�p|JtXzXw h : M −→ {1, . . . , |M |} iÊ }�m�m�qµ�½}/z
h
z]tXz¸}/�pm��d�X�Xox�p|JtXzXw8�y��z

M
z�}�¡�� ¤ }/tJ�£{
m���opm�q h ox�_��uv��z[��¡��Toxz�¢£uv��q�ox�	i»HuvzXz

M
zXop¡��]q_uvz[|J�xop¡���opm�q"{�|[}/zXz¬wjox�Xqsu�m�uvoxz[u8�Xo ¢£uv��q�ox�yu8�d�X�Xox�p|JtXzXw

f : M −→ ¤ i´%}/��}/t[ml�Q���xwjq�oxz[m��	u�m���z[|Xuv��uj{[|[}�m�m
f
oxz�¢£uv��q�ox�fopm�q"i

• M À[ÇZÈ¶ÂyÃ[Ä�Å>Á�ÀXÆ ⇒ M ÀXÁ�ÂyÃ[Ä±Å6Á�ÀXÆ
M
}/tJ�Qr��/�X�x��}/�"{�|�i �1i ∃ oxz�¢�uv��q�ox�yu§�d�X�Xox�p|JtXzXw h : M −→ ¤ iJ»HuvzXz M

uvz[|J�xop¡��Topm�ql|[}/zXz
opm�qµu�mµ���Ë}/�"{
|[}�m�m

M
}/t[¡��V}/�Xr��/�X�x��}/��opm�q"iK��z[|Xuv��zJ�¹}/�x�pmµ�3t[m�m��½}/zÌr"uvoxwyuvz1{	|[}�m�m�u�mµuvoxz[u

�Xo ¢�uv��q�ox�yu��d�X�Xox�p|JtXzXw
f : M −→ T

�_oxq
T ⊂ ¤ wjox�Xq"iZ´%}/r�tVm�¡��X���/zX�yuvzV��ox�l¢�uvq�r�q§|Jopu¼
opuv�x��uvzXwyu ¤ �¹���xwyuvz[|Xuv���½}/~yuvz�uvoxz1�

T := {h(x) ∈ ¤ | x ∈ M}.
��uvq���}�¡��]q�uvqd�½}/z�zRtXz®|Jopu��d�X�Xox�p|JtXzXw

f : M −→ T
�_oxq

f(m) = h(m)
�Q©X�l}/�x�pu

m ∈ Mm��®opm�q
f
�����X��|Xu+�[zXopuv��q"i±»Huvox�

h
oxz�¢�uv��q�ox�T��}/�ªopm�qª}/t[¡��

f
oxz�¢£uv��q�ox�¸tXz[|<}/tJ�Qwj��tXz[|V|Xuv�

Í ��z[m�q���tX��q�op��z¦�y��z
T
opm�q

f
}/t[¡���m�tX�Q¢�uv�Rq�ox�	i

⇒ ���X�Xox�p|JtXzXw f : M −→ T
opm�q��Xo ¢�uv�Rq�ox�	i ⇒ M Î>Ï"Ð�ÀXÁ±ÂyÃ[Ä�Å6Á±ÀXÆRÑ

h
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• M ÀXÁ±Â]Ã[Ä±Å6Á�ÀXÆ ⇒ M ��Ç������]Æ�Î��]Æ/Á±ÀXÆ
M
opm�q½}/�Xr��/�X�x��}/�"{�|�i �1i

M
opm�q�uvz[|J�xop¡�����|Xuv� ∃ �Xo ¢£uv��q�ox�yu®���X�Xox�p|JtXzXw f : M −→ ¤ i»HuvzXz

M
uvz[|J�xop¡��®opm�q"{X|[}/zXz���}/zXz��½}/zs¢�u�|Xuv�Ék��puv��uvz]q��y��z

M
wyuvz�}/t®uvoxz[u3¼	}/�X�

i
�_oxq

1 ≤ i ≤ |M | r�t]��uvopm�uvz1{]|�i �1iju�m�wjox�XqBuvoxz[u��Xo ¢�uv��q�ox�yu��d�X�Xox�p|JtXzXw g : {1, . . . , |M |} −→ M
i

kB����uvoxq�uv��q3�½}/z
g
zRtXz<}/tJ��uvoxz[u_���X�Xox�p|JtXzXw

g : ¤ −→ M
{Koxz[|Xuv� �½}/zH|Jopu_kB�puv��uvz]q�u

n ∈ ¤ �_oxq n > |M | }/tJ�luvoxzH�Kuv�xopuv�Xoxwyu�m�k��puv��uvzRq m ∈ M
}/�X�Xox�p|Xuvq"{Zm��®opm�q

g
ox�_��uv�

z[��¡�� m�tX�Q¢�uv�Rq�ox�	i�»HuvzXz
M
zXop¡��]qsuvz[|J�xop¡�� opm�q"{1|[}/zXz¬wjox�Xqªu�mªuvoxz[u½�Xo ¢�uv��q�ox�yu½���X�Xox�p|JtXzXw

f−1 : ¤ −→ M
i�´�}/��}/t[m��Q���xwjqloxz[m��Ku�m���z[|Xuv��uj{�|[}�m�m

f−1 m�tX�Q¢�uv�Rq�ox�8opm�q"i
• M Î6Ï�Ð���Ç������RÆ/Î��]Æ/Á�ÀXÆ ⇒ M ÀXÁ�ÂyÃ[Ä�Å>Á�ÀXÆ

M
z]tX�_��uv��opuv����}/�"{1|�i �1i ∃ m�tX�Q¢�uv�Rq�ox�yu��d�X�Xox�p|JtXzXw g : ¤ −→ M

iK»HuvzXz
M
uvz[|J�xop¡��¸opm�q

|[}/zXz¦opm�qlu�m����Ë}/�"{X|[}�m�m
M
}/t[¡���}/�Xr��/�X�x��}/�dopm�q"iX�dz[|Xuv��zJ�W}/�x�pm��3t[m�ml�½}/z�r"uvoxwyuvz1{[|[}�m�mdu�m

uvoxz[u��Xo ¢£uv��q�ox�yu����X�Xox�p|JtXzXw
f : T −→ M

�_oxq
T ⊂ ¤ wjox�Xq"i1´%}/r�tH�	uvq���}�¡��]q�uvz¬��ox�§|JopuÊ tXzX�Rq�op��z

k : M −→ ¤ {X|Jopu%|Xu+�[zXopuv��qdopm�ql|JtX��¡��

k(m) = min{n ∈ ¤ | g(n) = m}
tXz[|¦|Xu+�[zXopuv��uvz

T = {k(m) | m ∈ M}.
´µopu Ê tXzX��q�op��z

f : T −→ M
�_oxq

f(t) = g(t)
opm�qdz]tXzTz�}�¡�� Í ��z[m�q���tX�Rq�op��zÌ�Xo ¢�uv�Rq�ox�	i ⇒� Î6Ï�Ð�ÀXÁ�ÂyÃ[Ä±Å6Á�ÀXÆ]Ñ

	Jilknm§opm�q§r�t¸r"uvoxwyuvz1{±|[}/~¦|Jopu��TuvzXwyu�
 |Xuv�§��}/q�op��z�}/�puvz ¼	}/�X�puvz<}/�Xr��/�X�x��}/��opm�q"i�kBm3wjox�xq½��

=
 + ∪ {0} ∪ 
 −

i
�¶� �Q���xwyuvz[|Xuvz®��ox��|·wyuvr"uvoxwjq"{X|[}/~�
 + }/�Xr��/�X�x��}/�lopm�q"i�
 −
�Ë��m�m�q�m�op¡��¦}/z�}/�p��w

�	uv��uvopm�uvz�tXz[|s|Jopu��TuvzXwyu {0} }/�pm�uvoxz[uv�puv��uvz]q�oxwyul�TuvzXwyu�opm�q�m�¡��[��z½}/�Xr��/�X�x��}/�"ij´%}l��ox����opm�m�uvz1{|[}�m�m�|Jopu � uv��uvoxzXoxwjtXzXw_�y��z�|J��uvo1}/�Xr��/�X�x��}/��uvz¦�TuvzXwyuvz8��opu�|Xuv�l}/�Xr��/�X�x��}/��opm�q"{Jm�oxz[|f��ox��|[}/�_oxq
|[}/zXz®�Quv��q�oxw[i
´µopuªuvoxzJ�¹}�¡��[m�q�u§»Huvopm�u3r�t®r"uvoxwyuvz1{�|[}/~�
 + }/�Xr��/�X�x��}/��opm�q"{Xopm�q�}/�x�puªk��puv��uvz]q�u��y��z�
 + }/tJ�Qr�tJ­r��/�X�puvz1ij´%}�m��������X�puv� |[}/�	uvoRopm�q�r�t�wyuv���/�X���puvopm�q�uvz1{y|[}/~�¢£u�|Xu�m�k��puv��uvzRq��y��z�
 + wyuvz�}/t_uvoxzX�½}/�oxzÌ|Xuv����opm�q�u�uv��m�¡��[uvoxzRq"i��d��uvoxz[u���opm�q�u_}/�x�puv���	�jm�oxq�ox�yuvzÌ��}/q�op��z�}/�puvzV¼	}/�X�puvz�
 + r�tÌuv����}/�xq�uvz1{uv��m�q�uv�x�puvz®��ox�duvoxz[u§�Ì}/q���o�¥8��opu§oxz®|Xuv�d�d�X�Xox�p|JtXzXw·}/zXwyuvwyuv�Kuvz1i
´µopu

i
­Wq�u��duvox�[u�uvz]q����/�xql}/�x�pu�k��puv��uvz]q�u��_oxq�|Xuv�É¼	�/�X�puv�

i
{J|Jopu

j
­Wq�u �!��}/�xq�u§}/�x�puµk��puv��uvz]q�u��_oxq

|Xuv� ¨ uvzXz[uv� j iX´µopu�m�u��Ì}/q���o�¥f��ox��|·z]tXz�oxz®uvoxz[u��1opm�q�uµtX�_wyuv��}/z[|Xuv�xq"i�´µopu%k��puv��uvzRq�u%��uv��|XuvzuvzRq�m"�X��u�¡��[uvz[|�ox�X��uv�
´µoË}/wy��z�}/�puvz$#Qm�opuv�[u��d�X�Xox�p|JtXzXw!%8}/tJ�Qwyuv�xopm�q�uvq"i�´µopu�uv��m�q�u¦´µoË}/wy��z�}/�puÌuvz]q��'& �xq·|[}�m·k��puv��uvz]q 1

1

i
´µopu�r���uvoxq�u¦´µoË}/wy��z�}/�pu®|Jopu®kB�puv��uvz]q�u 2

1

{ 1
2

i(� z |Xuv��|J��oxq�q�uvz ´µoË}/wy��z�}/�puvz ��©X��|Xuvz ��ox�%¢�uvq�r�q
|Jopu3k��puv��uvz]q�u 3

1

{ 2
2

{ 1
3

�XoxzXr�tJ�Q©Xwyuvz1i[» ©X��|Xuvz¦��ox�µ}/�Kuv� 2
2

�XoxzXr�tJ�6©Xwyuvz1{
m��s���/��u3|[}�mdk��puv��uvzRq
1
1 = 2

2

|X�)�*�	uv�xq±�y���"i+�����p¡��[u�k��puv��uvzRq�uj{j|JopuBoxzs|Xuv�,�1opm�q�u�m�¡��[��zsuvz]q���}/�xq�uvz_m�oxz[|�{¯��uv��|Xuvz_uvoxzJ�¹}�¡��
©X�	uv��m"�X��tXzXwyuvz1i
�dtJ��|Jopu�m�u%����q�tXz[|�»Huvopm�u%�	uv�y���_�3ql�½}/z�uvoxz[u§�dt
-[opm�q�tXzXw��y��z�
 + i
⇒ 
 + Î6Ï�Ð�ÀXÁ�ÂyÃ[Ä�Å6Á±ÀXÆRÑ ⇒ 
 Î>Ï"Ð�ÀXÁ±ÂyÃ[Ä�Å6Á±ÀXÆRÑ
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3/1

4/1

5/1

2/2

5/2

4/2

3/2

1/2 1/3

2/3

3/3

4/3

1/4

2/4

3/4

4/4

1/5

2/5

3/5

���X�Xox�p|JtXzXw�hj�X���Xr��/�X�x��}/���yuvoxqd�y��z 


`ba ��cd��ef� �

} %
¼
tXz���¡��[m�qfuvoxzX�½}/�dopm�q

N
}/�Xr��/�X�x��}/�½tXz[| |[}/�_oxqf}/t[¡��

N × N
#W��}/zRq���� %+iB»HuvzXz�}/�Kuv�

N
2 }/�Xr��/�X��­��}/�nopm�q"{]|[}/zXz�}/t[¡��

N
3 {jt[m��§iytXz[|8|[}/�_oxq�}/�x�pu

N
k, k ∈ N

#6�	uv��uvopm���}/� �Kuv� � z[|JtX��q�op��z %+i �d� zRtXz8uvoxz[u
���Xr��/�X�xtXzXw��y��z

N
∗
r�t¬�Kuv�y���_��uvz1{�m�¡��X��uvox�Kuvz¬��ox��|Jopufk��puv��uvz]q�u�|Xuv��uvoxzXr"uv�xz[uvz���uvzXwyuvz¬wyuv�½�/~

ox�X��uv�%�dtJ�Qr��/�X�xtXzXw8�y��zT�xoxzX�Jm�z�}�¡��¸��u�¡��Rq�m�tXz[|�|JopusuvoxzXr"uv�xz[uvz
N

k �y��z¸���	uvz�z�}�¡��TtXzRq�uvz1i	�¦oxq�|Xuv�´µoË}/wy��z�}/�pm�opuv��tXzXwym��yuv�£�W}/�X��uvz¸�y��zÌ��}/zRq�����uv����}/�xq�uvzT��ox��m��_��opu�|Xuv��uvoxz[uª���Xr��/�X�xtXzXw # �¶� Ê ���xwyuvz[|Xuvz
m�uvo

f(k, n)
|[}�mlzJ­Wq�u%k��puv��uvzRq��y��z

N
k i %+�

f(0, 1)
f(1, 1) f(1, 2) f(1, 3) f(1, 4)

ixixi
f(2, 1) f(2, 2) f(2, 3) f(2, 4)

ixixi
f(3, 1) f(3, 2) f(3, 3) f(3, 4)

ixixi
ixixi

� %
» ox�ª��}/t[uvz�uvoxz[u Ê tXzX�Rq�op��z

g(t) : N
∗ → N

{Z��uv�p¡��[u�|Jopu·k��puv��uvzRq�u�|Xuv��°Zt*�Kuv�l}/t[m
N
∗
}/�pmsk�¥ �	�/­

z[uvz]q�uvz�|Xuv���B��ox�s�¹}/��q�����uvz |Xuv������ox�s�W}/�Rq�����r"uv���puvwjtXzXw�uvoxz[uv�8z�}/q�©X���xop¡��[uvz ¼	}/�X��oxzRq�uv�"�X��uvq�opuv��q"i ���
}/t[¡���|Jopu

0
}/�pmlk��puv��uvz]q��y��z

N
�	uvq���}�¡��]q�uvz�r�t®�y¿�zXz[uvz1{X�ª©[m�m�uvz®��ox�d}/t[¡��¦|Jopuª¾µ��¿�~yu%|Xu�ml°Zt*�Kuv�pm�#

=
|Jopu���zXr�}/�X��m�uvoxz[uv��kB�puv��uvz]q�u %��	u"}�¡��Rq�uvz1{X|[}�#£hj{*	 %�}/z[m���z[m�q�uvz®}/tJ�±|Jopu�wj�puvop¡��[u3¼	}/�X�K��opu #£hj{
	J{�� %
}/�Xwyuv�Xox�p|Xuvqd��uv��|Xuvz¦��©X��|Xuji
�¶� Ê ���xwyuvz[|Xuvz�m�uvo

h(n, t)
|[}�mnzJ­Wq�uµk��puv��uvz]q�|Xu�m�°1t*�	uv�pm

t ∈ N
∗
{
a(t)
m�uvo
|Jopu��dzXr�}/�X�	|Xuv��k��puv��uvz]q�u

oxz
t
tXz[|

p(n)
|Jopu§zJ­Wq�u ����ox�_r�}/�X�Wi�´%}/zXz®�j}/zXz��½}/z��¹���xwyuvz[|Xu%�Xo ¢�uv�Rq�ox�yu§���X�Xox�p|JtXzXw���}/t[uvz1�

�
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g(t) = 0
{J�¹}/�x�pm

t = ()

g(t) = p(a(t)) ×
(

∏a(t)
n=1 p(n)h(n,t)

)

− 1
{J�W}/�x�pm

t 6= ()

´%}�m§°1t*�	uv��# 	J{�hj{nh %µ��ox��|V}/�pm��·ryi ��iZ}/tJ�
22 × 31 × 51+1 − 1 = 299

}/�Xwyuv�Xox�p|Xuvq"i±´%}·m��"�����X�
a(t)}/�pm%}/t[¡��

h(n, t)
}/�x�puª»Huv��q�us}/t[m

N
}/zXz[uv�X��uvzT�y¿�zXz[uvzÌtXz[|

p(n)
�Q©X�

n ≥ 1
}/�x�pu ����ox�_r�}/�X�puvz ≥ 2�xopu+�¹uv��q"{	��uv��|Xuvz<}/�x�pus��¿�wj�xop¡��[uvz�����ox�s�W}/�Rq�����r"uv���puvwjtXzXwyuvz¬uv��r"uvtXwjq"i1´�uv�%r�t[m��/q�r��xop¡��[u Ê }/�Rq����

p(a(t))�yuv���Xoxz[|Xuv��q"{K|[}�m�m # � %+{,# �J{ � %+{ # �J{ �J{ � %l}/�x�pu�}/tJ�
1
}/�Xwyuv�Xox�p|Xuvq���uv��|Xuvz1i �Rq�}/q�q�|Xu�m�m�uvz�uv��r"uvtXwyuvzÌ|Jopu�m�u

°1t*�	uv�Zwyuvz�}/tT|Jopu�¼	}/�X�puvz1{K|Xuv��uvz ¨ }�¡��J�¹���xwyuv������ox�_r�}/�X�puvz¸m�oxz[|�i
´%}�m −1
}/� k�z[|Xu3|Xuv� Ê tXzX�Rq�op��z[m�­

wj�puvop¡��RtXzXw<m�����wjq�|[}¯�Q©X�"{�|[}�m�ms��ox�½}/t[¡��A|Jopu
1
q���u+��uvz1i�´%}�m�m_u�m_m�op¡����Xopuv���	uvo�tX� uvoxz[u����X�Xox�p|JtXzXw

z�}�¡��
N
��}/z[|Xuv�xq"{[opm�ql�/��uvz[m�op¡��Rq��xop¡��1iK´%}_m�op¡���¢£u�|Xu�z�}/q�©X���xop¡��[u�¼	}/�X�1oxz �B��ox�s�¹}/��q�����uvz¦r"uv���puvwyuvz®�Ë��m�m�q

tXz[|½}/�x�pud��¿�wj�xop¡��[uvz ����ox�s�¹}/��q�����r"uv���puvwjtXzXwyuvz�uv��r"uvtXwjqn��uv��|Xuvz1{]opm�qB|Jopu��d�X�Xox�p|JtXzXw�m�tX�Q¢�uv�Rq�ox�	ij´%}%|Jopu
����ox�s�W}/�Rq�����r"uv���puvwjtXzXw·uvoxz[uv�lz�}/q�©X���xop¡��[uvz¸¼	}/�X�1uvoxz[|XuvtXq�oxwfopm�q"{Jopm�ql|Jopu§���X�Xox�p|JtXzXw½r�t[|Xuv�Éoxz�¢�uv��q�ox�Ki
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² }J{[|Jopu3��uvzXwyu
A
|Xuv��}/�xwyuv�X��}/opm�¡��[uvzÌ¼	}/�X�puvz�opm�qd}/�Xr��/�X�x��}/�"i

��uv��uvopm"�
´%}¦|Jopu8´�uvr�ox�½}/�p|[}/��m�q�uv�x�xtXzXwVuvoxz[uv��}/�xwyuv�X��}/opm�¡��[uvzA¼	}/�X�

a ∈ A
}/t[m���������	�

�����V��opuv�puvz ¼
o��	uv��z �	u+­

m�q�uv�[uvz �j}/zXz1{±opm�qsm�opu��Q©X�stXz[m�uv��u®¼
��u�¡��yu¦uv�[uv��tXzXwyu�uvoxwjz[uvq"i����x�puv��|JoxzXwym_�y¿�zXz[uvz ��ox��¢�u�|Xu�m
a ∈ A|JtX��¡��<uvoxz[u�����	�
��������f¼Kuvop¡��[uvzX�yuvq�q�u½|[}/��m�q�uv�x�puvz1i ¨ }�¡��H´µu+�[zXoxq�op��zV�y��z A

{
wjox�Xq§u�m�r�t·¢�u�|Xuv�
a ∈ A#6�_oxz[|Xu�m�q�uvz[m %�uvoxz �±������z[���

p
{�m��f|[}�m�m

a
uvoxz[u ¨ tX�x�pm�q�uv�x�pu3�y��z p

opm�q"i
´%}/zXzÌm�q�uv�x�puvz���ox�
a
��opuª�¹���xwjq

|[}/�"�
� ´µopu

i
­Wq�u ¨ tX�x�pm�q�uv�x�pu%|Xu�m ��������z[����m z0 · x0 + z1 · x1 + · · · + zk · xk

�

�����	uvo
i ∈ N

+ tXz[| z0, z1, . . . , zk ∈ Z
i�¼�i ��i[|Jopu3¼	}/�X� √

2
��}/zXz�}/�pm

� ´µopu
2
­Wq�u ¨ tX�x�pm�q�uv�x�pu%|Xu�m �������Rz[����m −2 · x0 + 0 · x1 + 1 · x2 �

|[}/��wyu�m�q�uv�x�xql��uv��|Xuvz1i�k�oxz[u3z[�R¡��®�y��� ��}/��q�uv��u§´%}/��m�q�uv�x�xtXzXw½���/��u§|[}�ml°1t*�	uv�W�
(i, z0, z1, . . . zk)

i
´µopu3¼	}/�X� √

(2)
��©X��|Xu%oxz®|Jopu�m�uv� ����m�q�uv� }/�pm

(2,−2, 0, 1)
�y��|Jopuv��q"i	»Aox�µ�y¿�zXz[uvzV}/t[¡��V}/�x�pu�z[uvw]}/q�ox�yuvz¬¼	}/�X�puvzÌ�p�jm���uv��|Xuvz1{�oxz[|Xuv� ��ox�%|Jopu � ����r"uvop¡��[uvz

+
tXz[|

− }/�pml|Jopuª¼	}/�X�puvz 1
�Xr��§i

2
�y�R|Jopuv��uvz1�

(i, s0, n0, s1, n1, . . . , sk, nk)�_oxq
i ∈ N

+ { s0, s1, . . . , sk ∈ {1, 2} { n0, n1, . . . , nk ∈ N0
i�´�opu3¼	}/�X� √

2
��ox��|s¢£uvq�r�qµ}/�pm

(2, 2, 0, 1, 0, 1, 1)
|[}/��wyu�m�q�uv�x�xq"i,#

0
��uvopm�uvz¦��ox�l|[}�m � ����r"uvop¡��[uvz

+
r�t1i %
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#Q���xq�uv��z�}/q�ox�¦�y¿�zXz[uvzT��ox��}/�x�pu
z ∈ Z

oxz�¢�uv��q�o��BzXop¡��]q§}/tJ�
N

2 {
m���z[|Xuv��zÌ}/tJ�
N
�_oxq��Xox���Qus|Xuv� Ê tXzX��q�op��z

j(z) : Z → N
�_oxq

j(n) = −2 · n {[�W}/�x�pm n < 0
{
j(n) = 2 · n − 1

{
�¹}/�x�pm
n > 0

tXz[|
j(n) = 0

{��W}/�x�pm
n = 0

}/�X�Xox�p|Xuvz1i %
´%}/�_oxq���}/�KuvzT��ox�%uvoxz[u Ê tXzX��q�op��z

f : A → N
∗
�y��z[m�q���tXopuv��q"i

f
opm�qµoxz�¢�uv�Rq�ox�	{�|[}3¢�u�|Xu�mµ°Zt*�Kuv��oxz

N
∗�[¿�¡��[m�q�uvz[m�uvoxz[uv�

a ∈ A
uvzRq�m"�X��op¡��Rq"i

���Kuv�
N
∗
opm�qf�Ë}/tXq8��tJ�Qw]}/�Ku�	<}/�Xr��/�X�x��}/�"i ¨ }�¡���´µu+�[zXoxq�op��z |Xuv�8�d�Xr��/�X�x��}/���yuvoxq�tXz[|A��uvwyuvz�|Xuv���z[uvz[|J�xop¡��X�yuvoxq��y��z

N
∗
{
u+¥�opm�q�opuv��q�uvoxz[u3��o ¢�uv�Rq�op��z

g : N
∗,→ N

i[´%}/zXzTopm�q�|Jopu Ê tXzX��q�op��z
h : A → N�_oxq

h(a) = g(f(a))
oxz�¢£uv��q�ox�Ki�´%}/��}/t[m��Q���xwjq"{�|[}�m�m

A �
������� � 
��

�
	
ox� �RoxzXz[u·|Xuv����tJ�Qw]}/�KuThj{ZtXz[|

|[}/�_oxq�}/t[¡��T}/�Xr��/�X�x��}/�lopm�q"i
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Ê ©X�X��uvz���ox�·|Jopu�oxz |Xuv�8��tJ�Qw]}/�Ku¦�Q�����ªtX�xopuv��q�u Í ��z[m�q���tX��q�op��z }/z�}/�p��w¬�6©X�·|JopuT��}/q�op��z�}/�puvz ¼	}/�X�puvz
|JtX��¡��1{	m��½��uv��|XuvzÌ��ox�dox� �¹���xwyuvz[|Xuvz��	uv��uvopm�uvz1{K|[}�m�m���ox�µ|[}/�_oxqµ�yuvoxz[uª�y���x�pm�q��/z[|Joxwyu��d�	uv��|Xu�¡���tXzXw
|Xu�m �¶z]q�uv���j}/�x�pm

[0, 1]
uv����uvop¡��[uvzH�ª©[m�m�uvz1i1´%}/�_oxq%wjox�xq3uvoxz[us��u�m�uvz]q��xop¡��[uf��u�����}�¡��]q�tXzXw�|Xu�m3��uv��uvopm�u�m

�Xopuv�lzXop¡��]qd��uv�X�"{[tXz[|���ox���y¿�zXz[uvz�|[}�m � uv�£�W}/�X��uvz®zXop¡��]qd��¿���q��xop¡��T©X�Kuv��q���}/wyuvz1i
¼
tXz���¡��[m�q±m�q�uv�x�puvz§��ox�	�¹���xwyuvz[|Xu�m��¹u�m�q"��º���|Jz[uvzª��ox�Zuvoxz[u�wyuvwyuv�	uvz[uB�dtJ�Qr��/�X�xtXzXwd|Xuv�1��}/q�op��z�}/�puvz_¼	}/�X�puvz
�	uv�xopuv�Xoxw�tX�®{[m��_uv����}/�xq�uvz®��ox�d��opu�|Xuv�duvoxz[u§m����p¡��[u§�dtJ�Qr��/�X�xtXzXw[i
» �/�X�puvz¦��ox�dtXz[mµuvoxz[u§�	uv�xopuv�Xoxwyu§ox����}/q�op��z�}/�pu_¼	}/�X�

r
ox� � zRq�uv����}/�x�

[0, 1]
{K|[}/zXz¦�xopuvwyuvzToxz_¢�u�|Xuv�dz[��¡��

m��T���puvoxz[uvz �d�_wyuv�XtXzXwVtX� |Jopu�m�u�m�q�uvq�m�}/t[¡�� ��}/q�op��z�}/�pu�¼	}/�X�puvz1i � m�qsz]tXz |Xuv�����[m�q�}/z[| r���opm�¡��[uvz
uvoxz[uv�d��}/q�op��z�}/�puvzV¼	}/�X�

q
tXz[|

r
wj�puvop¡��

ε
{
m��_wjox�Xq�u�mµuvoxz

k ∈ ¤ {[m���|[}�m�m ε > 10−k opm�q"iKº���|Jz[uvz���ox�uvoxz[ufwyuvwyuv�Kuvz[u8�dtJ�Qr��/�X�xtXzXwÌm���tX�®{�|[}�m�m
q
|[}/��oxz<�6��©X�[u�m�q�uvz[m�}/z �±�jm�oxq�op��z

k
�y�����y���_�3q"{�m��¦opm�q

r
� ������
�oxz½|Xuv�

q
tX�_wyuv�Kuvz[|Xuvz � zRq�uv����}/�x�Kuvz]q���}/�xq�uvz1i
�¶z[m�wyu�m�}/�3q��y¿�zXz[uvz½��ox��|[}/�_oxq�uvoxz[u ��������|Jz]tXzXw

�y��z[m�q���tXopuv��uvz1{noxz |Xuv�½}/�x�pu¦¼	}/�X�puvz1{B|Jopu�z�}/�[u·�	uvo
r
�xopuvwyuvz �XoxzX��uvop¡��[uvz[| m"���/q½}/tJ�Qwyuvr��/�X�xq���uv��|Xuvz1i

´%}/z�}�¡��s��ox��|
r
}/t[¡��szXop¡��]q�oxzs|Xuv� � uv��uvoxzXoxwjtXzXw3}/�x�puv��|Jopu���}/q�op��z�}/�puvz½¼	}/�X�puvz�tX�_wyuv�	uvz[|Xuvz��¶z]q�uv���j}/�x�pu

uvz]q���}/�xq�uvzTm�uvoxz1{XtXz[|®|Jopu����	uv��|Xu�¡���tXzXw½opm�q�zXop¡��]qd�y���x�pm�q��/z[|Joxw[i
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