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Wei Ding, Dierk Johannes
Losungsvorschlag zu Aufgabenblatt 1

Aufgabe 1

1. Es ist zu zeigen, daft der Begriff der Abzéhlbarkeit einer Menge M, so wie er in der
Vorlesung definiert wurde, eine dquivalente Charakterisierung der Begriffe nummerierbar
und aufzdhlbar ist.

e Abzihlbarkeit: entweder ist M endlich oder 3 bijektive Abbildung f : M — N,
d.h. es existiert auch eine bijektive Abbildung f~': N — M

e Nummerierbarkeit: 3 surjektive Abbildung g : N — M, d.h. Vm € M dz € N mit
glz) =m

e Aufzidhlbarkeit: 3 injektive Abbildung h : M — N, d.h. fir z,y € M mit z # y
gilt h(z) # h(y)

Bevor wir die Aquivalenz der Begriffe Abzihlbarkeit, Nummerierbarkeit und Aufzihl-
barkeit zeigen, geben wir eine wichtige Eigenschaft der Teilmengen von N an:

Jede Teilmenge T' C N ist abzdhlbar! Dies ist sehr einfach einsehbar: Entweder ist T
eine endliche Menge, dann sind wir fertig. Oder aber T ist nicht endlich. Weil T' eine
Teilmenge der natuerlichen Zahlen ist, kann man die Elemente der Grofie nach geordnet
hinschreiben: i1,42,13,44,...,%j,.... Damit ist die Abbildung f : T" — N, f(i;) = j
eine Bijektion.

Zu zeigen ist nun :

e M abzdhlbar = M aufzihlbar
M ist abzéhlbar, d.h. M ist endlich oder 3 bijektive Abbildung f : M — N.
Wenn M endlich ist, dann kann man jedem Element von M genau eine Zahl ¢ mit
1 < <|M| zuweisen, d.h. es gibt eine bijektive Abbildung h: M — {1,...,|M|}.
Fasst man h nun als Abbildung von M nach N auf, so ist A immer noch injektiv.
Wenn M nicht endlich ist, dann gibt es eine bijektive Abbildung f : M — N.
Daraus folgt insbesondere, dass f injektiv ist.

e M aufzihlbar = M abzihlbar
M aufzghlbar, d.h. 3 injektive Abbildung h : M — IN. Wenn M endlich ist dann
ist es klar, dass M auch abzéhlbar ist. Andernfalls muss man zeigen, dass es eine
bijektive Abbildung f : M — T mit T C N gibt. Dazu schréinken wir jetzt die
Zielmenge N folgendermafsen ein:

T:={h(z) e N|ze M}

Betrachtet man nun die Abbildung f: M — T mit f(m) = h(m) fiir alle m € M
so ist f wohl definiert. Weil h injektiv war ist auch f injektiv und aufgrund der
Konstruktion von T ist f auch surjektiv.

= Abbildung f: M — T ist bijektiv. = M ist abzihlbar.
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e M abzdhlbar = M nummerierbar

M ist abzéhlbar, d.h. M ist endlich oder 3 bijektive Abbildung f : M — N.
Wenn M endlich ist, dann kann man jedem Element von M genau eine Zahl ¢ mit
1 <i < |M]| zuweisen, d.h. es gibt eine bijektive Abbildung g : {1,...,|M|} — M.
Erweitert man g nun auf eine Abbildung ¢ : N — M, indem man die Elemente
n € N mit n > |M| auf ein beliebiges Element m € M abbildet, so ist g immer
noch surjektiv. Wenn M nicht endlich ist, dann gibt es eine bijektive Abbildung
f~!': N — M. Daraus folgt insbesondere, dass f~! surjektiv ist.

e M ist nummerierbar = M abzihlbar
M nummerierbar, d.h. 3 surjektive Abbildung g : N — M. Wenn M endlich ist
dann ist es klar, dass M auch abzdhlbar ist. Andernfalls muss man zeigen, dass es
eine bijektive Abbildung f : 7' — M mit T C N gibt. Dazu betrachten wir die
Funktion k£ : M — N, die definiert ist durch

k(m) = min{n € N | g(n) = m}

und definieren
T = {k(m) | me M}.

Die Funktion f : T — M mit f(t) = g(¢) ist nun nach Konstruktion bijektiv. =
M ist abzéhlbar.

2. Es ist zu zeigen, daft die Menge @) der rationalen Zahlen abzdhlbar ist. Es gilt : Q =
QT U{0}UQ . Im folgenden wird gezeigt, dak Q* abzihlbar ist. Q lisst sich analog
beweisen und die Menge {0} als einelementige Menge ist schon abzéhlbar. Da wir wissen,
dass die Vereinigung von drei abzéhlbaren Mengen wieder abzdhlbar ist, sind wir damit
dann fertig.

Die einfachste Weise zu zeigen, daR QT abzihlbar ist, ist alle Elemente von Q™ aufzu-
zéhlen. Das Problem dabei ist zu gewéhrleisten, da® jedes Element von QT genau einmal
in der Liste erscheint. Um eine Liste aller positiven rationalen Zahlen QT zu erhalten,
erstellen wir eine Matrix wie in der Abbildung angegeben.

Die i-te Reihe enthélt alle Elemente mit dem Zéhler 4, die j-te Spalte alle Elemente mit
dem Nenner j. Diese Matrix wird nun in eine Liste umgewandelt. Die Elemente werden
entsprechend ihrer

Diagonalen (siehe Abbildung) aufgelistet. Die erste Diagonale enthit das Element %
Die zweite Diagonale die Elemente %, % In der dritten Diagonalen wiirden wir jetzt
die Elemente %, %, % hinzufiigen. Wiirden wir aber % hinzufiigen, so kime das Element
% = % doppelt vor. Solche Elemente, die in der Liste schon enthalten sind, werden einfach
iibersprungen. Auf diese Art und Weise bekommt man eine Auflistung von Q.

= QT ist abzihlbar. = () ist abzihlbar.
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Abbildung 1: Abzdhlbarkeit von Q
Aufgabe 2

a)

Zuniichst einmal ist N abzihlbar und damit auch N x N (Cantor). Wenn aber N? abzihl-
bar ist, dann auch N3, usw. und damit alle N¥, k& € N (beweisbar per Induktion). Um nun eine
Abzéhlung von N* zu bekommen, schreiben wir die Elemente der einzelnen Mengen geméf
ihrer Aufzihlung von links nach rechts und die einzelnen N¥ von oben nach unten. Mit dem
Diagonalsierungsverfahren von Cantor erhalten wir so wieder eine Abzéhlung (Im Folgenden
sei f(k,n) das n-te Element von N¥.):

f(0,1)

S f(1,2) f(1L3) f(1,4)
[0 F(2,2) f(2,3) f(2,4).
fB1) f3,2) f3,3) fB3.4) .

b)

Wir bauen eine Funktion ¢(¢) : N* — N, welche die Elemente der Tupel aus N* als Expo-
nenten der Primfaktoren der Primfaktorzerlegung einer natiirlichen Zahl interpretiert. Um
auch die 0 als Element von N betrachten zu kénnen, miissen wir auch die Grofe des Tupels (
= die Anzahl seiner Elemente) beachten, da (1, 2) ansonsten auf die gleiche Zahl wie (1, 2, 0)
abgebildet werden wiirde.

Im Folgenden sei h(n,t) das n-te Element des Tupels ¢ € N*, a(t) sei die Anzahl der Elemente
in ¢ und p(n) die n-te Primzahl. Dann kann man folgende bijektive Abbildung bauen:
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g(t) =0, falls t = ()
g(t) = pla(t)) x <HZ@1 p(n)h(”’t)) — 1, falls t # ()

Das Tupel (2, 1, 1) wird also z.B. auf 22 x 3! x 57! — 1 = 299 abgebildet. Da sowohl a(t)
als auch h(n,t) alle Werte aus N annehmen kénnen und p(n) fiir n > 1 alle Primzahlen > 2
liefert, werden alle moglichen Primfaktorzerlegungen erzeugt. Der zusétzliche Faktor p(a(t))
verhindert, dass (0), (0, 0), (0, 0, 0) alle auf 1 abgebildet werden. Stattdessen erzeugen diese
Tupel genau die Zahlen, deren Nachfolger Primzahlen sind. Das —1 am Ende der Funktions-
gleichung sorgt dafiir, dass wir auch die 1 treffen. Dass es sich hierbei um eine Abbildung
nach N handelt, ist offensichtlich. Da sich jede natiirliche Zahl in Primfaktoren zerlegen lasst
und alle méglichen Primfaktorzerlegungen erzeugt werden, ist die Abbildung surjektiv. Da die
Primfaktorzerlegung einer natiirlichen Zahl eindeutig ist, ist die Abbildung zudem injektiv.

Aufgabe 3

Ja, die Menge A der algebraischen Zahlen ist abzéhlbar.
Beweis:

Da die Dezimaldarstellung einer algebraischen Zahl a € A aus unendlich vielen Ziffern be-
stehen kann, ist sie fiir unsere Zwecke eher ungeeignet. Allerdings kénnen wir jedes a € A
durch eine endliche Zeichenkette darstellen. Nach Definition von A, gibt es zu jedem a € A
(mindestens) ein Polynom p, so dass a eine Nullstelle von p ist. Dann stellen wir a wie folgt
dar:

"Die i-te Nullstelle des Polynoms zg - 2% + 21 - 2! + - -+ + 2 - ¥

wobei i € NT und 2, z1,. .., 2, € Z. Z.B. die Zahl v/2 kann als

"Die 2-te Nullstelle des Polynoms —2 - 20 +0 -z + 1 - 22"

dargestellt werden. Eine noch kompaktere Darstellung wire das Tupel:
(1,20, 215 - - - 2k)-

Die Zahl /(2) wiirde in diesem System als

(2,-2,0,1)

kodiert. Wir konnen auch alle negativen Zahlen loswerden, indem wir die Vorzeichen + und
— als die Zahlen 1 bzw. 2 kodieren:

(’i,SQ,?’LO,Sl,’)’Ll,...,Sk,nk)
mit i € NT, s0,51,...,5, € {1,2}, ng,n1,...,n, € Ng. Die Zahl /2 wird jetzt als
(2,2,0,1,0,1,1)

dargestellt. (0 weisen wir das Vorzeichen + zu.)
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(Alternativ kénnen wir alle z € Z injektif nicht auf N?, sondern auf N mithilfe der Funktion
j(z) : Z - Nmit j(n) =—-2-n, fallsn <0, j(n) =2-n—1, falls n > 0 und j(n) = 0, falls
n = 0 abbilden.)

Damit haben wir eine Funktion f : A — N* konstruiert. f ist injektiv, da jedes Tupel in N*
héchstens einem a € A entspricht.

Aber N* ist laut Aufgabe 2 abzdhlbar. Nach Definition der Abzdhlbarkeit und wegen der
Unendlichkeit von N* existiert eine Bijektion g : N*, — N. Dann ist die Funktion h: A — N
mit h(a) = g(f(a)) injektiv. Daraus folgt, dass A aufzihlbar im Sinne der Aufgabe 1, und
damit auch abzdhlbar ist.

Aufgabe 4

Fiihren wir die in der Aufgabe formulierte Konstruktion analog fiir die rationalen Zahlen
durch, so werden wir im folgenden beweisen, dass wir damit keine vollstindige Uberdeckung
des Intervalls [0, 1] erreichen miissen. Damit gilt eine wesentliche Beobachtung des Beweises
hier nicht mehr, und wir kénnen das Verfahren nicht wortlich {ibertragen.

Zunéchst stellen wir folgendes fest: Ordnen wir eine gegebene Aufzéhlung der rationalen Zahlen
beliebig um, so erhalten wir wieder eine solche Aufzéhlung.

Wihlen wir uns eine beliebige irrationale Zahl r im Intervall [0, 1], dann liegen in jeder noch
so kleinen Umgebung um diese stets auch rationale Zahlen. Ist nun der Abstand zwischen
einer rationalen Zahl ¢ und r gleich ¢, so gibt es ein k € N, sodass € > 107* ist. Ordnen wir
eine gegebene Aufzdhlung so um, dass ¢ darin frithestens an Position k vorkommt, so ist r
nicht in dem ¢ umgebenden Intervall enthalten. Insgesamt konnen wir damit eine Umordnung
konstruieren, in der alle Zahlen, die nahe bei r liegen hinreichend spit aufgezdhlt werden.
Danach wird r auch nicht in der Vereinigung aller die rationalen Zahlen umgebenden Intervalle
enthalten sein, und die Uberdeckung ist nicht vollstindig.



