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Aufgabe 1

Es sei ¥ ={0,1,$}. Wir betrachten
L = {u$v|u € SAM und v € SAM}
Weder L noch L sind akzeptierbar.

e Zu zeigen: SAM < L.
Dazu konstruieren wir eine TM-berechenbare Funktion f : ¥* — »* mit
x € SAM & f(z) € L.
Es sei nun M; Turing-Maschine mit M; € SAM.
Wir setzen f(z) = (M;) $z. Dann gilt:

r € SAM = f(x)=(M;)$z € L
r¢ SAM =z € SAM = f(x) = (M) Sz ¢ L

Aus der Vorlesung wissen wir, dass SAM nicht akzeptierbar ist. Mit der
Behauptung

L1 = Lo und Lq nicht akzeptierbar = L, nicht akzeptierbar
sehen wir, dass L nicht akzeptierbar ist.

e Zu zeigen: SAM = L.
Dazu konstruieren wir eine Turing-Maschine My ¢ SAM. Wir setzen f(z) =
x$ (Ms). Dann gilt:

z€SAM = f(z)=2$(My) ¢ L= f(z)€ L
v ¢ SAM = x € SAM = f(z) =28 (M) € L= f(z) ¢ L
Wie oben folgt, dass L nicht akzeptierbar ist.
Zeige, dass gilt:

e [, = Ly und L,y akzeptierbar = L, akzeptierbar
L, sei akzeptierbar, d.h. es gibt eine Turing-Maschine M, die Ly akzeptiert.
Ly = Ly bedeutet, dass es eine berechenbare Funktion f gibt mit x €
L, < f(z) € Ls. Diese werde realisiert durch die Turing-Maschine M;. Wir
konstruieren daraus eine Turing-Maschine M, die L; akzeptiert. Es sei eine
Eingabe x gegeben. Zuerst simuliert M die Maschine M; und berechnet f(z)
(M, terminiert fur alle z € L), danach simuliert sie M» bei Eingabe f(z).
Sie akzeptiert f(z) genau dann, wenn f(x) € Ly ist, was gleichbedeutend
mit x € L, ist. Also akzeptiert M eine Eingabe x genau dann, wenn x € L.

e [, = Ly und L, nicht akzeptierbar = L, nicht akzeptierbar
Nehmen wir an, L, wére akzeptierbar. Dann folgt aus obiger Implikation,
dass L, akzeptierbar wére, was aber der Voraussetzung widerspricht.



Aufgabe 2
(a)

Eine BB-TM kann die Sprache UNIV akzeptieren, indem das Ergebnis invertiert
wird, d.h., sagt die BB-TM fiir UNIV ja (ist also in Zustand g;,), dann sagt die
BB-TM fiir UNIV nein (ist also im Zustand ge;,) und umgekehrt.

(b)
Aufgabe 3
(a)

Idee: Das Problem ist entscheidbar.
Sei (z;,y;) fiir i = 1,...,n eine Instanz des PCPyx. Die Frage, ob es eine Indexfolge

(i1,...0) mit & € Nyiy,....ip € {1,...,n} mit z;, ..., = vi,,..., ¥, gibt, ist
dquivalent zu der Frage, ob es eine Indexfolge (i1, ..., ;) gibt mit

= ’3:“’ +.+ ‘xlk‘
= yinl + -+ v
Dann gilt:
PCPy unlosbar < Vi : |x;| < |y;| oder Vi : |y;| < |z
o =
Sei PCPy, unlosbar. Falls es ein (z;,z;) mit |z;| = |z;| gibt, dann besitzt

PCPy eine Losung (Widerspruch zur Annahme). Es gelte deshalb nun |z;| #
ly;| Vi. Wir nehmen an, dass es ein j und ein &k gibt mit |z;| > |y;], |zx| <
|yk|. Betrachte dazu

ny = || = il

ng = |yp| — |7k
Es gilt nun:
w522t [ = (a4 [ys1) - 2 + (lysl = n2) -

=ng - y;| + 11 - |y
= vyt

Es gilt, dass 7 - k™ eine Losung des PCPy ist.



o
Sei nun |z;| < |y;| Vi. Dann gilt V(iy, ..., i), k > 1:

|Tiy iy | = [2g |+ o+ g,
<yir| + o+ [y,
= |Yiy - Yir|

Also kann es keine nichttriviale Losung geben.

= Um PCPy zu entscheiden, geniigt es |y;| < |z;| fiir alle i zu testen.

(b)

Idee: Das Problem ist entscheidbar.

Sei |X| =3; 0 < |x;] <5.

Auf einer Kartenhilfte konnen nur _ 3+ 3% + 3° + 3' + 3° =363 ver-
schiedene Strings stehen. Es gibt nur 3632 verschiedene Karten. Es gilt: k < 3632,
denn es kann nicht mehr verschiedene Karten geben, als es iiberhaupt Karten ge-
ben kann. Fiir ein k£ gibt es nur endlich viele Instanzen des PCP mit k Spielkarten,

3632 : : 3632 (3632
). Die Summe aller Instanzen ist > ;- (*

lich ist. Die Gesamtzahl aller Instanzen ist gerade 23%3°) dies ist némlich die
Michtigkeit der Potenzmenge einer 363%-elementigen Menge. Um eine endliche
Menge zu entscheiden, geniigt ein endlicher Automat. Ein endlicher Automat
kann von einer Turing-Maschine simuliert werden. Regulédre Sprachen sind unter
Komplementbildung abgeschlossen. Das Problem ist also entscheidbar.

genauer ( ), was wiederum end-



