
Theoretische Informatik (WS 2005/2006) -
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Aufgabe 1

(a)

Wir definieren f und g wie folgt:

f(n) =

{
n3 falls n ungerade

n falls n gerade

g(n) =

{
n3 falls n Primzahl

n2 sonst

• Behauptung: f 6∈ O(g)
Beweis:
Angenommen, es gäbe ein n0 ∈ N und c > 0 mit der Eigenschaft, dass
f(n) ≤ c · g(n) für alle n ≥ n0. Dann setzen wir n′ auf eine ungerade Zahl
größer als c, die keine Primzahl ist und erhalten f(n′) = n′3 > c·n2 = c·g(n),
was ein Widerspruch zur Annahme ist.

• Behauptung: g 6∈ O(f)
Beweis:
Angenommen, es gäbe ein n0 ∈ N und c > 0 mit der Eigenschaft, dass
g(n) ≤ c · f(n) für alle n ≥ n0. Dann setzen wir n′ auf eine gerade Zahl
größer als c und erhalten g(n′) = n′2 > c ·n = c ·f(n), was ein Widerspruch
zur Annahme ist.

(b)

Definiere die Funktionen

gerade(n) =

{
1 falls n gerade

0 sonst

und ungerade(n) analog.
Betrachte die Funktionen f(n) = nn+gerade(n) und g(n) = nn+ungerade(n). Es gilt
offensichtlich f(n) 6= g(n) für n ≥ 2 und f(n), g(n) ∈ {nn, nn+1}. Genauer gesagt:
Für n ≥ 2 und n gerade, ist f(n) = n ·g(n) und für n ungerade ist g(n) = n ·f(n).
Beide Funktionen sind streng monoton steigend.
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Dies wird für f(n) gezeigt. Es ist

f(n + 1) = (n + 1)n+1+gerade(n+1)

≥ (n + 1)n+1

= (n + 1)n · (n + 1)1

> nn · n1

> nn · ngerade(n)

= f(n)

Es gilt f 6∈ O(g) und g 6∈ O(f). Die erste Aussage wird gezeigt; die zweite folgt
analog.
Zu zeigen ist: ∀c > 0 : ∀n0 : ∃n ≥ n0 : f(n) > c · g(n). Bei gegebenen c und n0

wählt man n als gerade Zahl größer als max{2, c, n0}. Dann gilt f(n) = n ·g(n) >
c · g(n).

Aufgabe 2

Sei g(n) = bf(n), wobei b eine Konstante, die abhängig von L ist. Dann erfüllt g
die geforderten Eigenschaften.
Beweis:

L ∈ NTIME(f(n))
Lemma B (ii)

=⇒ L ∈ DTIME(bf(n))
Lemma D (i)

=⇒ L ∈ DTIME(bf(n))
Lemma B (i)

=⇒ L ∈ NTIME(bf(n))
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