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Aufgabe 1

Es gilt: Lx N Ly # () genau dann wenn
I=JANJ=KAK = H und somit auch H =1

Auflerdem muss gelten:

X[I|=Y[H]=Y[!]
Es folgt: Worte aus Lx N Ly haben folgende Form:
{IRH#ISIRH#X() | T € {1,....k}T}
Da X[I"] =Y [I"|Vn > 1 (wegen PCP) wenn X[I| = Y[I] gilt folgt
Lx N Ly = {I®#"$1% 4 X[I" | T € {1,...k}*} mit n > 1

Es bleibt zu zeigen, dass Lx N Ly nicht kontextfrei ist.
Beweis mit dem Pumping Lemma:

1. Gegner gibt ein N € N vor.

2. Ich wéhle z € Lx N Ly mit |z| > N :

2= T INSIR 4 X [TV

3. Gegner gibt eine Unterteilung z = vvwzy mit |vwz| < N und |vx| > 0 vor.
4. Ich wahle i = 0: uwy ¢ Lx N Ly da

1. Fall: vx enthilt ein # oder $: wwy kann nicht mehr aus Ly N Ly sein,

da # oder $ fehlt.

2. Fall: vx enthélt weder # noch $: wwy kann nur ein Teilstring von [ RN,
=:af

I oder X[I"] sein. Durch Wegfallen von vz wird die Linge von a®, a
~~~ ——

=:a b
oder b in wwy verkiirzt, somit ist uwy ¢ Lx N Ly.
Fiir ein Wort a®#a$a”#b € Lx N Ly muss gelten |at| = |a| = |b|.



Aufgabe 2

Betrachte folgende Sprache:

Lp = {I#X[I)RSY[N#J" | I,J€{1,...,

wobei k, X, Y eine Instanz des PCP. Eine kontextfreie Grammatik fiir Lp ist:

Gp=(2U{$,#}U{l,..

mit Produktionen

L — iL(x;
L— @#

wobei 1 <t <kund 1< j<k.
Gibt es ein Palindrom in Lp, so gilt X[/]

k}, {S,L,R}, S, P)

=Y[I] und I = J. Dann hat PCP eine

Losung fiir diese Instanz. Gibt es kein Palindrom in Lp, so hat auch PCP keine

Losung fiir diese Instanz.

Insgesamt folgt:

Es ist nicht entscheidbar, ob eine gegebene kontextfreie Grammatik eine Sprache
generiert, die ein Palindrom positiver Linge enthélt, sonst wéire Lp und somit

PCP entscheidbar.



Aufgabe 3

Seien f, g € FUP.
Behauptung:

f¢0(9) & [ cwlg)

Beweis durch Gegenbeispiel:
Wihle

fn) =1+ (=1)")n+1
g(n) =1

O(g) ={f €FUP|[3c>0:f <pc-g}
@O(Q):{fGFUP|E|C>O:E|noeN,vn2n0:f(n)S
= =0(g) = {f €FUP | Ve > 0:Vng € N,3n >ng : f(n) >

) )
o «
—~
S 3
—_

w(g) ={f €FUP |¥Yec>0:3ng € N:¥n>mng: f(n) >c-g(n)}
Es gilt also f ¢ O(g), oder anders geschrieben f € (=O(g)).

f(n) >c-g(n)
S+ (=D"n+1>c-1

2n+1 > ¢ falls n gerade
1>¢ falls n ungerade

Es gilt jetzt: Ve > 0,Vng e Nydn >ng: 2n+1 > c.
c—1

2

Wihle fiir n immer eine gerade Zahl mit n > ng,n >
Es gilt f ¢ w(g):

f(n) zc-g(n)
s (1+(-1)")n+1>c-1

o 2n+1 > ¢ falls n gerade (1)
1>c¢ falls n ungerade (2)

-1
(1) stimmt: Ve > 03ng € N,Vn > ng : 2n + 1 > ¢. Wihle ng > CT

(2) stimmt nicht fiir alle ¢ > 0 bzw. n > ny.



