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Aufgabe 1
(a)

Es ist zu zeigen, dass der Begriff der Abzdhlbarkeit einer Menge M, so wie er
in der Vorlesung definiert wurde, eine dquivalente Charakterisierung der Begriffe
nummerierbar und aufzdhlbar ist.

Beweis:

e M abzéhlbar = M aufzdhlbar

M ist abzéhlbar, d.h. M ist endlich oder 3 bijektive Abbildung f : M — N.
Wenn M endlich ist, dann kann man jedem Element von M genau eine
Zahl ¢ mit 1 < ¢ < |M]| zuweisen, d.h. es gibt eine bijektive Abbildung
a: M — {1,...,|M|}. Fasst man o nun als Abbildung von M nach N auf,
so ist @ immer noch injektiv. Wenn M nicht endlich ist, dann gibt es eine
bijektive Abbildung f : M — N. Daraus folgt insbesondere, dass f injektiv
ist.

e M abzihlbar <= M aufzidhlbar
M aufzdhlbar, d.h. 3 injektive Abbildung a : M — N. Wenn M endlich ist
dann ist es klar, dass M auch abzédhlbar ist. Andernfalls muss man zeigen,
dass es eine bijektive Abbildung f : M — T mit T C N gibt. Dazu schrinke
ich die Zielmenge N folgendermaflen ein:

T :={a(z) eN|z e M}

Betrachtet man nun die Abbildung f : M — T mit f(m) = a(m) fiir alle
m € M so ist f wohl definiert. Weil a injektiv war ist auch f injektiv und
aufgrund der Konstruktion von 7" ist f auch surjektiv.

— Abbildung f : M — T ist bijektiv.
—> M ist abzéahlbar. OJ

e M abzidhlbar = M nummerierbar

M ist abzéhlbar, d.h. M ist endlich oder 3 bijektive Abbildung f : M — N.
Wenn M endlich ist, dann kann man jedem Element von M genau eine
Zahl @ mit 1 < ¢ < |M| zuweisen, d.h. es gibt eine bijektive Abbildung
b:{1,....,|M|} — M. Erweitert man b nun auf eine Abbildung b: N — M,
indem man die Elemente n € N mit n > |M| auf ein beliebiges Element
m € M abbildet, so ist b immer noch surjektiv. Wenn M nicht endlich
ist, dann gibt es eine bijektive Abbildung f~! : N — M. Daraus folgt
insbesondere, dass f~! surjektiv ist.

e M abzidhlbar = M nummerierbar
M nummerierbar, d.h. 3 surjektive Abbildung b : N — M. Wenn M endlich
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ist, dann ist es klar, dass M auch abzahlbar ist. Andernfalls muss man
zeigen, dass es eine bijektive Abbildung f : T — M mit T C N gibt. Dazu
betrachten wir die Funktion k : M — N, die definiert ist durch

k(m) = min{n € N| b(n) = m}

und definieren

T = {k(m) | m € M}

= Die Funktion f : " — M mit f(t) = b(¢) ist nun nach Konstruktion bijektiv.
=> M ist abzédhlbar. O

(b)

Um zu zeigen, dass Q abzihlbar ist, reicht es zu zeigen, dass Q1 abzihlbar ist,
da gilt Q = Q- U {0} UQ™, die Menge {0} abzdhlbar ist und sich analog bewei-
sen lasst, dass Q= abzédhlbar ist. Da des weiteren gilt, dass die Vereinigung von
abzéhlbaren Mengen wieder abzdhlbar ist, wire der Beweis fertig.

Es ldsst sich ganz leicht beweisen, dass Q1 abzéhlbar ist, indem man alle Elemen-
te von Q1 aufzihlt. Man muss dabei nur gewéhrleisten, dass jedes Element von
Q™" genau einmal in der Liste erscheint, d.h., dass folgender Fall nicht auftritt:
1

1= % = 1. Um dies zu gewéhrleisten stellt man am besten eine Matrix wie folgt:

1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1
2/1 2/2 2/3 24 2/5
3/1 3/2 3/3 3/4 3/5
4/1 442 4/3 444 4/5

5/1 5/2

885

Die i-te Reihe enthélt alle Elemente mit dem Zahler ¢, die j-te Spalte alle Ele-
mente mit dem Nenner j. Diese Matrix wird nun in eine Liste umgewandelt. Die
Elemente werden entsprechend ihrer Diagonalen aufgelistet, z.B. enthélt die ers-
te Diagonale das Element % und die zweite Diagonale die Elemente %, % In der
dritten Diagonalen wiirden wir die Elemente 2, 2,  hinzufiigen. Elemente, die
jedoch schon in der Liste enthalten sind, werden iibersprungen (in dem Fall %,
Begriindung siehe oben). Auf diese Art und Weise bekommt man eine Auflistung
von Q.

= Q7 ist abzéhlbar.

—> Q ist abzéhlbar. O



Aufgabe 2

(a) und (b)

Sei ¢(n) eine Funktion, die ein Tupel n € N* der Grofe |n| (stellvertretend fiir
die Dimension) nummeriert. Sie ist folgendermafien definiert:

cn) = n, In|=1

o (€L (il = 1))
cln) = Cant < (nllnl) )

Das cantor’sche Diagonalisierungsverfahren wird hier mit Cantor bezeichnet.

Beweis der Funktion von ¢(n):

Anmerkung:

Die Uberfithrung eines Tupels (...,n, k) in eines der Form ((...,n), k) ist trivial
und erzeugt begriindet durch die Definition auf dem Ubungsblatt keine Redun-
danzen, da gilt: ((...,...),...) ¢ N*.

Beweis per Induktion
[IA: ¢(n)=neN
IVie(n) eN, |n|>1
IS:
c({n,k)) = Cantor (ﬁ)
’ c(k)
c(k) € N (vglIA)
cn) € N (—=1V)

= Cantor (%) eN

Oc(n) ist somit gewissermafen eine |n|-dimensionale Cantor-Funktion.

Sei ferner p(n) diejenige Funktion, die die n-te Primzahl liefert. Die Menge der
Primzahlen ist unendlich (trivial).

Sei o(n) diejenige Funktion, die in einer nach unten beschrinkten Menge die Ord-
nungszahl der Zahl n innerhalb der Menge, sortiert nach natiirlicher Ordnung,
liefert. Dann beschreibt

F(n) = o (p(In])*™)

eine Bijektion zwischen N* und N.

Somit ist N* abzahlbar, insbesondere ist f eine solche Bijektion.



Aufgabe 3

Folgendes ist bekannt:
Polynome n-ten Grades besitzen maximal n reelle Nullstellen. In Aufgabe 2 wurde
N* definiert. Analog definiere ich die Menge Z* wie folgt:

keN

Weiter wurde in Aufgabe 2 gezeigt, dass N* abzdhlbar ist. Man stellt fest, dass
7 ebenfalls abzahlbar ist, wenn man anschliefend die Funktion f

fZ_>N7x|_>{2.x 7(E€N

2|z —1 ,sonst

anwendet.

Setzt man diese Elemente von Z* jetzt als Koeffizienten in Polynome entsprechen-
den Grades ein, so hat die resultierende Menge von Nullstellen maximal gleiche
Méchtigkeit wie Z*. Damit lasst sich diese Menge auf eine Teilmenge von Z* und
damit auf N abbilden.



Aufgabe 4

Fiithrt man die in der Aufgabe formulierte Konstruktion analog fiir die rationalen
Zahlen durch, so wird im folgenden bewiesen, dass man damit keine vollstandi-
ge Uberdeckung des Intervalls [0,1] erreichen muss. Damit gilt eine wesentliche
Beobachtung des Beweises hier nicht mehr, und man kann das Verfahren nicht
wortlich iibertragen.

Ordne ich eine gegebene Aufzihlung der rationalen Zahlen beliebig um, so erhalte
ich wieder eine solche Aufzdhlung.

Wiihle ich mir eine beliebige irrationale Zahl r im Intervall [0,1], dann liegen in
jeder noch so kleinen Umgebung um diese stets auch rationale Zahlen. Ist nun
der Abstand zwischen einer rationalen Zahl ¢ und r gleich ¢, so gibt es ein k£ € N,
sodass € > 107" ist. Ordne ich eine gegebene Aufzihlung so um, dass ¢ darin
frithestens an Position k& vorkommt, so ist 7 nicht in dem ¢ umgebenden Intervall
enthalten. Insgesamt kann man damit eine Umordnung konstruieren, in der alle
Zahlen, die nahe bei r liegen hinreichend spét aufgezéhlt werden. Danach wird r
auch nicht in der Vereinigung aller die rationalen Zahlen umgebenden Intervalle
enthalten sein und die Uberdeckung ist nicht vollstindig.



