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O Einleitung

0.1 Telnehmerkreas

Diese einfuhrende Veranstaltung Theor etische Informatik richtet sich an Studierende im ersten
Semester der Studiengange Technische Informatik, Allgemeine Informatik und Medien
Informatik.

0.2 Eingangsvoraussetzungen

Der Kurs setzt grundséizlich nur einfache Kenntnisse aus der naiven Mengenlehre voraus, wie sie
in der Schule vermittelt und bei der mathematischen Begriffsbildung verwendet werden.
Wesentlich fur ein aktives Verstandnis dieser EinfUhrung in die Theoretische Informatik ist eine
gewisse Erfahrung mit mathematischem Denken und mathematischen Formeln.

0.3 Ubersicht: Themengebiete und Aufbau des Kurses

Im Rahmen der Veranstaltung werden wesentliche Basishausteine der Theoretischen Informatik
thematisert und durch anwendungsorientierte Problemstellungen prézisert. Die
Begriffshbildungen der Theoretischen Informatik werden hier als grundlegende Hilfsmittel fur die
Losung praktischer Aufgaben dargestellt und durchgangig Uber konkrete Anwendungen
motiviert. Sebstverstandlich ist es nicht moglich, mit einer wochentlich zweistiindigen Vorlesung
ale Teilgebiete der Theoretischen Informatik angemessen anzusprechen oder die in dieser
Einfuhrung ausgewéhlten Gebiete umfassend zu behandeln; dies bleibt weiterfiihrenden
Veranstaltungen htherer Semester vorbehalten.

Als grundlegende Gebiete der Theoretischen Informatik fir eine fundierte Informatik -
Ausbildung haben sich die folgenden Themen, die die Gliederung und Auswahl des Kurses
widerspiegeln, bewahrt:

1. Zahlensysteme, Zahlendarstellung, Numerische Aspekte,
2. Codierung, Informationstheorie,

3. Aussagenlogik,

4. Pradikatenlogik,

5. Boolesche Algebra,

6. Schaltnetze und Schaltwerke,

7. Endliche Automaten,

8. Regulére Sprachen.
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Der Kurs ist zweigliedrig als Vorlesung und Ubung aufgebaut, wobei die Ubungen fir
Studierende im ersten Semester selbstredend eine herausragende Bedeutung besitzen.

0.4 Groblehrziele

Grundsétzliches Zidl des Kurses ist eine Einfihrung in die Begriffe, Methoden, Modelle und
Arbeitsweise der Theoretischen Informatik anhand der ausgewéhlten Teilgebiete. Gleichzeitig
bilden diese Themengebiete eine wesentliche Basis und Vorbereitung fir Veranstaltungen in
hoheren Semestern des Studiums.

0.5 Literaturliste

Die nachfolgende Liste stellt eine subjektive Auswahl deutschsprachiger Titel zu den
Themengebieten des Kurses dar: * Stébern’ Sie bitte in der Bibliothek und Sie werden Uberrascht
sein, wie gut diese ausgestattet ist und was sie lhnen alles zu bieten hat!

Wilhelm, R. (1996): Informatik. C. H. Beck, Minchen.

Blieberger, J. et a. (1996): Informatik. Springer-Verlag, Wien.

Rembold, U. et al. (1991): EinfUhrung in die Informatik. 2. Aufl. Hanser, Munchen.
Rembold, U. et al. (1990): Aufgaben zur Informatik. Hanser, Miinchen.

Goos, G. (1995): Vorlesungen tber Informatik , Bd. 1. Springer, Heidelberg.

Sedgewick, R. (1992): Algorithmen in C++. Addison-Wesley, Bonn.

Bauer, F.L. und Goos, G. (1991): Informatik 1. 4.Aufl. Springer, Heidel berg.

Merzenich, W., Zeidler, H. C. (1997): Informatik fur Ingenieure. B. G. Teubner, Stuttgart.
Ehrig, H. et a. (1999): Mathematisch-strukturelle Grundlagen der Informatik. Springer,
Heidelberg.

Brauch, W.,Dreyer, H. und Haacke, W. (1990): Mathematik fiir Ingenieure. B.G. Teubner,
Stuttgart.

Bohme, G. (1992): Algebra. 7.Aufl. Springer, Berlin.

Bohme, G. (1993): Fuzzy-Logik. Springer, Berlin, Heidel berg.

Schoning, U. (1992): LOGIK FUR INFORMATIKER. 3. Aufl. BI-Wiss.- Verlag, Mannheim.
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Matthiessen, G. (1991): Logik fur Software-Ingenieure. de Gruyter, Berlin.

Schiffmann, W. und Schmitz, R. (1993): Technische Informatik 1. 2.Aufl. Springer, Heidelberg.
Urbanski, K. und Woitowitz, R. (1993): Digitaltechnik. Bl-Wiss.- Verlag, Mannheim.
Morgenstern, B. (1992): Elektronik I11, Digitale Schaltungen und Systeme. Vieweg& Sohn,
Braunschweig.

Tietze, U. und Schenk, C. (1990): Halbleiter-Schaltungstechnik. 9.Aufl. Springer, Berlin.
Beuth, K. (1992): Digitaltechnik. 9.Aufl.Vogel, Wirzburg.

Schoning, U. (1997): Theoretische Informatik - kurzgefaldt. 3. Aufl. Spektrum Akademischer
Verlag, Heidelberg.

Vossen, G., Witt K. (2000): Grundlagen der Theoretischen Informatik mit Anwendungen.
Vieweg & Sohn,
Braunschweig.

Albert, J., Ottmann Th. (1987): Automaten, Sprachen und Maschinen fir Anwender.
Bibliographisches Institut, Mannheim.

0.6 Studienhinweise

Der Kurs wird als zweistiindige Vorlesung mit zweistiindigen Ubungen angeboten. Die
Vorlesungen sind derart angelegt, dass Sie diesen leicht folgen und den behandelten Stoff ohne
grof3e Mihe nachvollziehen kdnnen, vorausgesetzt Sie beachten den fortschreitenden und
aufeinander aufbauenden Charakter der Vorlesungen. Eine Sache begreifen heisst Begriffe geben,
d.h. Sie werden in diesen - wie in den meisten anderen - Veranstaltungen mit vielen neuen
Begriffen konfrontiert und Sie sollten immer die Beispiele nacharbeiten und mdglichst anhand
kleiner Verdnderungen neue Beispiele konstruieren und hiermit die Begriffe vertiefen. In [hrem
ersten Studiensemester ist ein Nacharbeiten der Vorlesungen unabdingbar, weil Sie hierbel Ihre
Kenntnisse festigen und Uberprifen, insbesondere aber nicht verstandene Argumente und
V erstandnisschwierigkeiten leicht erkennen kdnnen - letztere lassen sich dann in den Ubungen
effektiv beheben. Neben dem eigentlichen Stoff, der die tragenden Gesetzmassigkeiten umfasst,
beinhdtet der Kurs selbstverstandlich unumgangliche technische und methodische Abschnitte in
denen Arbeitstechniken im Mittel punkt stehen; in Diskussionsteilen und Zusammenfassungen
werden Sie aber stets darauf hingewiesen, worauf es wirklich ankommt! Allerdings kann alle
Hilfestellung erst den gewtnschten Erfolg bieten, wenn Sie sich mit dem Kurs intensiv
beschéftigen.

Das vorlesungsbegleitende Skript bietet |hnen die Mdglichkeit, die Ausfihrungen wiederholt
nachzuvollziehen und die wesentlichen Gedanken insbesondere mit Hilfe der Beispiele einzutiben;
dieses Skript kann und mochte aber keineswegs das Studium der angegebenen Biicher ersetzen -
das Lesen und Bearbeiten unterschiedlicher Darstellungen eines Themas schéarft [hren Blick fr
das Wesentliche und fordert neben dem Abstraktionsvermtgen besonders Ihre Fahigkeit zum
logischen Denken.
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0.7 Ubungen

Wie bereits betont bilden Ubungen wesentliche Saulen des Kurses, die fir Sie von
herausragender Bedeutung sind. Hier werden wir handlungsorientiert und teilnehmerzentriert
arbeiten und relativ leicht zu 16sende Ubungsaufgaben bearbeiten, Arbeitstechniken einiiben und
Problemlésungen diskutieren. Nutzen Sie insbesondere auch die Ubungen extensiv as
Frageforum! Dass die Ubungen Ihnen eine stéandige Uberpriifung Ihres K enntnisstandes sowie
ene adaguate Klausurvorbereitung liefern, ist Ihnen wahrscheinlich klar und ebenso, dass Sie hier
durch aktives Engagement Ihr Studium erfolgreich bereichern kdnnen.

0.8 Einfldhrung
Wasist I nformatik ?
Alles, das mit der el ektronischen Datenverarbeitung zu tun hat, wird unter den Begriff Informatik

subsumiert: Informatik ist die Wissenschaft von der systematischen Darstellung, Verarbeitung,
Speicherung und Ubertragung von Information.

InNformatik

Industrie- Geistes-, Natur-
& ] &
InNnformations- ] Ingenieur-
gesellschaft wissenschaften

Die Informatik besitzt Eigenschaften einer Grundlagenwissenschaft - vergleichbar mit der
Mathematik, der Physik oder der Philosophie -, dasie grundlegende Begriffe wie Information,
Berechnung und Algorithmus, Sprache, Komplexitét, Zufall, etc. begrindet und mit ihren
Formalismen in fast alle Wissensgebiete hineinwirkt.

Insbesondere besitzt die Informatik Eigenschaften einer Ingenieurwissenschaft, denn sie befal3t
sich mit dem Entwurf, der Konstruktion und der Realisierung von komplexen Systemen.

Gleichfals zeigt die Informatik wesentliche Eigenschaften einer Naturwissenschaft, indem sie
modellierte "Welten" analysiert und simuliert.
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Gliederung der Informatik

Theoretische I nformatik

- Grundsétzliche Fragen

- Theorie der formalen Sprachen
- Automatentheorie

- Algorithmen

- Komplexitétstheorie

- Berechenbarkeit

Praktische Informatik

- Systemanalyse

- Modellbildung

- Vertellte Systeme

- Bildverarbeitung

- Softwaretechnik, Softwarewerkzeuge
- Kunstliche Intelligenz

- Computeralgebra

Technische Informatik

- Hardwareorientierte Fragestellungen
- hochintegrierte Schaltungen

- Rechnervernetzung

- Prozef3datenverarbeitung

- Robotik

- Rechnerorganisation

Als Ingenieurwissenschaft zeichnet sch die Informatik durch einen starken Bezug zur Praxis aus.
In der heutigen Zeit mit stetig steigenden Anforderungen bildet insbesondere ein fundiertes
Wissen der theoretischen Grundlagen die unverzichtbare Basis fur ein erfolgreiche Tétigkeit -
einige der unentbehrlichen Grundlagen stehen im Mittel punkt dieser Veranstaltung.

Einleitung

5



Einleitung 6



Zahlensysteme

.1 Pol yadi sche Zahlensystene............ ... ... ...........

.2 Dual system.......

.3 Cktal systemund Sedezimal system .....................

.4 Zahl enkonvertierung. ... ........ .

.5 Konpl enentdarstellungen........... ... .. ... .. .........

. 6 Zahl endar stel | unge

. 7 Nuneri sche Aspekte

N e

11

23

29

37

Zahl ensyst ene



1 Zahlensysteme
1.1 Pol yadi sche Zahl ensystene
D e Zahl ensystene der Informatik und D gitaltechni k Dual -, Cktal -,

Dezi mal - und Sedezi nmal syst em si nd pol yadi sche Zahl ensystenme (auch
B- adi sche oder Radi xsystene genannt).

I n ei nempol yadi schen Zahl ensystemmt der Basis Bw rd
ei ne Zahl Z al s Pot enzr ei henent w ckl ung von B dargestel | t:

n

Z-) b B,

| =—

B € N hei 3t Basi s des Zahl ensystens ( B> 2) ;
die b, werden als Ziffern der Zahl bezei chnet

- Bindeutigkeit der Darstellung erfordert O <b, <B.

Ganze Zahlen ( by =0, i <0)
n .
Pot enzschr ei bwei se: Z=Y b B
i =0
Stel | enschrei bwei se: Z=bb b _...... b.b,b.b

n-n-1"n-2 3727170

Gebr ochene Zahl en
Zwi schen die Ziffern b, und b., wird ein Trennzei chen ei ngeflgt.

n

Pot enzschr ei bwei se: Z-13) b B
i=-m
Stel | enschrei bwei se: Z=bb, ,...b,bb,, b b, b,
Bei spiel: "Zwei hundertei ns”

= 2 (dual)
=1.2"+1-2°+ 0-2°+ 0-2* + 1-2% + 0-22 + 0-2' + 1.2°
= (11001001),
=8 (oktal) = 10 (dezinal)

2-10%2 + 0-10 + 1-10°
(201)

3-82+ 1.8+ 1-8°
(311),

= 16 (sedezi nal )

12 (duodezi mal)

1-12%2 + 4.12 + 9.12°
(149) o,

NN @ NN @ NN |@©

B
Z
Z

B
Z =

Z =

12-16* + 9-16°
(C9) s [Z = COH #
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Eine Ziffer ist ein Zeichen aus ei nem Zei chenvorrat von N Zei chen,
denen al s Zahl enwert die ganzen Zahlen 0, 1, 2, ... N1

ei ndeuti g zugeordnet sind.

Bezei chnung:

Dual ziffern (N=2), Cktalziffern (N=8), Dezimalziffern (N=10),
Duodezi mal zi ffern (N=12), Sedezinal ziffern (N=16).

Besitzt ein Zahl ensystemeine Basis B > 10, so werden neben den

gewohnten zZiffern 0, 1, 2, ..., 9 zuséatzlich witere Ziffern be-
noti gt .

B =2 B=5 B =28 B = 10 B =12 B = 16
0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1

10 2 2 2 2 2

11 3 3 3 3 3
100 4 4 4 4 4
101 10 5 5 5 5
110 11 6 6 6 6
111 12 7 7 7 7
1000 13 10 8 8 8
1001 14 11 9 9 9
1010 20 12 10 A A
1011 21 13 11 B B
1100 22 14 12 10 C
1101 23 15 13 11 D
1110 24 16 14 12 E
1111 30 17 15 13 F
10000 31 20 16 14 10
10001 32 21 17 15 11

D e Anzahl der erforderlichen Ziffern zur Zahl endarstell ung wachst
bei kleiner Basis relativ schnell an und verm ndert die Lesbarkeit.

Bei spi el : Darstel lung der Zahl Z = (123),, i n den pol yadi schen
Systenmen mt B = 2, 8, 12, 16

n 2" 8" 12" 16"
0 1 1 1 1
1 2 8 12 16
2 4 64

3 8

4 16

5 32

6 64
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B =2 Z =126+ 1.254+ 1.2+ 1-28%+ 0-22+ 1-2'+ 1.2°
Z = (1111011),
B =28 Z =18+ 7-8+ 3-8°
Z = (173)4
B =12: Z = 10-12*+ 3.12°
Z = (A3),
B = 16: Z =7-16+ 11-16°
Z = (7B) #

Ganze Zahl en | assen sich in einem B-adi schen System ei nfach dar -
stellen; fur beliebige reelle Zahlen gilt:

Jede reelle Zahl &Rt sich in einem B-adi schen System
durch ei nen unendlichen B-adi schen Bruch darstellen.
Rati onal e Zahl en besitzen i m B-adi schen System ei nen
endl i chen oder einen periodi schen B-adi schen Bruch.

Irrational e Zahl en sind in pol yadi schen Systenen nur n&herungs-
wei se darstellbar - z. B. ist die vollstandi ge Dezinal darstell ung
der Zahl B = 3,141592... unbekannt.

Bei spiel: B-adi sche Bruche

Dezi nal system

715 = (1,4),, 2/3 = (0,6), 3/4 = (0, 75)

Gkt al system

7/5 = (1,3146), 4/7 = (0,4), 5/4 = (1,2),
Dual system
15/8 = (1, 111), 7/5 = (1,0110), 3/4 = (0,11), #

Der i m Dezi mal system endl i che Bruch 7/5 ist im Dual systemein peri -
odi scher Bruch; 3/4 dagegen ist in beiden Systenen als endlicher
B- adi scher Bruch darstell bar.

Ein endlicher B-adischer Bruch entsteht aus dem echten Bruch
p/q, wenn g nur solche Prinfaktoren besitzt we
sie auch in der Basis B des Zahl ensystens auftreten.

Zahl ensyst ene



Negative reelle Zahl en werden in einem pol yadi schen Zahl ensystem
mt Hlfe des vorangestellten Vorzeichens "-" gekennzei chnet.

Bei spiel: G oORte darstell bare Zahl

Die groite darstell bare Zahl fir eine fixierte Stellenzahl n in
ei nem pol yadi schen Zahl ensystem mt der Basis B ergibt sich zu:

Z=(B1)-B + (B-1)-B' + ... + (B-1)-B"! =
= B-B + B-B+...+ B-B!'!= B-B=B-1;
sei B=2, n=8 Z= 2%-1=(255), . #

Zahl ensyst ene



1.2 Dual system

Das Dual system i st das pol yadi sche Zahl ensystem mt der Basis 2.
Darstel |l ung ei ner Zahl:

n .
Pot enzschr ei bwei se: Z=) b2 , 0<b <2
[
Stel | enschrei bwei se: Z=Db,...... by, b, b, by, b, b,b,....
2n 2-3
23 22
22 2-1
21
20

517 578 125
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Das Dual systemstellt mt den Ziffern b, € {0,1} ein spezielles
Bi narsystem dar. Binar hei 3t ganz allgenein zweier Werte féhig

sein und ein Binarzeichen ist jedes beliebige Zeichen aus ei nem
zwei el ementi gen Zei chenvorrat. A's Binarzahl wird jede Zahl be-
zei chnet, die aus einer Fol ge der binaren Informationseinheit

1 bit (binary digit) aufgebaut ist - z. B. binarverschlusselte

Dezi mal zahl en (BCD).

Arithnmeti k i m Dual system

O Addition
Augend + Addend = Sume Ubertrag (Carry)
0 + 0 = 0
0 + 1 = 1
1 + 0 = 1
1 + 1 = 0 1

Der Ubertrag wird anal og zur dezimal en Addition auf die fol gende
hoherwertige Stelle addiert.

dual dezi ma

0010, 1 2,5
+ 1010, 1 + 10,5
---i-i-- ---i-- Ubertrag
11010 13,0

o Subtraktion

M nuend - Subtrahend = D fferenz Bor ger (Borrow)

0 - 0 = 0
0 - 1 = 1 1
1 - 0 = 1
1 - 1 = 0

dual dezi ma

101011 43
- 100111 - 39

1 1 Bor ger
000100 04

Diese Art der Subtraktion wird in MKkroprozessoren nicht reali-
siert; Addition und Subtraktion werden mt einem Addi erwerk durch-
gef thrt indem die Subtraktion durch Konpl enentbil dung auf eine
Addi ti on zuruckgefuhrt wird - s. u.
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o _Multiplikation

Mul ti pli kand - Ml tiplikator

Pr odukt

R, OO
RORFrO
I m
ROOO

10001 - 1100 (17) 1 - (12) 4 = (204) 4,
10001
10001
00000
00000
11001100

Die Multiplikation korrespondiert zur fortgesetzten Addition.

Ver schi eben ei ner Dual zahl umeine Stelle nach links/rechts |ie-
fert deren Verdoppel ung/ Hal bi er ung!

o Division

Dividend : Dvisor = Quotient + Rest
0 0 = ni cht definiert
0 1 = 0
1 0 = ni cht definiert
1 1 = 1
(299) 10+ (13) 4 = (23) 4
100101011 : 1101 = 10111
- 1101
10110
- 1101
10011
- 1101
1101
- 1101

0

Die Division korrespondiert zur fortgesetzten Subtraktion.
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D e Zahl endarstellung i mDual systemist relativ unstéandlich und
ni cht sehr praktikabel; eine Dual zahl besitzt durchschnittlich
3,3-mal soviele Stellen wie die entsprechende Dezi nal zahl .

(1000000111110), = (4158),,

Zahl ensyst ene



1.3 Ckt al system und Sedezi mal system

Zahl endarstel l ungen i m Cktal - bzw. Sedezi mal system sind eng mt
der Darstellung i mDual system verknupft; in diesen Systenen werden
mehrere Dual stellen (3-bit bzw. 4-bit) zu einer Ziffer zusamen-
gef aldt.

Das Cktal systemist das pol yadi sche Zahl ensystem mt der Basis
B=8:

Z=) b -8 , b el012...,7

i

1= 8 =2

8= 8 =2

64 = g2 = 2°

512 = g  =2°

4 096 = g = 2n

32 768 = g = 2

262 144 = g = 2%

2 097 152 = g = 2%

Das Sedezi mal system i st das b-adi sche Zahl ensystem mt der Basis
B=16:

Z-3 b -16" , b €0,1,2...,9ABCDEF}

Anstell e der norm erten Bezei chnung (DI N 44300) Sedezi mal system
wi rd haufig auch Hexadezi mal system verwendet und di e Zahl darstel -
l ung durch ein angefugtes H gekennzei chnet.

Umwandl ung ei ner Oktal - in eine Dual zahl:

Ausgehend von der Cktal darstellung der Zahl ergibt sich deren
Darstel l ung i m Dual system indemjede einzelne Cktalziffer durch
drei aufeinanderfol gende Dual ziffern repréasentiert wrd.

(523)y = (101 010 011), , (7,41)y = (111 , 100 001),

Ent sprechend | a8t sich jede Dual zahl in eine Cktal zahl umnandel n,
indemjeweils drei Dual zi ffern ausgehend vom"," zu einer Cktal -
ziffer - ggf. durch Einfldgen von Nullen - zusamengefalit werden.

(10 111 , 01), = (010 111 , 010), = (27 , 2),

Zahl ensyst ene



Anal og erfol gt die Unrechnung zwi schen Sedezi mal - und Dual system
wobei hier jeweils vier Dual stellen zu einer Sedezinmal zi ffer ko-
respondi er en.

1 Cktalstelle 3 Dual stell en

1 Sedezinuml stelle 4 Dual stellen

Fir die arithnmetischen Qperationen i mGCktal - und Sedezi mal system
gel ten anal oge Regeln wie fir das Rechnen mt Dezi mal zahl en; prak-
ti kabel sind oftmals sogenannte Additions- und Miltiplikations-
taf el n.

Addi ti onstafel fir Cktal zahl en:

Mul tiplikationstafel fur Cktal zahl en:

| TaJ2l3Tals]e]7]
1l 2 [ 2] 3[4]|5 |6 |7
2l 2 | 4 | 6 |10 |12 ] 14|16
3l 3 | 6 | 11|14 |17 | 22|25
4 )| 4 | 10|14 | 20 |24 | 30 |34
5 | 5 |12 | 17 | 24 | 31 | 36 | 43
6 | 6 | 14 [ 22 | 30 | 36 | 44 | 52
7| 7 | 16| 25 | 34| 43 |52 |61

Zahl ensyst ene
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1.4 Zahl enkonverti erung

Al's Zahl enkonvertierung wrd di e Umandl ung ei ner Zahl endarstel -
 ung zwi schen verschi edenen B-adi schen Systenen bezei chnet.

Imweiteren wird aufgrund der hervorragenden Bedeut ung haupt sach-
lich die Umandl ung zwi schen Dual - und Dezi mal system thematisiert.

Prakti sche Rel evanz besitzt die Konvertierung ganzer Zahlen und
endl i cher B-adi scher Briche, denn Digital rechner verwenden fur die
Spei cherung der unterschiedlichen Zahl entypen natirlich eine fix-
ierte Stellenzahl.

De ldentitat

die die Darstellung der Zahl Z im B -adischen Systemmt der Basis
B' und i m B-adischen Systemmt der Basis B beschreibt, ist nur
fur ganze Zahlen - b'; =0, i <0 - stets erfullbar.

Fir echte B -adi sche Briche ist die exakte Konvertierung dann nbg-
[ich, wenn in B nur Prinfaktoren auftreten, die auch in B enthal -
ten sind - vgl. Cktal- und Sedezi nmal system |st di ese Voraussetz-
ung ni cht gegeben, so ist fir eine endliche Darstellung in B er-
forderlich, dal i mgekurzten Bruch

Xl: b’ -B/i _ b/ilb/iz... b/,m/ . L
' q

/
i :7m/ B/m

der Divisor g nur solche Prinfaktoren besitzt, die auch in der
Basis B auftreten.

Konverti erungsf ehl er

Ei ne endlich-stellige Zahl kann bei der Konvertierung in ein ande-
res B-adi sches Zahl ensystem ei ne nichtendliche Ziffernfolge lie-
fern. Heraus resultiert aufgrund der beschrankten Stellenzahl bei
Di gital rechnern der sogenannte Konvertierungsfehler, der die nahe-
rungswei se Darstellung ei nes Dezi mal bruchs i m Dual system

charakterisiert. n’ _ n

(0, 01), = (?2...7),

Zahl ensyst ene
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Beispiel: " 100 Pfennige 1 Dvark "

# i ncl ude<stdi o. h>
int i;
float x = 0.0;
for(i = 0; i < 100; ++i)
x += 0.01;
X -=1.0;
printf("100 * .01 - 1 = %\n", x);

100 * .01 - 1 = -6.55651 e-07 #
D e Konvertierung eines Dual bruchs in einen Dezinmal bruch liefert
dagegen i mmer ein exaktes Ergebnis, denn 2 ist Prinfaktor von 10!
D e Standardnet hoden zur Zahl enkonvertierung sind:

(i) Konvertierung mttels sukzessiver Division mt Rest,

(ii1) Konvertierung mttels sukzessiver Miltiplikation und Addition;

bei de Verfahren basieren auf dem Horner-Schema ( WG Horner, 1774-
1834, englischer Mathematiker).

Ei nschub: Auswertung von Pol ynonen
* Hor ner - Schema

D e nuneri sche Auswertung des Pol ynons

n

p(x) :'Zo a, x'

fur einen vorgegebenen Wert x, von x | aBRt sich sehr effektiv durch-
f Uhren, wenn

pP(X,) =ax," +a, X

+1%0 X oLt aX, ta

0

in der Form

P(Xy) =( ... [ (ax, +a, )Xy +a,, X, +a, 31X, +... +a)X, + a,
dargestellt wird. D e Auswertung erfol gt dann von innen nach aulden,
indemrekursiv die n Zahlen ay,, a;, ... ,a,::; &, nhach der Vor-

schrift

anl
4,

a, ,

Xo@j+1,1 T g

fuar j = n-1(-1)0

berechnet werden, so dalR gilt:

o1 = P(Xo)
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Das Ergebni s kann auch fol gender mal3en abgel ei tet werden:

g + (X - Xg)(ay + ayx + ... + ax") =
= Ay - XAy * (@ - Xe@xu) X + ...+ (811 - Xe@y) XM+ aX" =
= a, +ax + ... +a X"+ ax" = p(x)

Fir die manuell e Auswertung wird das Horner-Schema in Form ei ner
Tabel | e dargestel lt:

an an 1 an-z al a0
Xolny XoQn 1.1 C e Xodpy Xodiy
.................... Immﬁn;m"mﬁnﬂmam"m.uﬁmzham"mmm""m;";;;mm.uﬁagummm"mm""?MA?EQXQINNM

D e Division eines Polynons durch (x - X,) ergibt sich direkt mt
dem Hor ner-Schema fur x = X,: In der unteren Zeile stehen die Ko-
effizienten des abgespal t enen Pol ynons und der D visionsrest, d.h.
p(x,) ist der bei Division durch (x - X, verbleibende Rest:

p(X) — (a anl) " p(XO)
X - X0 X - X0

+a,, X +... +a

11 21 nl

Bei spi el :
Auswertung des Polynonms p(x) = x* + 2x® - 3x + 1 fir x, = 1.4 :

p(1.4) =6.1296  ;

(x* + 2.0x3- 3x +1) : (x - 1.4 = x3®+ 3.4x> + 4.76x + 3.664 +
x* - 1.4x3 + 6.1296/ (x - 1.4)
3.4x3 - 3x
3.4x3 - 4.76x?
4.76x% - 3X
4.76x% - 6.664x
3.664x + 1
3.664x - 5.1296
6.1296
p(x) = (x® + 3.4x%> + 4.76x + 3.664) -(x - 1.4) + 6.1296 #
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Di e Anzahl der erforderlichen Miultiplikationen und Additionen i st
bei m Hor ner- Schema gl eich n - entsprechend dem G ad des Pol ynons:
Das Hor ner-Schema i st bezuglich der Berechnungskonpl exitéat das
gunstigste Verfahren zur Pol ynomauswert ung!
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Konvertierung mttels sukzessiver Division mt Rest

Bei diesem Verfahren wird die Konvertierung i nrer im U sprungszah-
| ensystem durchgefiuhrt. Die Basis B des Zielsystens nuf3 dazu im Ur-

sprungssystem dargestellt werden und der bei den einzelnen D visio-
nen auftretende Rest wird jeweils in das Zi el system ungewandel t.

D e i mpol yadi schen Zahl ensystem mt der Basis B gegebene ganze
Zahl Z

Z=-=) b -B
i =0
besitzt die Horner-Darstellung:
Z=(...(((b,B+b,,)B=+b, ,)B+b, ,)B+b,_,)B~+..

+b, ) B+ Db,

Die Ziffer b, ergibt sich als Rest, wenn Z durch B dividiert wrd,
Abtrennen des Restes und erneute Division durch B liefert b; usw;
die Division wird fortgesetzt bis der Quotient verschw ndet.

Sukzessi ve D vision durch B:

z B = q Rest b, (LSB)

do B = q Rest b,

d, B = q, Rest b,

Op.1 - B = 0 Rest b, ( MSB)
Bei spi el :

(i) Konvertierung der Zahl (21),, i ns Dual system durchgefuhrt im
Dezi mal system ( B = (2) 4, ):

21 : 2 = 10 Rest 1 b, = 1 (LSB)

10 : 2 = 5 Rest O b, =0

5 : 2 = 2 Rest 1 b, =1

2 . 2 = 1 Rest O b, =0

1 : 2 = 0 Rest 1 b, =1 (MSB)
(21) ,, = (10101), [ =24 + 22 + 20 ]
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(i1) Konvertierung der Zahl (10101001), i ns Dezi mal system durchge-

fuhrt im Dual system ( B = (1010), ):
10101001 1010 = 10000 Rest 1001 by = (9) 1
10000 1010 = 1 Rest 110 b, = (6) 1,
1 : 1010 = O Rest 1 b, = (1)
(10101001), = (169) 4, [ 128 + 32 + 8 + 1 = 169 ] #
Fir echt gebrochene Zahlen Z
-1
Z=) b -B
-m
besitzt die Horner-Darstellung die Form
1 1 1 1
Zzﬁ'(b—1+§‘(b—2+ +§‘(b—m+l+§‘b—m) )

Di e Konvertierung erfolgt mt sukzessiver D vision durch 1/B, d.h.

Mul tiplikation mt

Ant ei |
b., :

.. b
Rest d| e

Bei spi el :

Konvertierung der Zahl

(0,69),, i ns Dual system durchgef Uhrt

Dezi mal system ( sukzessive Division durch 1/2 ):

0,69 - 2
0, 38
0, 76
0, 52
0, 04

N NN NN

0, 08

(0, 69) 5

= 1,38
= 0,76
= 1,52
= 1,04
= 0,08
= 0,16

(0, 101100),

Uber | auf
Uber | auf
Uber | auf
Uber | auf
Uber | auf
Uber | auf

[ 1/2 + 1/8 + 1/16 =

1
0
1

b, =1
b, =0
b, =1
b, =1
bs =0
be =0

0, 6875

B, die Ziffern b, ergeben sich als ganzzahl i ger
(Uober | auf) nach j eder Ml ti pI i kation in der Rei henfolge b,
nach Abspal ten des ganzzahligen Anteils wird mt dem
Mul tiplikation fortgesetzt.

im

0, 69]
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Konvertierung der Zahl (0,11), ins Dezimal system durchgefuhrt im
Dual system ( Multiplikation mt (1010), ):

0,11 - 1010 = 111,10 Uber | auf 111 b, = (7)
0,10 - 1010 = 101,00 Uber | auf 101 b, = (5)
0,00 - 1010 = 0, 00 Uberlauf 0 b, = (0) 4

(0,11), = (0, 75) 4 #

Ei ne gebrochene Zahl Z

Z=) b -B

i =-m

wird konvertiert indemder ganze und der echt gebrochene Teil mt

-1

Z - fb b, -B" + ) b -B

i =0 i =-m

separat ungewandelt wird bzw. indemZ mt Hilfe einer Norm erung
al s ganze oder echt gebrochene Zahl dargestellt wrd:

n+m ) -1 .
Z-(Y b B ) -~ = ( Y b -B)- B
i =0 B i =-(men+1)

Sel bstverstandli ch nuR das Resultat anschlieRend mt 1/B™ bzw. B"!
renorm ert werden.

Bei spi el :
Konvertierung der Zahl (3,75),, i ns Dual system
(i) (3,79) 10 = (3) 10 + (0,75) 4
3 2 = 1 Rest 1 0,75 - 2 = 1,5 Uberlauf 1
1 2 =0 Rest 1 0,50 - 2 = 1,0 Woerlauf 1
(3) 10 = (11), (0,75), = (0,11),
(3,75) o= (11,11),
(i) (3,79) 10 = (0,375) 3 - (10) 4
0,375 - 2 = 0,75 Uberl auf 0
0,7 - 2 = 1,50 Uber |l auf 1
0, 50 -2 = 1,00 Uoberl auf 1
(0,375), = (0,011), , Miltiplikation mt (10),, = (1010), ,
(3,75) o= (11,11), . #
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Konvertierung mttels sukzessiver Miltiplikation und Addition

D ese Methode fuldt auf der Horner-Darstellung der ganzen Zahl Z

n/

Z=Y b/-B"=(... ((by-B +b’, ) B +b',,) B +.
i =0

+b/1)'B/+b/o ,

wobei die hochstwertigste Stelle b', mt der Basis B nmultipliziert
und b', ., addiert wird, anschlielRBend wird das Ergebnis w eder mt

B nmultipliziert etc. Die Konvertierung resultiert indemdie Zf-
fern b', genau so wie die Basis B bei der sukzessiven Miltiplika-
tion und Addition imZelsystemmt der Basis B dargestellt werden.

Sukzessive Multiplikation und Addition:

b' B = a , a, + b,, = a
a, B = a, : a, + b,, = a
. An., + by = (Ds

D e Berechnung erfolgt imZelsystemmt der Basis B.

Hor ner - Schensa:

Bei spi el :
Konvertierung der Zahl (10101000), ins Dezi mal system durchgef thrt
i m Dezi mal system

(10101000), = (168)
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Konvertierung der Zahl (2314),, i ns Dual system durchgefihrt im
Dual system

Darstel lung i m Zi el system B =(10),, = (1010),

(2) 10 = (10), , (3) = (11), , (1) = (1), , (4) 1, = (100),
10 11 1 100
B' =1010 10100 11100110 100100000110
10 10111 11100111 100100001010

(2314) ,, = (100100001010),

D e Konvertierung einer echt gebrochenen Zahl ergibt sich uber die
sukzessive Multiplikation mt der inversen Basis 1/B, wobei ent-
sprechend der Horner-Darstellung mt der letzten Stelle begonnen
und di e Rechnung i m Zi el syst em ausgef thrt wi rd.

Schema:
b' -m " 1/ B' = al y al + b' -(m-1) = az
az " 1/ B' = a3 y a3 + b' -(m-2) - a4
, .3 + b = Qym-y
Ao(mi-1) 1/B = ay.1 = (s
Bei spi el :

Konvertierung der Zahl (0,1011), ins Dezi mal system durchgefuhrt im
Dezi mal syst em

1 =D, 0 1 0
1/B =0,5 0,5 0,75 0, 375 0, 6875
||1 1,5 0, 75 1, 375

(0,1011), = (0, 6875) 4,
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Konvertierung mt Hlfe eines Zw schensystens

Di e direkte Konvertierung zw schen Dual - und Dezi mal system und vice

versa |l alt sich haufig leichter durchfdhren, wenn ein Zw schensy-
stem - Cktal - oder Sedezi nmal system - benutzt wrd.
Konverti erungsabf ol ge:

Dual system Ckt al system Dezi mal syst em

Dual system Sedezi mal system Dezi mal system

H erbei erleichtern Tabellen di e Umandl ung zw schen Cktal -/ Sedezi -

mal - und Dezi mal system ganz erheblich.

Konverti erungst abel | e (sedezi nal / dezi mal ) :

4. Stelle 3. Stelle 2. Stelle 1. Stelle
B=16 B=10 || B=16 B=10 || B=16 B=10 || B=16 B=10
0 oo O o oo 0
1 4 096 || 1 256 || 1 16 || 1 1
2 8 192 || 2 512 || 2 32 || 2 2
3 12 288 || 3 768 || 3 48 | 3 3
4 16 384 || 4 1 024 || 4 64 || 4 4
5 20 480 || 5 12805 80115 5
6 24 576 || 6 1 536 || 6 96 || 6 6
7 28 672 || 7 1 792 || 7 112 || 7 7
8 32 768 || 8 2 048 || 8 128 || 8 8
9 36 864 || 9 2 304 || 9 144 || 9 9
A 40 960 || A 2 560 || A 160 || A 10
B 45 056 || B 2 816 || B 176 || B 11
C 49 152 || C 3072 |C 192 || C 12
D 53 248 | D 3328 D 208 || D 13
E 57 344 | E 3584 || E 224 || E 14
F 61 440 || F 3840 || F 240 || F 15
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Bei spi el :

Konvertieren der Zahl (10110101101), i ns Dezi mal system vi a Sedezi -
mal dar st el | ung:

(10110101101), = (0101 1010 1101), = (5 A D)

(5 A Dy = (1280) 4, + (160), + (13), = (1453) 4

Konvertieren der Zahl (37383),, i ns Dual system via Sedezi mal system

1. Umandl ung i ns Sedezi mal system (sukzessive Division mt Rest)

37383 : 16 = 2336 Rest 7
2336 : 16 = 146 Rest O
146 : 16 = 9 Rest 2

9 : 16 = 0 Rest 9

(37383) ,, = (9207) 4

2. Umandl ung i ns Dual system (1 Sedezinmal stelle 4 Dual stellen)
(37383),, = (9207),, = (1001 0010 0000 0111),

Zahl ensyst ene

21



1.5 Konpl enent dar st el | ungen

Das Rechenwerk der ALU (Arithnetisch Logische Einheit, arithnetic
logic unit) in Digitalrechnern fuhrt die arithneti schen G undope-
rationen - Addition, Subtraktion, Multiplikation und D vision - zu-
nmei st Uber eine einfache Addition aus, wobei die Subtraktion als
Konpl enent addi ti on und die Miltiplikation bzw. D vision als w eder-
holte Addition bzw. Subtraktion durchgefihrt werden.

Negati ve Zahl en werden héaufig imB- bzw. (B-1)-Konpl enent darge-
stellt.

Konpl enent addi ti on:
a-b=a+b-K , a,b,KeN,

b:=K-b : Konpl enent von b zu K.

D e positive Zahl b besitze i m polyadi schen Zahl ensystem mt der
Basis B eine n-stellige Darstellung, dh. in Radixschreibweise gilt:

b = b, b, .05 ... by.

B- Konpl enent ( B"- Konpl enent ) :

b-B"-b

D e Summe aus Zahl und B"- Konpl enent ist identisch zur nachst hoéhe-
ren Basi spotenz:

B"=b +b

(B-1) - Konpl erent ( (B"-1) - Konpl enrent ) :

b=(B"-1) -b

D e Sume aus Zahl und (B"-1)-Konplenment liefert die grol3te dar-
stell bare n-stellige Zahl.

Addi tion von 1 zum (B"1)-Konpl enment ergi bt das B"- Konpl enent:

b(B" - p(B™1 , 1

D e Berechnung des B-Konpl enents einer Zahl in Radi xdarstellung er-
folgt, indemjede Ziffer von der umE ns verkleinerten Basis sub-
trahiert und anschlielRend eine Eins zur niedrigsten Stelle - unter
Beachtung aller Ubertrége - addiert wrd.
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D e Berechnung des (B-1)-Konplenents einer Zahl in Radi xdarstellung
erfol gt durch Subtraktion jeder einzelnen Ziffer von der groften
Ziffer (B-1) der Darstellung.

Bei spi el :
(i) B=10
n b (B-1) - Konpl . B- Konpl .
1 3 6 7
2 44 55 56
4 6121 3878 3879

(B-1) - Konpl enent

Neuner - Konpl enent

9- Konpl enent ,

B- Konpl enent Zehner - Konpl enent 10- Konpl enent ;
(ii1) B=2
n b (B-1)-K B- K. B 1 B"
—
1 1 0 1 1 10
1 0 10 1 10
2 10 01 10 11 100
4 0011 1100 1101 1111 1 0000
8 1100110 0011001 0011010 } 1111 1111 1 0000 0000
(B-1) - Konpl enent Ei ner - Konpl enent 1- Konpl enent ,
B- Konpl enent Zwei er - Konpl enent 2- Konpl enent ;
Bei Dual zahlen liefert das Invertieren aller Ziffern (O 1) das

(B"-1) - Konpl enent ;
pl ement durch Addition einer 1!

Subt raktion i m Dezi mal system mttels Konpl enent bi | dung:

24 - 8 = 16 (n=2)
9- Konpl enent von 08: 99 - 08 = 91
24
+ 91
115
+ 1 Einerricklauf korrespondiert zur Subtraktion von 99
16

das B"- Konpl enent ergi bt sich aus dem (B"-1)-Kom
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10- Konpl enent von 08: 100 - 08 = 92

116 Ubertrag streichen

Subt raktion i mDual systemmttels (B-1)-Konpl enent

B" -1-=2"-1-=111... 11
(n Stellen)

Zahl enbereich fir n-stellige ganze Dual zahl en:

b >0 0 < b < 21 -1

b <0 -2t +1 < b < O

n = 4.
dezi mal | 7 6 5 4 3 2 1 0 +0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7
dual | 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111 0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111

Charakteristisch fur die Darstellung ist das Auftreten zweier Nul-
len, hieraus resultiert eine symetrische Aufteilung der positiven
und negativen Zahl enberei che; die hochstwertigste Stelle (NVSB) | aft
sich als Vorzeichenbit ( "0" - positiv, "1" - negativ ) interpre-
tieren.

a-b=a+b- (B - 1)

- Konpl enent bi | dung: b=(B"-1) - b
- Konpl enent addi ti on: a+b
- Subtraktion: a+b- (B -1

Fal | unt er schei dung:
(i) a=>b

In der fiktiven (n+l)-Stelle tritt eine Ei ns auf, Vernach-
| &ssi gung dieser Stelle korrespondiert zur Subtraktion von
B", d.h. die zuviel subtrahierte Eins [(B" - 1)-Konpl enent]
mul3 anschliellend w eder addi ert werden (Ei nerruckl auf).
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(ii) a<b

Es tritt keine Eins in der (n+l)-Stelle auf, nach der Ad-
dition des Konplenents ergi bt sich ein negatives Ergebnis
i n Konpl enentdarstel |l ung und der Subtraktionsschritt (Re-
konpl enenti erung) entfallt.

Ei nerrickl auf

Tritt nach der Konplenentaddition in der fiktiven (n+l)-Stelle
eine Eins auf, so wird diese Stelle vernachl assi gt
und das Ergebnis durch Addition einer Eins korrigiert.

Bei spi el :
13 - 7=6_, n=25
- Konpl enent bi | dung: (7),, = 00111
(-7), = 11000
- Konpl enentaddi tion: (13),, = 01101
+(-7), = 11000
100101
- Einerruckl auf: 1
00110 = (6) 0
/- 13 =-6 , n=5
- Konpl enent bi | dung: ( 13),, = 01101
(-13),, = 10010
- Konpl enent addi ti on: (7),, = 00111
+(-13),, = 10010
011001 = (-6) 4, #
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Subt raktion i m Dual system mttels B-Konpl enent

B" =2"=100... 00
(n Nul I en)

Zahl enbereich fir n-stellige ganze Dual zahl en:

b >0 0 < b < 21 -1

b<O0 -2 < b < -1

n = 4.
dezimal | -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7
dual | 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111 0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111

Charakteristisch fiur die Darstellung ist eine unsymetrische Auf-
teilung der positiven und negativen Zahl enbereiche; die hochstwert-
igste Stelle (MSB) |alt sich als Vorzeichenbit ( "0" - positiv,

"1" - negativ ) interpretieren.

a-b=a+b- B

- Konpl enent bi | dung: b=B -0
- Konpl enent addi ti on: a+b
- Subtraktion: a——b—RB"

Subtraktion entfallt, denn Vernachl dssigung des Uberl aufs
in der (n+l)-Stelle, die aus dem betrachteten Zahl enberei ch
hi nausf ihrt, entspricht gerade der Subtraktion von B"

Bei spi el :
13 - 7=6 _, n=25
- Konpl enent bi | dung: (7),, = 00111
(-7), = 11000
+ 1
11001
- Konpl enentaddi tion: (13),, = 01101
+(-7), = 11001
100110
- Upberl auf streichen: 00110 = (6) 4
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7 - 13 =-6 ., n=25

- Konpl enent bi | dung: ( 13),, = 01101
(-13),, = 10010
+ 1
10011
- Konpl enent addi ti on: (7),, = 00111
+(-13),, = 10011

11010 = (-6)4 #

Bener kung: " Ber ei chsuber schrei tungen”

Es ergeben sich fal sche Resultate, wenn der zul &ssige Zahl enbereich
Uberschritten wird, z.B.

13 +7 =20, n=5

(13),, = 01101
+( 7),, = 00111
10100 = (-12),, ®
Abhi | f e:

Ei nf Uhrung ei ner Schutzstelle derart, dalR alle gultigen positiven/

negati ven Zahlen in den gl eichbewerteten Stellen n und n+l1 ei ne 00/
11 auf wei sen.

Besitzt ein Ergebnis nun eine der Konbinationen 01 oder 10 in den
fuhrenden Stellen, so |liegt eine Bereichsuberschreitung vor.

13 +7 =20, n=5

(13),, = 001101
+ 7),, = 000111
010100
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1. 6 Zahl endar st el | ungen

Ein Wrt stellt allgenein eine geordnete (als Einheit adressier-
bare) Sequenz von N Bits dar - die Zahl N kennzeichnet die Wrt-
| &nge.

Di e binare Darstellung von N Synbolen erfordert Id N:=1o0g, N
Bits, z.B.

Dual ziffer ld 2 =1Bt ,

Cktal zi ffer ld 8 =3 Bits

Dezi mal zi ffer ld 10 = 3,32 Bits also 4 Bits.

Wirtl dngen i n Bussystenen:

Bits VBB LSB
Hal bbyt e 4
(Nbbley ( (.
______________________________ 3 0
Byt e 8
_________________ 7 0
Wor t 16
(2 Byte) { |
L 15 0
Langwor t 32
(2 Worte) L
31 0

In der Regel wird eine Zahl durch ein Wrt reprasentiert, d.h. der
resul tierende Zahl enbereich ist infolge der endlichen Wrtl ange
beschr ankt .

I mfol genden wird die Darstellung i mDual system betrachtet; einige
Rechnersystene (1 BM 360/ 370, Sienens) verwenden B=16 als Basis.
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Posi tive ganze Zahl en
Mt der Wirtlange 16 Bit | assen sich i mDual systemdie naturlichen
Zahl en des Bereichs
0 - (2% - 1) =65535
darstell en.

Die nicht bendtigten Stellen hoherer Wertigkeit werden durch fih-
rende Nul l en dargestellt:

(867),, = 0000 0011 0110 0011
VBB LSB

Ganze Zahl en

Es gi bt grundsatzlich drei Mglichkeiten fur die Darstellung nega-
tiver Zahl en:

Darstel | ung nach Betrag und Vor zei chen,
Dar st el | ung i m B- Konpl enent
Darstel lung i m (B-1)-Konpl enent,
wobei die feste Wrtl ange bew rkt, dal der Bereich der verfigbaren
positiven Zahl en ei ngeschrankt w rd.
* Darstellung nach Betrag und Vorzei chen
Hi erbei wrd das MSB als Vorzeichenbit s verwendet,
s =0 positive
kennzei chnet eine Zahl .
s =1 negati ve
Die feste Wrtl ange sichert die Eindeutigkeit der Darstellung:
(118),,=0111 0110 |,
(-118),,=1111 0110

(-1)s 2025 24 23 222120

Bei spi el :
Wrtlange 16 Bit ( = 1 Vorzeichenbit + 15 Bit fidr den Betrag )
Dar st el | barer Zahl enber ei ch:

1111 1111 1111 1111
{ -32 768

0111 1111 1111 1111
32 767 } . #

INIA
N
INIA
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* Darstellung i mB-Konpl enment (2-Konpl enent)

Zur uckf ihrung der Subtraktion auf di e Konpl enentaddition, d.h.
Addi ti on und Subtraktion |assen sich mt ei nem Addi erwer k ausf th-
ren; das hochste Bit |liefert ebenfalls das Vorzei chen der Zahl:

(118),,=0111 0110 |,
(-118),, =1 000 1010 (2-Konplenent)
Zahl enbereich fir eine Wrtlange von 16 Bit:
-32 768 = -2 < Z < 2% - 1 = 32 767 .
D e Umandl ung einer Zahl in 2-Konpl enentdarstellung der Wrtl ange
Ninene mt der Wrtldange N ( N > N ) geschieht durch eine Vor-

zei chener gdnzung ( Vorzeichenerweiterung ), d.h. die fudhrenden Bits
werden mt dem Vorzei chenbit aufgefdllt:

(118),,=0111 0110

0000 0000 01121 0110,

(-118),, =1 000 1010 1111 1111 1000 1010.

Ei nschub: O fset-Dual -Darstellung

Die Transformation in die Ofset-Dual -Darstellung erfol gt tber ein
Ver schi eben des Zahl enberei chs durch Addition eines "Ofsets" der-
art, dalR die grofte negative Zahl nach Null verschoben wi rd.

Bei spi el :

D e 2-Konpl enentdarstellung mt einer Wrtlange von 8 Bit unfalit
den Zahl enbereich von -128 bis +127; Addition von 128 liefert die
O fset-Dual -Darstellung, die den Bereich von 0 bis 255 Uberdeckt,
d. h. Zahlen grofRer/kleiner als 128 sind positiv/negativ und di e Be-
reichsmtte korrespondiert zur Null.

B =10 | 8Bit 2-Konpl enent-D. 8Bit Ofset-Dual -D.
127 0111 1111 1111 1111
1 0000 0001 1000 0001
0 0000 000O00O 1000 0000
1 1111 1111 0111 1111
127 1000 0001 0000 0001
- 128 1000 0000 0000 000O00O

Beachte: Der Ubergang zw schen den bei den Darstel |l ungen ergi bt
sich mt Hlfe der Invertierung des NSB! #
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Fest kommadar st el | ung

Bei der Festkommadarstellung ist die Anzahl der Stellen vor bzw.
nach dem Komma ( Dezi mal -, Dual punkt) fixiert.

Fir eine gegebene Wirtl ange ergibt die Division mt der wert-

ni edri gsten Zwei erpotenz ganze Zahl en; nach Ausfihrung der arith-
meti schen QOperationen |liefert eine entsprechende Miltiplikation
das Ergebnis.

A eitkomma- (G eitpunkt-) Darstellung
Ei ne wesentliche Erweiterung des Zahl enberei chs i nsbesondere m't
Bl i ck auf techni sch-wi ssenschaftliche Anwendungen liefert die halb-
exponentiell e (hal bl ogarithm sche) Darstellung in der Form

Z=M- B,
M- Mantisse, E - Exponent, B - Basis des Zahl ensystens.

d eitkomma - Dezi nal zahl : Z =M. 10F

522,345 = 5,22345 -10% = 522345 103 = 522345 E-3

d ei tkomma - Dual zahl: Z =M. 2EF

1110 0001, 1101 = 1, 1100 0011 101 E 0111

Floating - Point - Standard | EEE - P754
(IEEE - Institution of Electrical and El ectroni c Engi neers)

Al's Basis wird hier B = 2 verwendet und di e Ei ndeutigkeit der Dar-
stellung wird dadurch sichergestellt, dall die Mantisse

M=m, mmmm,...

durch Modifikation des Exponenten auf m = 1 normert wrd
(normalisierte deitpunktdarstellung), d.h. explizit besitzt Mdie
Darstel | ung

k

M=1+m2?*+m22+... =1+) m2

i=1

mt 1 < M< 2.

Um bei m Exponenten E di e Angabe ei nes Vorzei chens ei nzusparen, wrd
E imI|EEE-Format als O fset-Dual zahl aufgefihrt, indem abhéngig von
der Wortl d&nge ei ne Konstante e,

e=2" -1 = 127 (32 Bits, einfache Lange),
e =20 - 1 = 1023 (64 Bits, doppelte Lange),
e =2 - 1 = 16383 (80 Bits, erwiterte doppelte Lange)

zum Exponenten E addiert wrd; der resultierende vorzeichenfreie
Exponent wird als Charakteristik bezeichnet:
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Charakteristi k = Exponent + Konstante

C = E + e
Z = M -2E
| EEE Wort - Vor - Exponent Manti sse

For mat | &nge zei chen Lange Ber ei ch Lange Dezi nal en

S E M
Ei nfach 32bit 1bit 8bi t 2127 10+38 23bi t 7
Doppelt 64bit 1bit 11bi t 2+1023 10+308 52bi t 16
Intern 80bit 1bi t 15bi t 2+16383 ] (*4932 64bi t 19

32-bit-Si ngl e-Preci si on- Fornat :

s | GGGGGGGG mmmm..... My, Mg

64- bi t - Doubl e- Pr eci si on- For mat :

S 1G& ... GGG mmmm...... n, m,

Fir die interne Verarbeitung wird die 80-bit-Darstellung enpfohlen.

Das Bit s ist das Vorzeichen der Zahl und der Mantisse, die im 2-
Konpl enent mt Vorzeichen s und Betrag gespeichert wrd.
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Bei spi el : 32bit 4 eitkommuadarstellung

( normerte Darstellung, d.h. m wird nicht aufgefuhrt; das Komma
steht vor m )

S E+e M

- 1,375 1 01111111 , 0110...0

{ - 127 0,375 }
+ 10 0 10000010 , 0100...0
{ + 130 0,25 }

Spezial fall e und Ausnahnen am Bei spi el des 32-Bit-Formats:
Die Charakteristik C=E + e unfasst 8 Bits, d.h.

0 < C < 255 .

* C=0, M=0: Darstellung der Null
s 0000 0000 , 0OO ... O ,

* C=0, MO: Darstellung einer nicht nornmalisierten d eitkomma-Zahl
(Underflow) ,

*  C=255, M=O0: Overflow ( + « )
0 1111 1112, 000 ... O + o

*  C=255, MO: keine gultige 4 eitkomma-Zahl (NaN Not a Nunber)

Zahl endarstellung \ { 0, £ « }:
1 < C< 254 -126 < E < 127 (E=C- e)

- grolte positive Zahl

0 1111 1110 , 111 ... 1 227 . (1 + ( 1 - 2°2)),
VAN VAN
+ 254 (1- 22),

2127 . (12 - 28 ) =34 . 10%,
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- Differenz zw schen der grof3ten und zweitgro6lten Zah

2127 . ( 2 - 2-23 ) - 2127 . ( 2 - 2-22 ) — 2105 _ 2104 2 1031.

- kleinste positive Zahl
0 0000 0001, 000 ... O 2. (1+0),

2126 1,2 . 10 .

- Differenz zwi schen der kleinsten und zweitkl ei nsten Zah
2-126 ( 1+ 2-23 ) - 2-126 1,4 - 104,
Der Exponent ernbglicht es unterschiedliche Wrteberei che auszuwdh-
Il en, wobei innerhalb eines Wertebereichs (Intervall) ungefahr
1,6 - 10" Einzelwerte aufgrund der Mantissenl ange von 24 Bits gege-
ben sind - fur grofe Exponenten ist die Aufl dsung am geri ngsten!

D e Cenaui gkeit der Zahlendarstellung ergibt sich dber die Lange
der Mantisse; bei einer Mantissenl d&nge von n Bits kdnnen

n/(ld 10) = 0,3 - n

Dezi mal stel |l en dargestellt werden.
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Zahl endar st el | ungen bei Intel 80X86 M kroprozessoren:

(Borl and C++,

Progr amm er handbuch)

i nt
S G 6l3e
15 0 (2- Konpl enent)
 ong int
S G 6l3e
31 0 (2- Konpl enent)
fl oat 1/
s | Exponent | Manti sse
31 22 0
doubl e 1/
s | Exponent Manti sse
63 51 0
| ong doubl e /
S Exponent 1 Manti sse

64 63

Vor zei chenbit (O=positiv, l=nega

tiv)

: Position des inplizierten Dual punkts
1 : Integerbit

in Mantisse (wird nur fdr |ong double bendtigt; bei
den Datentypen float und double ist dieses Bit inmmer gesetzt!)

Exponent (nornmalisierte Wrte):

fl oat : 127 (7FH)
doubl e: 1023 (3FFH)
| ong doubl e: 16383 ( 3FFFH)
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1.7 Nunerische Aspekte

Reel | e Zahl en werden durch eine endliche d eitkommuadarstellung im
al | genei nen ni cht exakt, sondern in gerundeter Form als Maschi nen-
zahl en gespeichert; dies gilt insbesondere fur alle irrationalen
Zahl en.

G undsatzlich |l egt die Wahl der internen G eitkommadarstel |l ung den
Rechenber ei ch, den Spei cherbedarf, di e Maschi nengenaui gkeit und die
Ver ar bei t ungsgeschw ndi gkeit fest. Progranm ersprachen liefern zu-
nmei st die Option, den Speicherunfang und damt di e Genauigkeit der
numeri schen Berechnungen durch unterschiedliche Darstellungen - z.B
Fl oat, double, |ong double - zu beeinfl ussen.

In jedem Fall bilden die Maschi nenzahl en nur eine endliche Teil nenge
der reellen Zahlen, d.h. bildlich gesprochen stellen die Maschi nen-

Zahl en ei ne Menge di skreter und unterschiedlich dicht |iegender
Punkt e auf der reellen Zahl engeraden dar.

Al's Fol ge der endlichen Zahl endarstellung resultiert beispielsweise
ei ne Verl etzung des Assozi ativgeset zes
x+(y+z)=(x+y) +z

der Addition bei der deitkommarithnetik, wobei die Addition zweier
Maschi nenzahl en jeweils durch fol gende Teil schritte gekennzei chnet
Wi rd:

* Vergl eich der bei den Exponenten,

* Angl ei chen der Exponenten,

* Anpassen der Manti sse,

* Addition der Mantissen,

* Norm erung des Ergebni sses.

Bei spi el :

0.740 - 10° + 0.806 - 10® = ?
Manti sse: 3 Dezinal stellen; fuhrende Null vor dem Trennzei chen,
Ver gl ei ch der Exponenten: 5- 3 =2
Angl ei chen der Exponenten und Anpassung der Mantisse der kleineren
zant: 0.740 - 10° + 0.008 - 10° = ? ( -> Informati onsverlust ),

Addi ti on: 0.748 - 10° , Ergebnis ist bereits normert!
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Die imBeispiel erlauterte Ausl 6schung signifikanter Stellen spielt
i nsbesondere bei der naherungswei sen Berechnung unendl i cher Sumen
ei ne wesentliche Rolle. Betrachten wir die fol gende Naherung:

so ergi bt sich fur hinreichend grof3es N fol gende Situation: mt
wachsendem i werden di e Zwi schensumen i mmer gr6Rer und die hin-
zukommenden Summanden i mmer kil ei ner; Ausl 6schung fuhrt dann

dazu, dass sich die Summe fir hinreichend grofe Werte von i uber-
haupt nicht nmehr &ndert und das Ergebnis der Naherung unbrauchbar
ist. Al's wirkungsvoller Ausweg bietet sich hier an, die Sume ab-
steigend - d.h. mt i = N N1, N2, . . . , 1 - zu berechnen und
zuerst die kleineren Sutmmanden zusanmmen zu fassen. Das Ergebnis i st
in jedem Fall genauer, als wenn eine relativ grof3e und eine relativ
kl ei ne Zahl addiert werden.

Die Basis fur die Beurteilung nunmeri scher Berechnungen bil det die
Maschi nengenaui gkeit. Al's Maschi nengenaui gkeit , bezeichnet man die
kl ei nste Zahl, die addiert zu 1.0 ein von 1.0 abwei chendes Result at
liefert:

1+,>1.

, 1st nicht die kleinste Zahl, die auf der Mschine dargestellt
wer den kann, sondern charakterisiert die Mantisse:

. 10 far B
. 10 fdar B
. 100 fdar B

2 und 32-bit Wrtl ange,
2 und 64-bit Wrtl ange,
2 und 80-bit Wrtl ange.

, Ist ein MaB fur den relativen Fehler, der bei allen arithneti-
schen Qperationen zw schen d eitpunktgrofRen auftritt.

Auf grund di eser Tatsache macht es keinen Sinn d eitpunktzahl en auf
exakt Null abzufragen, sondern bei der Nullstellenbestinmung ei ner
Funktion mt der Regula Falsi oder bei der Berechnung des Schnitt-
punktes zwei er Geraden oder &ahnlichen Berechnungen verwendet nman
ei ne darstel |l bare Zahl, die etwas groRRer als di e Maschi nengenaui g-
keit , ist, als Abbruchkriterium

D e Maschi nengenaui gkeit , | asst sich | eicht anhand ei nes Kkl ei nen
Programmes ermtteln; dies erl&autert die nachfol gende Abbil dung.
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s
-

=| Borland C++ - [c\cprog\mach.c] | v|
=|Qatt:i Bearbeiten Suchen Start Compiler Projekt Anzeige Optionen Fenster 2

A

Rinclude <sbdioc.he
void mainil

long double sp==1.0, x=7.0, u=1.6;
wvhile( u < x ]
L

epz *¥= B.5;
» = 1.8 + ep=;
3
ep= ¥= 2 .H;
printf ("eps = xle~n",ep=);
T
[ |
= - e CABORLAND AME B A | =
eps = 1.884282e-19 +
&
- -

| 1:1 | |Einfiigen |

Nurmer i sche Verfahren werden generell durch Rundungsfehler und
Ver f ahrensf ehl er beei nfl usst; das anschlieRende Bei spiel der
Appr oxi mati on der Ableitung einer Funktion durch den zentral en
Di f f erenzenquot i ent en:

f(xq) = 1+ 1) éhf(xo__h) :

zeigt die Wechsel wi rkung der bei den Fehl er konmponent en exenpl ari sch
fur die nunerische Berechnung der ersten Ableitung der e-Funktion.
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Bei spi el : f(x) = e,

#i ncl ude <stdio. h>

#i ncl ude <mat h. h>

doubl e f(doubl e x)
return (exp (x));

void main()

{
doubl e h=1, x=0;
int i;
FILE *fp
f p=f open(" QUT. DAT", "W'");
for (i=0; i <=20; i++)
{ h = h/10;
if (h!=0)
fprintf(fp,"h = %0. 2e
b
fclose(fp);
}
h = 1.00e-01 f'(0)
h = 1.00e-02 f'(0)
h = 1.00e-03 f'(0)
h = 1.00e-04 f'(0)
h = 1.00e-05 f'(0)
h = 1.00e-06 f'(0)
h = 1.00e-07 f'(0)
h = 1.00e-08 f'(0)
h = 1.00e-09 f'(0)
h = 1.00e-10 f'(0)
h = 1.00e-11 f'(0)
h = 1.00e-12 f'(0)
h = 1.00e-13 f'(0)
h = 1.00e-14 f'(0)
h = 1.00e-15 f'(0)
h = 1.00e-16 f'(0)
h = 1.00e-17 f'(0)
h = 1.00e-18 f'(0)
h = 1.00e-19 f'(0)
h = 1.00e-20 f'(0)
h = 1.00e-21 f'(0)

f(0)

(f (x+h)

CORPOOOOrOOORrORORRERRERRE

=e’=1

f'(0) = 9%48.15f\n", h,

001667500198440
000016666750000
000000166666675
000000001666667
000000000016669
000000000000133
999999999999753
000000000002192
999999999961535
000000000341006
999999996004197
999999996004197
999999779163763
000003031770280
999959663683381
999634403031635
997465998686664
975781955236954
084202172485504
000000000000000
000000000000000

- f(x-h))/2/h):
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2 Codierung
2.1 E nfuhrung

Informatik ist die Wssenschaft von der systematischen Darstellung,
Ver ar bei t ung, Spei cherung und Ubertragung von | nformation.

Was ist Informati on?

Die Frage “ Was ist Information? “ |aRt sich heute nicht definitiv
und abschl i eRend beantworten. Der Begriff Information wurde jedoch
von C aude E. Shannon - dem Begrinder der |nformationstheorie - 1948
in einer grundl egenden Arbeit richtungswei send prazisiert, insbeson-
dere ist hier die qualitative Beschrei bung Uber die G 6Ren |nforma-
tionsgehalt und Entropie ( vgl. Thernodynam k ) hervorzuheben. D e
Informati onstheorie stellt das mathemati sche Fundament fur Frage-
stel l ungen i m Zusammenhang mt der Speicherung, Ubertragung, Codi e-
rung und Konpression von Information dar.

Di e Ubertragung von Information wird hierbei nit Hlfe eines Nach-
ri chtenkanal s, der zw schen Sender und Enpfanger vermttelt, nodel -
liert.

Sender Kanal ' Empfanger

Exenmpl ari sch 1 alBt sich mt di esem Model |l das Gesprach zwei er Perso-
nen, der Satellitenenpfang, die Bilddatenkonpression ins JPEG For nat
sow e ei ne Internetverbi ndung beschrei ben; der Nachrichtenkanal kann
nat irlich auch gestoért sein, so dass der Enpfanger fehlerbehaftete
Daten registriert.

Im M ttel punkt der nachfol genden Ausfihrungen steht di e Codierung
von Information. Beispielsweise kann die Information Kol n durch das
Wrt Kol n, den Buchstaben K (Autokennzei chen) oder auch CGN ( Fl ugha-
fen) codiert werden - Kol sch und FC sind vielleicht auch giltige
Codi erungen.

Di e Codierung irgendwel cher Zeichen und die dafir verwendeten Codes
bi | den ei ne der wesentlichen Saulen der Informatik. Mt Hlfe unter-
schi edlichster Codes werden digitale Zeichen (Ziffern, Zahlen, Buch-
st aben, Sonderzeichen, etc.) techni sch durch physikalische Zustands-
gr6Ren -z.B. Spannungen, Strone, Frequenzen, Schalterstellungen,
Magnet i si erungszust dande, Lichtsignale, etc.- dargestellt.

Vorw egend verwendet man in techni schen Systenen hierflr binare Zu-
stande, d.h. Zustande, die durch zwei Wrte eindeutig festgel egt
werden. Bei Vorliegen einer zweielenentigen Bildnmenge spricht man
al | genei n von ei ner Bin&rcodi erung. Eine Ubersicht sow e Ei nordnung
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der Codi erungstheorie liefert die fol gende Abbil dung.

]

Wahrscheinlich-
keitsrechnung

Informationstheorie

Zahlen- Codierungs-
darstellung theorie

Daten-
" | kompression

Krypto-
graphie
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2.2 Gundl egende Begriffe und Definitionen
I m fol genden verstehen wir unter Codierung die Zuordnung binarer
Sequenzen zu El enenten ei nes endlichen Al phabets.

Die Menge der binaren Sequenzen wird als Code und die El enente
di eser Menge werden als Codeworte bezei chnet.

D e Menge der zu codi erenden Zei chen hei 83t Al phabet und i hre El enmen-
te hei Ben Synbol e oder Buchstaben. Beispiele fiur Al phabete sind:

- die Ziffern des Dezi mal systens
¢G={0,1,2,3,4,5,6, 7, 8, 9},
- die Menge der kleinen |ateinischen Buchstaben
G={a, b, c, ..., x, vy, z},
- der Zeichenvorrat der Progranmm ersprache C
D e endlich | angen Zei chenfol gen, die uber ei nem Al phabet E gebil det
wer den kodnnen, bezeichnet man als Wirter Uber E. Wirter werden
auf gebaut, indem Synbol e oder bereits erzeugte Wirter anei nander ge-
reiht, d.h. mteinander verkettet ( konkateniert ) werden; Konkate-
nati on bedeutet Verkettung.

DefinitionsgemaR gilt fiar die Menge E" aller Worter, die uUber einem
Al phabet E gebil det werden kdnnen:

- jeder Buchstabe des Al phabets E ist auch Wrt Uber E
aeceE = aekCl :

- die Verkettung vorhandener Wirter |iefert neue Wirter
v, we EE = vwe E ,

- das leere Wrt g ist ein Wrt dber jedem Al phabet E
g€ E und gw=wg =wfilr alle we E .

Im weiteren bezeichnet E* die Menge aller Wirter dber E ohne das
| eere Wort:
Er=EFE - {d}

Nor mal erwei se ist das betrachtete Al phabet nicht |eer, so dass E
abzéahl bar unendlich viele Woirter als Elenente besitzt; falls E = o
resultiert E = {g}.

Bei spi el :

Sei E = {a,b}, dann folgt: E = {qg, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, ...}
#
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Fir u,v,we E" liefert die Konkatenation ein Wrt z = uvw € E", wobei
dann u als Prafix, v als Infix und w als Postfix bezei chnet wrd.

Di e Anzahl der Buchstaben eines Wrtes |legt die Lange des Wirtes
fest; die Lange eines Wrtes | aflt sich rekursiv anhand der Funktion
l: EE - N
m t
I(g) =0
[(wa) =1(w) + 1 fur we EE, a € E

und
berechnen. Die Lange des Wrtes aba uUber E = {a,b} ist 3; die re-
kursi ve Berechnung stellt sich we folgt dar:
| (aba)=l (ab) + 1=l(a) + 1 + 1=I(g) +1 +1+1=0+1+1+ 1 = 3.
Haufig wird die Lange | (w) eines Wrtes w auch durch di e Bezei chnung
| W dargestellt; diese Notation erfolgt in Anlehnung an die Be-
zei chnung fur die Michtigkeit (Kardinalitat) einer Menge: Die Mich-
tigkeit |M einer Menge M ist die Anzahl der Elenente, die zu M
gehoren.
Bei spi el :

M={1,3,5,7,9} , |M = 5;

A=1{a,aa; ... ,au} , | Al = n+l1 .

Def @
Ei ne bi ndre Codi erung ist eine eindeutige Abbildungsvorschrift
c:. A-FE ,

di e jedem Zei chen ei nes Al phabets A (Urbil dnenge) eine Bitkonbina-
tion aus der Bildnenge E° = {0, 1}" zuordnet.

Binarcodierung

( Zuordnungsvorschrift )

hhhhhhh
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Bei spi el :

Der ASCI|-Code fir den Buchstaben a ist 1000011, ¢ wird mt 1100011
codiert und der Buchstabe , wrd Uber die Bitsequenz 0011010 dar-
gestellt, d.h. die Codewdrte des ASClI|-Codes besitzen alle die
gl eiche Lange, so dass hier eine Codierung mt fester Lange vor-
liegt. I m Gegensatz hierzu bieten Codierungen mt variabler Lange
die Mglichkeit, den Aufwand zu verringern und eine effiziente
Dat enkonpri m erung dur chzuf Ghren - s. u.

#

Wesentlich ist der Aspekt der eindeutigen Decodierbarkeit eines
Codes. Ein Code ist unkehrbar eindeutig, wenn zwei verschiedenen
Zei chenfol gen der Urbildnmenge stets zwei verschi edene Bitsequenzen
der Bildnmenge zugeordnet werden

Sei

f. A - B
di e Codi erungsvorschrift mt der Urbildnenge A und Bildnenge B, so
bezei chnet nman jedes b € f(A B als Codewort des Codes f; f ist
genau dann unkehrbar eindeutig, wenn fir die beiden verschi edenen
Zei chensequenzen a;a,...a, und b;b,. ..b, (& € A b ¢ A i=1(1)n,
j=1(1)m die codierten Zeichenfolgen f(a)f(a,)...f(a,) und
f(by)f(by)...f(b,) ebenfalls verschi eden sind.
Fano- oder Prafi xbedi ngung:
Ein Code ist eindeutig unkehrbar -decodierbar-, falls keines der
Codewdrter den Anfang eines anderen Wrtes des Codes bildet (hinrei-
chende Bedingung), d.h. kein Wrt w des Codes ist Anfang eines
anderen Wrtes w:

wo o mt wW =ww’ |
( steht fdr ‘es existiert kein').

Jeder Code der diese Eigenschaft besitzt, hei 3t Prafixcode.

Bei spi el :

Bi narcodi erung von 4 Zeichen
c={0, 10, 110, 111}

i st eindeutig decodi erbar,
c={0, 10, 100, 111}

dagegen ni cht!
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Besitzen alle Codewdrter die gleiche Lange, d.h. jedes einzelne
Codewort wird durch eine gleiche, feste Anzahl von Bits reprasen-
tiert, so liegt ein Code mt fester Wrtléange vor. In der Praxis
werden sel bstverstandlich auch Codes mt variabler Wrtlange ge-
wi nnbringend ei ngesetzt, da beispiel sweise haufig auftretende Zei-
chen bzw. Zei chenkonbi nati onen auf kurze Bil dsequenzen abgebil det
wer den konnen und dies zu ei ner Datenkonprim erung ausgenutzt werden
kann - vgl. Huffman- Code.

G obkl assi fi zi erung bi narer Codes:

Bi nare Codes

Al phanuneri sche Codes Nuneri sche Codes
Buchst aben, Ziffern und Ver schl tissel ung von Zah-
Sonder zei chen wer den bi - |l en und Ziffern;
nar verschl tisselt; z. B. Dual code,

z.B. ASCI | - Code, BCD- Code,
EBCDI - Code, etc.. etc..

[ ASCI: Anerican Standard Code for Information Interchange,
EBCDI : Extended Binary Coded Deci mal | nterchange,
BCD: Bi nary Coded Decimal ( Binar codierte Dezimal ziffer) ]

Nunmeri sche Codes

Wrt codes Zi ff erncodes
z.B. z.B.
- Dual code: - BCD-Code (8421):
Konvertierung der Dezi- Konvertierung der ein-
mal zahl als Ganzes in zelnen Ziffern der De-
di e Dual darstell ung, zi mal zahl in die Dual -

dar st el | ung,

(23) 10 (10111), ; (23) 10 (0010 0011) g ;

- G ay- Code: - 3- Exzel3- Code:
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Die kleinste Informationseinheit (bindre Einheit) ist 1 bit (binary
digit); diese erlaubt die Darstellung zweier Zustande (0,1 / hell,
dunkel / ...).

I m fol genden wird di e Abbildung (Zuordnung) einer Nachrichtennenge M
auf di e binare Nachrichtennenge N betrachtet:

Fir eine fixierte Stellenzahl k [bit] ist in diesem Fall die Nach-
ri cht enmenge
IM = 2

bi nar darstell bar. Ungekehrt bedeutet dies fur ein gegebenes M (keine
Praf bits!)
k =1d | M ( Id - logarithnus dualis );

ist |M keine ganze Potenz der Zahl 2, so werden m ndestens
k =[ld [M]

Binadrstellen zur Darstellung der Menge M benétigt, wobei [.] die Gauss-
Kl ammer bezei chnet,

[r] :=mn{n e N : n rr , r e :
und jeweils die nachstgroRere natirliche Zahl liefert - technisch ist

nur Kk e N nmoglich ( [1,20] = 2, [10,004] =11 ). In der Informations-
t heori e (Shannon) bezeichnet man k als Informationsgehalt.

Bei spiel :

M={0,1,2,...,9}, denares Al phabet (Al phabet der 10 Dezi nmal zi ffern),
k =[Id 10]bit = [3,3]bit = 4bit

d.h. zur Darstellung der 10 Ziffern werden 4 Binarstellen bendti gt

bzw. der Informationsgehalt einer Dezinalziffer entspricht 3,3bit.

M= {a,b,c,...,z}, lateinisches al phai sches A phabet mt 26 Buchst aben,
k =[ld 26]bit =[4,7]bit = 5bit

d.h. die Darstellung erfordert 5bit.

Fiar 2 > | M ist von den 2% noglichen Bitkonbi nati onen di e Anzah
M= 2 - | M
Uberflissig, d.h. Mywrd fiar die Codi erung nicht benutzt.

Def . :
Als Mall fur die nicht verwendeten Bitkonbi nati onen ei nes Codes di ent
di e Redundanz R
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R:=k-1d]|M , [R =bhit

Beispiel :

Dendres Al phabet: R = (Id 2* - Id 10)bit = 4bit - 3,3bit = 0, 7hit;
Al phai sches Al phabet: R = 5bit - 4,7bit = 0,3bit. #
Def.:

Das Gewicht g eines binaren Codewortes der Lange k ist gleich der
Anzahl der mt "1" belegten Stellen; g besitzt den Wertebereich
0 g k.

0-Wort g = 0.
Speziell ergibt sich fiar das
1-Wort g = k.

( 0-Wort und 1-Wort sollten nach Miglichkeit nicht als gultige
Codeworte verwendet werden, da beispiel sweise bei einem Stronmaus-
fall die Fehlererkennung erschwert wird. )

Bei spi el : "Wortl ange und Gew cht™
Wort : 0100 01011 000000 1111
k: 4 5 6 4
g: 1 3 0 4
#
Def

Ein.tbde hei 3t gl ei chmalRi g, wenn alle Codeworte die gleiche Lange k
besitzen; er heif3t vollstandig, wenn fur die Redundanz R =0 gilt.

Zwei nicht identische Wrte eines gleichnalRigen Codes variieren in
m ndest ens ei ner Binarstelle vonei nander.

Def.:
D e Hamm ng-Distanz D ist identisch mt der Anzahl der (in zwei Wrten
ei nes gl ei chnalli gen Codes) unterschiedlichen Binéarstell en.

Bener kung: Di e Hamm ng-Di stanz D korrespondi ert zur Abstandsnmessung auf
der Menge der Codeworte.

Beispiel:

wrt 1: 001 01101 000000 10101
Wort 2: 011 10001 111111 10101
D: 1 3 6 0
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Ei genschaften der Hanmm ng-D stanz D

(1) D e Hanm ng- Di stanz eines Wrtes W von sich selbst ist gleich

Nul | :
R . DV, W) = 0 ’ _ _
(i1i) Die Hamm ng-Di stanz eines Wrtes W vom O-Wrt W ist gleich
dem Gewi cht g, von W:

DIW, W) =9,

(1i1) Die Hamm ng-Di stanz eines Wrtes W vom 1-Wrt W ist gleich
der Differenz aus Wrtl ange k und Gewi cht g,

DIW, W) =k - ga;

(tv) D e Hamm ng-Di stanz eines Wrtes W zum Wrt W ist gleich der
Hamm ng-Di stanz des Wrtes W zum Wrt W (Symmetrie):

DIW, W) = D(W, W)

Def . :

Die Mninmaldistanz d,, eines Codes ist die kleinste Hamm ng-D stanz
al l er Codewbrter des Codes;

di e Maxi nmal di stanz d., eines Codes ist die grof3te Hanm ng-Di stanz bzgl .
al l er Codewbrter des Codes.

din=1 vol | st andi gen
| nshesondere i st bei Codes!
dyin 1 r edundant en

Bei spi el : "Hamm ng- D stanz und Fehl er er kennung"

Gegeben sei ein Al phabet mt den vier Zeichen {a,e,i,o} und fol gender
Codi er ung:

a - 00
e - 01
i - 10
o - 11

d.h. bei Stoérung eines einzigen Bits erfolgt eine fehlerhafte Deco-
di erung der UGbermttelten Information; beispielsweise liefert eine
fehlerhafte Ubertragung des ersten Bits des Codewortes fur a als
Ergebnis ein i, usw.

Wrd dagegen eine redundante Codierung mt

000
011
101
110

[ ( )

Ll

verwendet, resultiert die Mglichkeit einer Fehlererkennung: Sto6rung
des ersten Bits fur a liefert z.B. 100 fur den Enpfanger, der dann -
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da es kein Codewort 100 gibt - direkt die fehlerhafte Ubertragung
registriert; eine Fehlerkorrektur ist allerdings in diesemFall nicht
nogl i ch.

Notiert man matri xform g di e Hanm ng- Di st anzen zw schen den ei nzel nen
Codewdrten,i.e.

2-Bit - Codi erung 3-Bi t - Codi erung

a e i 0 a e i 0
a 0 1 1 2 a 0 2 2 2
e 1 0 2 1 e 0 2 2
i 1 2 0 1 i 0 2
0 2 1 1 0 0 0

, wobei die Elenente ober- und unterhal b der Hauptdi agonal en auf grund
der Symmetrie natidrlich identisch sind. Ein Vergleich der Mninal-
di stanzen bei der Codes eroffnet die fol gende Aussage: Bei einer Codie-
rung mt d,, 2 lassen sich UWoertragungsfehler, die d., - 1 Bits
unf assen, registrieren; werden jedoch d,, Bits gestort, dann ist eine
Fehl er er kennung ni cht nehr noglich.

#

Def . :
Ein Code hei 3t stetig, wenn die Hanm ng-Di stanz zw schen all en benach-
barten Codeworten konstant ist.

Bei spi el : "Stetiger Code"
k=3bit, M= {000, 011 , 101 , 110} = |Id|M = (ld 4)bit =2bit ,

Redundanz: R
Hamm ng- Di stanz: D

k - 1d|M = 1bit ,
2 = konst. , dy, =du = 2,

G aphi sche Darstellung der Menge M D korrespondi ert zur Anzahl der
Wir f el kanten zwi schen zwei Codeworten

o11

[e]e]e]

101
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2.3 Nunerische Codes

I m fol genden werden - zwangsl aufig unvollstandig - einige fur die
Codi erung von Ziffern und Zahl en gebr &uchli che nuneri sche Codes aufge-
listet.

2.3. 1 Z&ahl codes

Zahl codes sind die einfachsten Bi narcodes und | assen sich grob in Wrt-
und Zifferncodes einteilen.

* Wort code

Die Wrtlange richtet sich nach der héchsten darzustell enden Dezi -
mal zahl ; das Gewi cht eines Wrtes entspricht dem dezimal en Wert.

Beispiel:
Wrtlange k = 100bit, darstellbarer Zahlenbereich 0,1,...,100
Dezi mal zahl Bi narwort Gewi cht g
0 00 ... 0000 0
1 00 ... 0001 1
2 00 ... 0011 2
3 00 ... 0111 3
99 01 ... 1111 99
100 11 ... 1111 100
100bi t #

* Zifferncode

Jede einzelne Ziffer wrd Uber eine entsprechende Anzahl von 1-Bits
bi nar codiert.

Bei spi el sweise wird hier fir die Darstellung der Dezi mal zah
(2) 10 = bybyy ... bibyg
eine Wrtl ange von (n+l1)-9bit bendtigt.

Bei spiel :
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Dezi mal zi ffer Bi ndrcodierte Ziffer

0 000 000 000
1 000 000 001
2 000 000 011
8 011 111 111
9 111 111 111

( Fernsprech-Vermttlungstechni k, VWahlinpul se der Numernschei be )
#

2.3.2 Positionscodes

Die Position der gesetzten Bits innerhalb eines Wrtes und nicht die
Anzahl liefert die Verschl issel ung.

Posi ti onscodes gliedern sich in bewertbare Codes und Anordnungscodes.

Ei n bewertbarer Code liegt vor, wenn jeder Binarstelle i - analog zu
pol yadi schen Zahl ensystenen - eine definierte Wrtigkeit w zugeordnet
ist ( w,, >w , d.h. aufsteigende Wertigkeit mnmuR3 allerdings nicht

vorliegen ).

Anor dnungscodes basi eren auf Zuordnungsvorschriften, die sich mt Hlfe
der zugehorigen Codet abel | en ei nfach beschrei ben | assen; die mathemati -
schen Bezi ehungen sind teil weise recht konpliziert.

Bei spi el : "Dual code, G ay- Code"

Dual code G ay- Code

2 |o
S oo

St el | engew cht

Dezi nmal zahl

loYofoloYoloYolofoloYoloYoloYa)
PRRPRPRRPRPRRPOO0OOO0OOOO
FRPROOOORRRHROOOO |8 I
RPOORRPROORRFROORROO E N
ororororoOrRORORO B |-
loYofoloYoloYolofoloYoloYoloYa) 9
PRRPRPRRPRPRRPOOOO0OOOO B
OOORRRRRRRLRRLROOOO 8
ORRRPRRPROOOORRRLRRLROO SQ
PRPOORROORROORRO 9

RPRPR PP
rfONIR,O©@ONOURWNREO

Dual code: Wchtung (Wertigkeit) der Stellen korrespondiert zur
Dar stel  ung i m Dual system
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Gray- Code: nicht bewerteter Code, stetiger Code, Hamm ng-Di stanz
zwei er benachbarter Codeworte ist konstant gleich 1,d.h.
es liegt ein einschrittiger Code vor - es &andert sich
jeweils nur ein Bit!

* Natdrlicher Binarcode (NBC)

Der NBC - vgl. Dual code - fufdt ausschlielllich auf der Zahl endarstellung
i m Dual system das Codewort ist jeweils identisch mt der Stellen-
schrei bwei se der entsprechenden k-stelligen Dual zahl:

(2),=b, +2*+b 22+, . . +b-2°=b b ,. .. b,
NBC
Dezi mal zahl Vertigkeit Codel i neal
N AN S A N
0 0 0 0 0
1 0 0 0 1
2 0 0 1 0
3 0 0 1 1
4 0 1 0 0
5 0 1 0 1
6 0 1 1 0
7 0 1 1 1
8 1 0 0 0
9 1 0 0 1
10 1 0 1 0
11 1 0 1 1
12 1 1 0 0
13 1 1 0 1
14 1 1 1 0
15 1 1 1 1 |

Der NBC wird fur einfache Zahl- und Rechenoperationen eingesetzt; eine
wesent | i che Einschrankung resultiert aus der gleichzeitigen Anderung
mehrerer Bits bei m Ubergang zw schen benachbarten Codeworten, so dald
bei einer technischen Abtastung beispiel sweise unter Verwendung von
Phot ozel | en kurzzeitig eine Fehlinformation auftritt.
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* Einschrittige Codes

Bei einschrittigen Codes andert sich bei m Ubergang von ei nem Code-
wort zum nachstfol genden i nmer nur ein Bit.

Ei nschrittige Codes:

G ay- Code , BCD- Codes , b5-Bit-Codes , Dekadi sche Codes
(4-Bit-Codes)

Jeder Code besitzt anwendungsspezifische Vorteile, z.B. bzgl. der
Addi tion, Subtraktion, Konplenentbildung, Fehlererkennung, etc..

* (ay-Code , Binarer Reflexcode ( BRC)

Das wesentliche Charakteristi kumdes G ay-Codes ist seine Einschrittig-
keit; diese bestimt den Einsatz im Rahnmen der Mef3techni k bei spi el s-
wei se zur Léngenerfassung oder W nkel messung mttel s Codi erschei be.

Bei m Uber gang zur benachbarten Ziffer &andert sich jeweils nur ein Bit,
d.h. die Hamm ng-Di stanz ist konstant: D =1

Das Bil dungsgesetz des G ay-Codes basiert auf der fortgesetzten Refle-
xi on bzw. Spi egel ung vor handener Wrte:

Begi nnend mt dem Anfangswert (0000) werden di e vorhandenen Ziffern des
| etzten Codewortes an die nachsthohere -auf 1 gesetzte- Bit-stelle
angefugt, die Ziffern des vorletzten Codewortes bilden die |etzten
neuen Ziffern des fol genden Codewortes, usw.

Codi erung 15



G ay- Code
Dezi mal zahl Bi t Codel i neal

Xs X, X1 Xo
0 0 0 0 0
1 0 0 0 1
2 0 0 1 1
3 0 0 1 0
4 0 1 1 0
5 0 1 1 1
6 0 1 0 1
7 0 1 0 0
8 1 1 0 0
9 1 1 0 1
10 1 1 1 1
11 1 1 1 0
12 1 0 1 0
13 1 0 1 1
14 1 0 0 1
15 1 0 0 0

* 4-Bit-BCD Codes ( Tetradencodes )

4-Bit-Codes werden allgenein als tetradi sche Codes bezei chnet; die fr
die Darstellung der Ziffern 0,1,...,9 nicht genutzten sechs Codeworte
hei Ben Pseudot et raden (Pseudodezi mal en).

Di e Anzahl der nbglichen 4-Bit-BCD Codes betragt 2.9-10'° = 16!/ 6!

al I erdi ngs besizt nur eine geringe Anzahl eine praktische Rel evanz.

Lexi kogr aphi sche BCD- Codes ergeben sich direkt aus dem natdrlichen
Bi ndrcode (NBC), indemdie Plazierung der Pseudotetraden variiert wrd
und die naturliche Sequenz der Ziffern erhalten bleibt.
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Gebr auchl i che BCD- Codes:

8-4-2-1- BCD- Ai ken- 3- Exzel3-
Code G ay- Code Code Code

Vertigkeit 8 4 2 1 - - - - 2 4 2 1 - - - -

Dezi mal zi f -
fer

X
w
X
N
X
e
X
o
X
w
X
N
X
e
X
o

O©oooO~NOUITR~hWNEFO

Pseudot et r ade

RPRPRRPRRPRPPR |PRrOOOOOOOO
RPRPRPPRPOO |OORRRROOOO
RPRPOORER |OORROORRLROO
RPORORO |[FORORORORO
RPRPRRPRRPRPPR |PRrOOOOOOOO
OCO0OO0ORrRPR |[PRrRRRROOOO
OOrRBRRPLR |OOOORRRROO
ORROOPR |[POORROORRO
PRPRPOOO |PFRRRROOOOO
OCO0OrRRPR |[PRrRROROOOO
RPOORRO |[PFRrOORORRLROO
OrROrROPR |[PFOrRORORORO
PRPRPOOO |PFRRRRPOOOOO
PRPRPOOO |[PFOOOORRRRLRO
PRPOROO |ORrFROORROOR
RPORORO |OrROROROROR

* 8-4-2-1 - Code

Der bewertbare 8-4-2-1 - Code stellt die Restriktion des NBC Codes auf
ei ne Dekade dar.

Ei genschaften:

+ leichte ldentifizierung gerader und ungerader Zahlen
( 1in der letzten Bitstelle kennzei chnet eine ungerade Zahl ),

+ einfaches Bil dungsgesetz ( |eichte Speicherung ),

+ einfache Addition - solange kein Ubertrag in die nachste Dekade
auftritt,

- 0-Wrt ist vorhanden,

- der Code ist unsymmetrisch (ungunstig fur die Konpl enentbil dung),
deshal b fir Rechenschal tungen ungeei gnet.
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* Exzel-3-Code ( Stibitz-Code )

Symmetri scher (nicht bewerteter) Anordnungscode wobei die Pseudode-
zimalen in zwei Dreierbl 6cken angeordnet sind.

Bi | dungsgeset z:

(2)p = a372% + @,-22 + a;- 2t + a,-2° - 3 =
= a,,8 +a,4 +a,2 +a,1- 3

[(4)10 = (0111) 3556 = 0-2° + 1-22 + 1.2' + 1.2°- 3 =4 +2 +1- 3]
Ei genschaften:

+ gerade und ungerade Zahl en sind | eicht unterschei dbar
(1in der letzten Bitposition liefert eine gerade Zahl ),

+ einfache Rundungsanzei ge
( 1 in der werthochsten Stelle hei 3t (Zahl 5),

+ 0- und 1-wWrt fehlen,

+ Konpl enent bi | dung durch Vertauschen von 0 und 1

*

Al ken-Code (2-4-2-1 - Code)

D e Tetradenstel |l en di eses symmetri schen Codes besitzen die Wrtigkeit
2-4-2-1, d.h. der Code ist nicht eindeutig unkehrbar (die Wchtung 2
tritt zwei mal auf).

Ei genschaften:

+ gerade und ungerade Zahlen sind | eicht erkennbar,

+ einfache Neuner-Konpl enent bi |l dung (I nvertierung O 1),

- 0- und 1-Wrt sind vorhanden.

* 5-Bit-BCD Codes (Pentadische Codes)

Codi erung der Dezimalziffern mt 5-stelligen Bindrworten (Pentaden);
di e Anzahl der Codeworte betragt 2° = 32, so daR insgesant 22 Pseudo-
pent aden auftreten und di e Redundanz den Wrt R=1d 32 - Id 10 = 1,7
bit besitzt.

* d eichgew chtete Codes (g aus k - Codes)
Bei gl ei chgew chteten Codes haben alle Codeworte konstantes Gew cht,

d.h. von den k Stellen sind durchgdngig g Stellen mt 1 belegt; die
Anzahl der Codeworte folgt hier mt dem Bi nom al koeffi zi enten:

(k) ) k!
g 9! (k -9)!
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Bener kung: * Codebaune

Neben den Codel i neal en bil den Codeb&aune ein beliebtes HIfsmttel, um
die Struktur eines Codes geonetrisch zu veranschaul i chen.

Ei n Codebaum besteht aus einer Wirzel - die in der Informatik haufig
oben gezeichnet wird -, den Verzwei gungen, die auch als Knoten bezeich-
net werden, den Endknoten oder Blattern und den Kanten, das sind die
Ver bi ndungen zw schen den Knoten; diese Art von Baum wird in der
G aphentheorie als gerichteter azyklischer G aph bezeichnet.

Wurzel

Knoten

e

Blatter Blatter

Di e Codi erung bzw. Decodierung eines Zeichens folgt, indem ausgehend
von der Wirzel bis zu dem Blatt fur das betreffende Zeichen der Baum
durchl aufen wird und entlang des Weges bei spi el swei se di e Bi ndrzei chen
(mt denen die Kanten beschriftet sind) als Codesequenz notiert werden.
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Bei spi el e:

BCD - Tetradencode

Pseudotetraden

Gray - Code

. . . . .
' . ' . ’ .
' . ' . ' .

%Pseudotetraden

#
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2.4 ASCII - Code

Der ASCII - Code [ASAIl: Anerican Standard Code for Information Inter-
change] bil det den al phanuneri schen Standardcode fir die binare Ver-
schl issel ung von Buchstaben, Ziffern und - der Steuerung di enenden -
Sonder zei chen.

Di e deutsche Version nit den Zeichen § A O U, & u, 6, Bist in der
DI N-Vorschrift 66003 genornt - vgl. auch |1SO 7-Bit-Code.
[1SO International Standardization O ganisation]

Spal t enver schl Uissel ung
0 1 2 3 4 5 6 7
Zei | enver schl Gissel ung A6 0 0 0 0 1 1 1 1
A5 0 0 1 1 0 0 1 1
A4 0 1 0 1 0 1 0 1
H A3 A2 Al AO
0 0 0 0 O NUL DLE SP 0 @8 P p
1 0 0 0 1 SCH DC1 ! 1 A Q a q
2 0 0 1 0 STX DC2 2 B R b r
3 0 0 1 1 ETX DC3 # 3 C S c s
4 0 1 0O ECT DC4 $ 4 D T d t
5 0 1 0 1 ENQ NAK % 5 E u e u
6 0 1 1 0 ACK SYN & 6 F \Y f v
7 0 1 1 1 BEL ETB 7 G w g w
8 1 0 0 O BS CAN ( 8 H X h X
9 1 0 0 1 HT EM ) 9 I Y i y
A 1 0 1 0 LF SuUB * : J z j z
B 1 0 1 1 VT ESC + K [ A k { a
C 1 1 00 FF FS < L \ O I | ©
D 1 1 0 1 CR GS = M ] 0 m }u
E 1 1 10 SO RS . > N A n ~B
F 1 1 1 1 Sl X us2 / ? 0] _ 0 DEL

Bei der tabellarischen (matrixanal ogen) Darstellung liefern die Bits
A, A5, A6 die Spaltenverschlisselung und die Bits A0, Al, A2, A3 die
Zei | enver schl Ussel ung:

A AL A2 A3 A A5 A6
1 1 1 1 o 1 1 0 6FH = (6F), .

Ziffernteil Zonent ei |
Mt 7 Bit lassen sich 128 Zei chen verschl issel n; ASCI | -Zei chen werden
i m Rechner zunei st rechtsbindig in einem Byte gespeichert, wobei das
freie Bit (MsB) dann fir die Datensicherung (Paritéatsbit) bzw fur die
Erwei terung des Zei chensat zes auf 256 Codewbrter (IBM ASCI1) verwendet
Wi rd.

D e Tastaturei ngabe der ASCI|-Zeichen erfolgt mt Hlfe der Alternate
-<Alt>- Taste in Verbindung mt der Dezi mal verschl Ussel ung:

H <At> 72

(64 + 8)1 = (48) 4
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bzw. fur die in den beiden ersten Spalten plazierten nicht-darstell -

baren Sonderzeichen mttels Control -<CTRL>- Taste und Buchst abent aste
aus den Spalten 4 oder 5:
BEL (07),, <CTRL> G.

Ei ne Zusammenstel | ung und Erl aut erung der Sonderzei chen des ASCI | - Codes
liefert die fol gende Tabell e:

Dezi mal - Sedezi - ASCl | -
Aqui va- mal - Zei chen Bedeut ung
| ent Aqui va-
| ent
00 00 NUL Nul | Fil | zei chen
01 01 SOH Start of Heading Anfang des Kopfes
02 02 STX Start of Text Anfang des Textes
03 03 ETX End of Text Ende des Textes
04 04 ECT End of Transmi ssion Ende der Ubertragung
05 05 ENQ Enqui ry St ati onsauf f orderung
06 06 ACK Acknowl edge Posi tive Ricknel dung
07 07 BEL Bel | Kl'i ngel
08 08 BS Backspace Rickwartsschritt
09 09 HT Hori zontal Tabul ation Hori zont al - Tabul at or
10 0A LF Li ne Feed Zei | envor schub
11 0B VT Vertical Tabul ation Verti kal - Tabul at or
12 ocC FF For m Feed For mul ar vor schub
13 ob CR Carriage Return Wagenr tickl auf
14 OE SO Shift Qut Dauer unmschal t ung
15 OF Sl Shift In Rickschal t ung
16 10 DLE Data Li nk Escape Dat enliber t ragung- Umschal t .
17 11 DC1 Device Control 1 Ger &t est euerung 1
18 12 DC2 Devi ce Control 2 Ger at est euerung 2
19 13 DC3 Devi ce Control 3 Ger at est euerung 3
20 14 DC4 Device Control 4 Ger at est euerung 4
21 15 NAK Negati ve Acknow edge Negati ve Rickmnel dung
22 16 SYN Synchronous |dle Synchroni si erung
23 17 ETB End of Transmi ssion Bl ock Ende des Ubertrag. - Bl ocks
24 18 CAN Cancel Ungil tig machen
25 19 EM End of Medi um Ende der Aufzeichnung
26 1A SUB Substitute Substitution
27 1B ESC Escape Umschal t ung
28 1C FS Fi | e Separat or Haupt gr uppen- Tr ennung
29 1D GS Group Separat or Gruppen- Tr ennung
30 1E RS Record Separ at or Unt er gr uppen- Tr ennung
31 1F us Unit Separ at or Tei | gr uppen- Tr ennung
32 20 SP Space Zwi schenraum Leerschritt
127 7F DEL Del ete Léschen
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2.5 Fehl ererkennung, Fehlerkorrektur, Ubertragungssicherung

Di e Verwendung von Prufbits bzw. Prifworten ermbglicht, Upertragungs-
fehl er zu erkennen und di ese anhand von Zusat zi nf or mati onen auf grund
ei ner redundanten Verschl Ussel ung zu beseitigen.

Di e Wbertragung redundanter Daten inpliziert eine Reduktion des |Infor-
mat i onsgehal ts bzw. ei nen erhdht en Aufwand.

Al's grundl egendes Maf3, das die fehl erbehaftete Datenlbertragung char ak-
terisiert, wird die Bitfehl erwahrscheinlichkeit verwendet:

. H bf
pe 1= 1im(h)

hi erbei bezeichnet b; die Zahl der fehlerhaften Bits und b die Anzah
der gesendeten Bits; naherungsweise gilt:

10° , Fernsprechl eitungen
Py 107° , Koaxi al kabel :
1072 | Lichtwellenleiter

d.h. auf 10° Bits kommt ein fehlerhaftes bei Verwendung von Koaxi al ka-
bel n.

In der Praxis spielen selbstverstéandlich unfassendere Begriffsbil-
dungen wi e Wrt- und Bl ockfehl erwahrscheinlichkeit sowi e Restfehlerrate
ei ne hervorragende Rolle - vgl. Literatur.

Bei spi el : Hal bl ei t er spei cher (ROM EPROM RAM

Auftretende Hardwarefehler (Hard Errors, permanente Fehler) |assen sich
i mallgeneinen | eicht erkennen und beheben.

Sof twarefehler (Soft Errors, fluchtige Fehler) konnen dagegen | eicht
zu Schwi erigkeiten fuhren: betrachtet man die Invertierung einer
Spei cherzelle ( O 1 ) durch Storinpul se oder radi oaktive Strahl ung

wie "™ - Teilchen, die durch radioaktive Atonkerne im Chip entstehen
so betragt di e Wahrscheinlichkeit bezogen auf eine einzelne Zelle 1 zu
1 MIlionen Jahre; bei 1 MByte-Speicherkapazitat ( 2% bit = 8 388

608 bit ) liegt die mttlere Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten eines
1-Bit-Softwarefehlers bei circa 45 Tagen, d.h. eine Fehl erkorrektur
bei spi el sweise mttels Prifbits bietet sich an!

#
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St andar dver f ahren zur Fehl ererkennung und -korrektur:

- Querparitat ( VRC: Vertical Redundancy Check )

- Léangsparitat ( LRC. Longitudi nal Redundancy Check )

- Kreuzsi cherung (Kombi nati on aus Quer- und Langsparitét)
- Zyklische Bl ocksi cherung ( CRC. Cyclic Redundancy Check )

- Hamm ng - Codes

* Paritétspridfung

Das ei nfachste Verfahren zur Fehl ererkennung basi ert auf dem Anhangen
eines Prifbits an das Datenwort: dem Datenwort wird ein Paritatsbit p
(Parity-Bit, Prufbit) hinzugefigt und die Quersumme aller Ei nsen
(rmodul o 2) des Datenworts wird jeweils Uberpraft.

QG undséatzlich wird zw schen gerader und ungerader (even / odd) Paritat
unt er schi eden.

Gerade Paritat:
D e Quersumme aller Ei nsen (nodulo 2) des Datenwortes inklusive Prifbit
i st gerade, d.h.

o 0 , Gewicht gdes Wrtes ist gerade
P = 1 , GCewicht g des Wrtes i st ungerade
Bei spi el : 8- 4- 2- 1- BCD- Code

Dezi mal - 8 4 2 1 p i unger ade
zahl i Pari t at

0 0 0 0O 0 ! 1

1 0 0 0 1 1 i 0

2 0 0 1 O 1 i 0

#

Bei gl eichgew chtigen Codes eribrigt sich natiurlich die Ubertragung
eines Paritatsbits, jedoch liefert eine Priafung z.B. 1-Bit-Fehler.

Sensitiv ist die Querparitatspridfung nur in bezug auf eine ungerade
Anzahl von Bitfehlern; eine Fehlerkorrektur ist hier grundséatzlich
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wegen der fehlenden Lokalisierbarkeit nicht noglich.

In der PC-Technik wird mt der Paritatsprifung gearbeitet und jedes
Byte mt einemParitatsbit versehen. Durch eine Paritatsschaltung wrd
di eses Paritatsbit automati sch erzeugt, wenn ein Byte in einen

Schrei b-Lese-Speicher - z.B. SRAM Baustein im 9-Bit-Format (SRAM
stati sche RAM Speicherzelle , RAM Random Access Menory) - einge-
schrieben wird. Beim Auslesen eines Bytes Uuberpruft die Paritats-
schal tung wi ederum aut omati sch, ob die Uberpridfung richtig ausgefuhrt
worden ist. Es werden nur E nfachfehler erkannt; tritt ein Doppel fehler
auf, arbeitet das System weiter. IBM hat die Paritatsprufung mt
gerader Quersummenbi | dung praktisch standardisiert, d.h.

nahezu all e PC Systene arbeiten mt dieser Sicherungsnethode.

* Kreuzsi cherung

Hi er bei handelt es sich um ei ne Konbi nation aus Quer- und Langspari -
tatspriafung, die bei blockweiser (bitparallele - zeichenserielle)
Ubertragung ei ngesetzt wrd.

Nachf ol gend wird ei ne Wertragungssi cherung mttels gerader Langs- und
Querparitat exenplarisch fur einen Ei nfachfehler erlautert:

Zei chen 8-Bit VRC
1 10110101 1
I
2 10101101 1
Bl ock |
3 -0-0-0-1-1-0-1-0- - - - = = - - - - -0
I
4 11101010 1
|
LRC 11111000

* Zyklische Bl ocksicherung ( CRC - Priufsummen - Verfahren )

Das CRC Verfahren (CRC. Cyclic Redundancy Check) w rd beispiel sweise
zur Datensicherung bei D sketten und Festplatten eingesetzt. Viele FDC
Ei nheiten (FDC. Fl oppy Disk Controller) verfigen uber eine CRC Hardwa-
re, die dieses Kontrollverfahren automatisch ausfihrt.

Fur jeden Datenblock wird eine Prifsume (CRC Prufwort, FCS: Frane
Check Sequence) - die 16 oder 32 Bit unfasst - mt HIlfe eines Al go-
rithmus berechnet und geneinsam mt dem Datenbl ock Ubertragen; im
Enpfanger wird anhand der Daten die Prufsumme erneut Dberechnet
(Har dwar e- Real i si erung) und bei Ubereinstimung bei der Prifsunmen die

Ubertragung als fehlerfrei betrachtet.
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o Ziel: Ver wendung spezieller Prufsunmen derart, dal "alle"
Fehl er bezogen auf einen Block registriert werden!

O L6sung: Erzeugende Ceneratorpol ynone ( primtive Pol ynone )

[ Bei spi el e:

CRC-12 G(x) = X2 + xM + x® + x¥ + x2 + 1 ;
CRC - 16 , G()():X16+X15 + X2+ 1 ;

CRC - COT , qX):X16+X12+X5+1;

32-Bit

]

(CCIT: Comté Consultatif International Tél égraphique et Tél éphoni -
que)
Das CCl T- Pol ynom wi rd bei den Ubertragungsprotokol |l en von XMODEM X25,

Kermt, etc. eingesetzt; CRC 16 dient zur Sicherung des EBCD - Codes in
der G ofrechnertechni k.

o Basi s: Modul o-2-Arithneti k

+ " 0+0=0 : 1+1=0 |,
0O+1=1 : 1+0=1 |,
- 0-0=0 : 1-1=0 ,
0-1=1 : 1-0=1 |,
* 0 0=20 : 1 1=1 ,
0 1 =0 , 1 0=0 ,
/ 0 1 =0 : 1 1=1;

Addi tion und Subtraktion stellen hierbei identische Cperationen dar und
| assen sich bequem Uber ein exklusives Oder-Schaltglied realisieren.

Bi nare Information kann uber Polynone, deren Koeffizienten 0 bzw 1
sind, dargestellt werden; alternativ |assen sich Polynonme durch Bitse-
guenzen paranetrisieren:

Nachri cht Pol ynom
11 0000 1101 --> X2+ x8+ x3+x2+1 ,
CCl T- Pol ynom --> 1000 1000 0001 0000 1

( X16 XlZ XS 1 )
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Bei spi el swei se gilt dann:
x2+ 1 =(x+1)-(x + 1)
101 = 117 - 11 = 11
11

101 ( mod-2-Arithmetik ).

CRC - Algorithnus

Gegeben seien ein CGeneratorpolynom G x) mt Gad Mund eine Sequenz
von N Datenbits, die Uber ein bindres Datenpolynom S(x) dargestellt
werden, Gad S N1:

1. Multiplikation von S(x) mt x™, d.h. Anfligen von MO-Bits (Raum
far die CRC Pruf sume)

2. Division
( S(x)-x") @ gx) = Qx) + R(x)/EX)
= Quotient Qx) (bedeutungslos),

= Rest R(x) - Pol ynom vom G ad N1l - ist die CRC
Pr 0f summe und unfallt MBits.

Der gesante Ubertragungsbl ock setzt sich dann aus N Datenbits und M
CRC-Bits zusanmmen.

Uber pr uf ung bei m Enpf anger :
Ber echnung der CRC-Prifsumme aus den Datenbits und Vergleich mt der
gesendet en Pr df sunme,

oder alternativ

Berechnung der CRC-Prufsummre fur den gesanten Block bestehend aus
(N+M -Bits, wobei hier bei fehlerfreier Ubertragung der Rest ver-
schwi ndet .

{ S(x)-xM+ R(x) ist das Polynomfiur den gesanten Block (N+M Bits)
und nach Konstruktion gilt:

S(x)-xM=Qx)-Ex) + Rx) ;
= S(x)-x"+ R(x) = QAx)-Ex) + Rx) + R(x) = Qqx)-&x)
ist ein Vielfaches von (x),

= (S(x)-xM+ R(x)) : Gx) = Qx) mt Rest Null ! }
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Beispiel:
N=28 M=38,

Gx) =x2+1 ( 1 0000 0001 ),
S(x) = x" + x®> + x ( 1010 0010 ),
1. S(x)-x® = x*¥® + xB + x% |
2. (S(x)-x8 : qx)
¥+ xB 4+ x% 0 ((x2+ 1) =x"+ x>+ X
x5 - x7

= R(x) =-x"- x*>- x=x"+x>+x { nod.-2-Arith. }

Ubertragen wird:

S(x)-x® + R(x) = x® + x¥® + x% + x’" + x° + X

- -

Dat en CRC- Pr Gf summe
Uber pr uf ung bei m Enpf anger :
( S(x)-x®+ R(x) ) : gx) = Qx) R(x) =0
B+ xB 4+ x99+ x"+ x>+ x : (x2+1) =x"+ x>+ x

- x15 -x7

- x13 - x5
"""" o+ x
-x% - X
_________ b___________
= R(x) =0, d.h. es liegt eine fehlerfreie Ubertragung vor! #

Das CRC- 16- Verfahren erlaubt, bis zu 16 aufei nanderfol gende Bitfehler
eindeutig und |&angere Bitfehl ersequenzen mt einer Sicherheit von
99, 997% zu er kennen.

Techni sch | &Rt sich das CRC Verfahren relativ einfach (Mdul o-2-Arith-
nmeti k) dUber Schi eberegister (Flipflops) und XOR-Gatter realisieren -
Festpl attenkontrol | er verfigen Uber eine CRC Hardware, die das Pruf-
verfahren automati sch ausfihrt.
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Die CRC Prifung zwi schen zwei Ethernet-Controllern basiert auf einer
32-Bit-Prifsutme, die mt dem Pruf pol ynom

qX) e X32 + X25 + X23+ XZZ + XlG + XlZ + Xll + X10+
X8+ x" + x8+ x°+ x4+ x2+x +1

gebil det wird.

* Hammi ng - Codes

Hamm ng- Codes sind fehl erkorrigi erende Codes mt nehreren Prifbits, die
di e eindeutige Lokalisierung von Ubertragungsfehl ern ernbglichen.

D e Voraussetzung fur eine Korrektur von n-Bit-Fehlern ist eine Mni-
mal di stanz d;, = 2n + 1, d.h. n fehlerhafte Bits |liefern kein anderes
gul ti ges Codewort.

Hamm ng- Codes werden Uber die Wirtlange k ( = Summe der Daten- plus
Priufbits ) und die Anzahl d der Datenbits klassifiziert:

(k,d) - Hamm ng - Code ;
z.B.: (7,4)- , (64,57)-Hamm ng- Code .

Die Anzahl der erforderlichen Prufbits p, um bei d Datenbits alle
Ei nzel fehler zu korrigieren, wird durch die Ungl ei chung

2> d+p+1

festgel egt:
Dat enbits
d 1- 14 5- 11 12 - 26 o 121 - 247
Prufbits
P 3 4 5 .o 8

Verteilung der Prifbits Uber das Codewort:

- die Bitpositionen des Codewortes werden von |inks nach rechts mt
1 begi nnend durchnunmeriert,

- alle Positionen, deren Nunmer eine Potenz von 2 ist (1,2,4,8,...)
sind Prufbits,

- alle anderen Bits (3,5,6,7,...) sind Datenbits.

Wesentlich ist nun, daB jedes einzelne Datenbit fir die Berechnung
verschi edener Priafbits benutzt wird, d.h. ein Ubertragungsfehler wrkt
sich imer auf nmehrere Priufbits aus - tritt ein einzelner Fehler be
einem Prufbit auf, so nuld dieses sel bst fehlerhaft sein.
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Bei spi el :

4 Datenbits (D),

(7’4) -

Hamm ng - Code

3 Prifbits (P),

Codewort : 1234567
PPDPDDD ,

Dat enbi t s: X3, Xg, Xg, X7 :

Prifbits: P1, P2 Pa ,

Berechnung der Prifbits:

{Modul 0-2-Arithmetik: O

P: = X3 X5 X7
P, = Xj3 Xe X7
Ps = Xs Xe X7
Dat enwort : X3 X5 Xg X7
0O 1 1 O
= p, =0 1 o=1 |,
p, =0 1 0=1 |,
p, =1 1 0=0 |,

1100110
1100010 |,

Ubertragen wird das Codewort: (gerade Paritat!),

Enpfangen werde (Bit 5 gestort):

Parit &t sber echnung bei m Enpf anger:

P, X3 X X, =1 0 0 0=1,
P, X3 X X, =1 0 1 0=20,
P, X5 Xg X; =0 0 1 0=1,

Prufbits p, und p, zeigen einen Fehler des

= di e Berechnungen der
das von den Prufbits

Bits 5 =1 + 4 an, denn es ist das Datenbit,

p, und p, kontrolliert wrd.
#

Bei Hamm ng-Codes stellt jedes Priufbit ein Parity-Bit fur eine
besti Mt e Menge von Datenbits dar; ein bestimtes Datenbit be-

ei nfl uBt verschi edene Prufbits. Um festzustellen, zu welchen
Prafbits ein bestimtes Bit, z.B. das mt der Nummer Kk, einen
Beitrag liefert, zerlegt man k in eine Summe aus Zweierpotenzen
(k=11=8+2+1, k=29=16+8+4+1). Ein Bit liefert zu allen Prufbits
einen Beitrag, deren Nummer in dieser Zerlegung auftritt - Bit 11
wi rd beispielsweise fur die Berechnung der Prufbits 1,2 und 8

ei ngeset zt .

Fiur die Korrektur von Mhrfachfehlern sind sel bstverstandlich wei-
tere Prufbits erforderlich
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2.6 Informationstheorie und Dat enkonpressi on

- Ei nf Ghrende Bener kungen

D e Konpression digitaler Daten bildet die essentielle Gundlage fur
Mul ti medi a- Anwendungen, z.B. im Zusammenhang mt dem Internet, der
nobi | en Kommuni kati on, Vi deo- Konferenzen, digital em Fernsehen, etc.;
Ver fahren wi e JPEG und MPEG zur Konpression von Bildern und Vi deos
benut zen effektive Al gorithmen zur Datenreduktion und eroffnen eine
prakti kable Mglichkeit fuar die Speicherung und Ubertragung der
Dat en.

Die nichtkonprimerte Darstellung eines Audio-Signals Uber einen
Zeitraumvon einer Mnute in CD-Qualitat - d.h. 44100 Abtastwerte/s,
wobei jeder Signalwert mt 16 Bit codiert wird - unfasst ca. 42
MIlionen Bits, d.h. ohne Datenkonpression wund der hiermt
verknupften Rekonstruktion der konprimerten Daten ist ein
sinnvol | er Einsatz nicht noglich.

I n Abhangi gkeit von den Anforderungen an den Rekonstruktionsprozess
unt erschei det man zw schen verlustfreien (informationserhaltenden)
und verlustbehafteten (informationsmi ndernden)
Konpr essi onst echni ken.

Die verlustfreie Konpression liefert eine Datenreduktion ohne
jeglichen Informationsverlust, so dass sich die Oiginal daten exakt
aus den konprimerten Daten rekonstruieren |assen. Bedeutende
Anwendungsgebi ete verlustfreier Konpressionsverfahren bilden die
Konpr essi on von Text und nedi zi ni schen Dat en.

Die verlustbehaftete Konpression erndglicht aufgrund des
beabsi chtigten Informationsverl ustes kei ne exakte Rekonstruktion der
Originaldaten. Auf der anderen Seite liefern die verlustbehafteten
Verfahren weit grolRere Konpressionsraten als die verlustfreien.
| nsbesondere bei der Bilddaten- und Vi deo-Konpression | aRt sich der
I nformationsverlust tolerieren, wenn hiermt Kkeine wesentliche
Beei ntréachti gung des Rekonstruktionsergebni s ei nhergeht.

Die Bewertung eines Kompr essi onsver fahrens unterliegt
unterschiedlichen Kriterien. Neben Laufzeit, Speicherplatzbedarf und
Kompl exi t &t des Al gorithnmus besitzt das Konpressionsverhaltnis, das
ist das Verhaltnis der Anzahl der Bits zur Darstellung der Daten vor
und nach der Konpr essi on, eine hervorragende Bedeutung.
Bei spi el sweise sind fur die Speicherung eines Bildes mt 256x256-
Bi | dpunkten und 8 Bits fiur die Gaustufenverteilung pro Bil dpunkt
i nsgesant 65536 Bytes erforderlich; beld&uft sich der Datenunfang
nach der Konpr essi on  auf 16384 Bytes, so betragt das
Konpressionsverhéaltnis 4:1, d.h. die Konpression reduziert den
Dat enunf ang auf 25% der O i gi nal daten. Naturgeméall i st di e Bewertung
ver | ust behaft et er Konpressionsverfahren schw eriger, da aufgrund des
| nformationsverlustes hier eine Approximation des Oiginals
rekonstruiert wird und bei Anwendungen wi e der Bil ddat enkonpression
subj ektive Beurteilungsfaktoren eine Rolle spielen.
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- Shannons | nfornationstheorie

I m fol genden werden einige grundlegende Elenente der
| nformati onstheorie eingefihrt; diese Theorie wrde durch C E.
Shannon 1948 begrindet. Im Mttel punkt seiner fundanmental en Arbeit
steht die quantitative Beschreibung von Information und es war
Shannon, der mt Hilfe etablierter Begriffsbildungen aus dem Gebi et
der Statistischen Physik erkannte, dall nur ein |ogarithm sches Ml
di ese quantitative Beschreibung liefern kann. Shannon definierte
eine G o0Re, die als Informationsgehalt bezeichnet und dber die
Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten eines Ereignisses festgelegt
Wi rd.

Betrachten wir ein Ereignis A als Ergebnis eines Zufallsexperinents
und bezeichnet p(A) die Whrscheinlichkeit, dal das Ereignis A

eintritt, so berechnet sich der Informationsgehalt h(A), der mt A
verknupft ist, anhand der Definition:

1
h(A) = Id — = -Id p(A
(A) TS P(A)

G undséat zlich ist bei der Berechnung des Informationsgehalts h(A)
fur die Wahrscheinlichkeiten

0 < p(A <1
zu beachten; weiterhin ist h(A) auf demintervall [0,1] eine streng
nonot on fall ende Funkti on.
Bei spi el e: | nf or mat i onsgehal t
* Wirfeln mt einemnichtmani pulierten Wirfel
Erei gni smenge {1, 2,3,4,5,6}, die Wahrscheinlichkeit fir das Er-

eignisi € {1,2,3,4,5, 6} betragt p(i) = 1/6 und der Informations-
gehalt, der mt demEreignis i verknupft ist, berechnet sich zu:

h(i) = -Id p(i) - :2_2 - 258 bit.

Beachte: Der Informationsgehalt ist eine einheitenbehaftete G 6R3e,
die Einheit von h ist das bit!
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* Werfen ei ner Minze

Er ei gni smenge {Kopf, Zahl}, die Wahrscheinlichkeit fur das Er-
eignis i € {Kopf,Zahl} betrégt p(i) = 1/2 und der Informations-
gehalt, der mt demEreignis i verknupft ist, berechnet sich zu:

h(i) =1 bit.

* Tl - Kl ausur

Di e Wahrscheinlichkeit fir das Bestehen p(ja) der TI-Kl ausur

- lhre Mtarbeit vorausgesetzt - liegt bei p(ja) = 0.8, N cht-
best ehen ist nicht sehr wahrscheinlich und werde mt p(nein) = 0.2
festgel egt; dann fol gt:

h(ja) = 1d 1/0.8 = 0.23 bit und h(nein) = 1d 1/0.2 = 2.32 bit.
#

D e einfachen Bei spiele verdeutlichen, daR fur gl ei chwahrscheinliche
Erei gni sse der Informationsgehalt jeweils den gleichen Wert besitzt
und di eser mt zunehnmender Wahrscheinlichkeit abnimmt. Ein Vergleich
der bei den ja/nein-Mdellierungen zeigt i nshesondere ein
Uber proportionales Anwachsen des | nf ormati onsgehalts far
unwahrscheinliche (seltene) Ereignisse. Analog stellt sich die
Situation bei der Tagespresse dar: unwahrscheinliche Ereignisse
besitzen einen grofBen |nformationsgehalt, Trivialnmeldungen sind
dagegen weni g informativ.

| m Rahnmen des Kanal nodel |s ist der Informationsgehalt ein Mal3 daf dr,
wi eviel Information eine diskrete Nachricht enthalt, die von einem
Sender an ei nen Enpféanger Ubermttelt wird. Unter Nachricht versteht
man hier eine Zeichenfolge, in der die einzelnen Zeichen mt
besti mmt en Wahrscheinlichkeiten auftreten.

Bei spi el e:

* renzféalle

- Quelle sendet imrer das gl ei che Zei chen
p=1 = h =0 bit ;

- ein Zeichen wird nie gesendet ( tritt in der Praxis nicht auf )
p=0 =h=whit ;

* Quel | e sendet Bi narzei chen
p(0) =%, p(1) =% = h(0) = h(1l) =1 bit;

* Quelle sendet n verschi edene Zeichen mt gleicher Wahrschein-
i chkeit
p(i) = 1/n fdr i=1,2,...,n = h(i) =1d n;
speziell: n =2 = h(i) =k bit ;
| nf ormati onsgehalt einer Dezimalziffer: (Id 10)bit = 3.32 bit;
n-stellige Dezimalzahl: h =n - 3.32 bit.
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Eine w chtige Eigenschaft des Informationsgehalts wird durch die
Funkti onal gl ei chung der Logarithnus-Funktion (log (ab) = log a + | og b)
sichergestellt: Betrachtet man zwei unabhdngi ge Ereignisse A und B
so folgt fir den Informationsgehalt, der mt dem Auftreten beider
Erei gni sse A und B verknipft ist:

h(AB) = -1d p(AB),
da di e beiden Ereigni sse unabhangi g vonei nander sind, gilt:
P(AB) = p(A)p(B)
und dam t
h(AB) = -1d (p(Ap(B)) = -1d p(A) - Id p(B) = h(A) + h(B),

d.h. der Informationsgehalt fiar das Auftreten zweier Ereignisse
entspri cht der Summe  der | nfor mati onsgehalte fur di e
Ei nzel erei gni sse oder besteht eine Nachricht aus einer Folge
unabhangi ger Zeichen, so ist der Informationsgehalt der Nachricht
identisch mt der Summe der Informationsgehalte der einzelnen
Zei chen, die die Nachricht aufbauen.

Sendet eine Nachrichtenquelle mt dem Quell al phabet
A={A , i=l,...,n}

die einzelnen Buchstaben dieses Al phabets mt unterschiedlichen
Wahr schei nli chkeiten, so kann der Enpfanger den I|Informationsgehalt
nur dann bestimen, wenn die Auftrittswahrscheinlichkeiten der
Buchst aben bekannt sind. In der Praxis ist es winschenswert,
Nachri chtenquel | en bezuglich des zu erwartenden |Informationsgehalts
zu charakterisieren. D eser Erwartungswert entspricht dem Mttel wert
der Informati onsgehalte aller Buchstaben des CQuell al phabets und wird
als mttlerer Informationsgehalt oder Entropie bezeichnet. Sei h(A)
der | nf ormati onsgehal t und P(A) di e zugehorige
Auftrittswahrscheinlichkeit fir das Zeichen A, so berechnet sich
die Entropie H der Quelle anhand der Fornel:

H:= Y p(A)hA) = - Y p(A)ld p(A)

n n
i=1 i=1

n

Y pA) -1

i=1

Die Entropie H ist die fundanentale G 6Re fur die Codierung einer
Nachri cht enquel | e!
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Shannon zeigte:

+ DieEntropieist dasMal3 fur die mittlere Anzahl der Binar zeichen, diefur die
Codierung der Quelle bendtigt werden.

+ Esqgibt kein verlustfreies Kompressionsverfahren fur die Codierung der Quelle, mit
einer mittleren Anzahl von Bits, diekleiner alsder Wert der Entropieist, d.h. die
Entropie stellt die untere Grenzefir dierealiserbare Kompressionsrate dar.

Bei spi el e: Ent ropi e
*H=20 falls p(A)=1 und p(A)=0 far i~ ;

*Hwird maximal fdar p(A)=1/n (i=1,...,n),
gl ei che Wahrschei nlichkeiten,

H=1d n ;

* Quell e sendet zwei Zeichen mt den Wahrscheinlichkeiten
p und g=1-p ( bindre Entropie-Funktion )

Hp) =-p - Idp - (1-p) - Id (1-p) = H(1-p) ,

Biniire Entropie-Funktion

0.8+
0.6
Hip)

0.9

02—+
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* Al phabet A = {x,vy, z}

A Pi h;
x [0.50 |1 H = (0.51 + 0.25:2 + 0.25-2)bit = 1.5 hit
y 10.25( 2
z 10.25]2

Ei ne Codi erung fur das Al phabet des |letzten Beispiels ist:
c(x) =1, «c(y) =01, c(z) = 00;
der Code ist unkehrbar eindeutig, z.B
011100011 - yxxzyx ,
es liegt ein Préafixcode vor, der die Fano-Bedi ngung erfillt.

D e angegebene Codierung ist optimal in dem Sinne, dall die mttlere
Wrtlange L mt

L:= Z p(Ai)'I(Ai) )
i=1
wobei | (A) die Lange des dem i-ten Zeichen entsprechenden
Codewortes darstellt, in diesem Fall identisch mt dem mttleren

| nformati onsgehalt ist: L = H

Al l genein definiert man die Redundanz R eines Codes als Differenz
der mttleren Wrtlange und der Entropie:

R:=L- H.
Far alle Binarcodierungen gilt dann:
R:=L- H=>0,

d.h. die mttlere Wrtl ange ei nes Bi nadrcodes ist imer grofRer oder
gleich als der mttlere Informationsgehalt!!!

Die Basis fur die verlustfreie Konpression bildet ein Schema, das
haufig auftretende Zeichen Uuber kurze Bi nadrsequenzen codiert und
selten auftretende Zeichen Uber |angere Codeworte darstellt. Die
Kl assifizierung erfolgt hierbei mt HIlfe der Entropie und mttleren
Wortl d&nge; deshalb bezeichnet man diese Konpressionsverfahren
generell als Entropi ecodi erungen.
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- Huf f man- Codes

Gundséatzlich gibt es fiur jede Nachrichtenquelle einen optimalen
Code variabler Lange ( Synbol-Code ), der die Prafixbedi ngung
erfallt.

Huf f man- Codes ( David A Huffman, 1951) sind Prafix-Codes und das
beste - optimale - Verfahren fiur die Codierung einzel ner Zeichen
denen bestimmte Auftrittswahrscheinlichkeiten zugeordnet sind. Der
Huf f man- Al gori t hnus basi ert auf den fol genden zwei Ei genschaften zur
Char akteri si erung optimal er Préafix-Codes:

1. Bei einemoptimlen Code besitzen Zeichen, die héaufiger auf-
treten, d.h. eine groRere Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten
besitzen, kirzere Codeworte als Zeichen, die weniger haufig
auftreten.

2. Bei einemoptimlen Code besitzen die beiden am seltensten

auftretenden Zeichen, d.h. die beiden Zeichen mt den geringsten
Auftrittswahrscheinlichkeiten, Codewdrter gleicher Lange.

Konst rukti on ei nes Huf f nan- Codes

Di e Konstruktion eines Huf f man- Codes fur ein Quellal phabet
A={ asa;,...a..}, |Al =n, gliedert sich in vier Schritte:

1. Die Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten des Zei chens a; sei
p; = p(a;) und imfol genden sei vorausgesetzt, dal die Zeichen
des Al phabets nach fall ender Wahrscheinlichkeit angeordnet sind,

d. h. Po > P1 > P2 > ... > Pp1 -
2. Beginnend mt A, ; := A werden nun veranderte Al phabete A mt
j=n-2, n-3, ... , 0O aufgebaut, indemdie beiden seltensten

Zeichen a; und a; ; aus A, zu einem neuen Zeichen a' nmttels
Konkat enati on zusamrengef alst werden und p’=p(a’)= p; + p;., ge-
setzt wird. Das neue Zeichen a" wird entsprechend der Whr-
scheinlichkeit p’ in die fallende Sequenz p, > p; > ... > p;_,
ei ngef ugt .

Di ese Zusammenfassungen werden parallel als bindrer Baum dar -
gestellt; a, a und a_, bilden die Knoten und di e beiden Kanten,
die von a und a; ; ausgehen enden in a’.

3. Fur j=0 enthalt A, nur noch ein einziges Zeichen, namich die
Konkatenation a = a, a, a,... a,, aller Buchstaben von A mt
p(a)=1.

Hiermt ist der Aufbau des Bi ndrbaunmes beendet; es ergibt sich
ein Codebaummt a als Wirzel

4. AbschlieRend werden all e Kanten des Codebauns mt O fiur die
linken und 1 fir die rechten Kanten nmarkiert.
Dur chl &uft man den Codebaum von der Wirzel zu den Blattern, so
liefert jeweils die Sequenz der Kantenmarki erungen das ent-
sprechende Codewort.
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Bei spi el : Huf f man- Code
Al phabet A ={ a,b,c,d,e}, |[A=5

A p
a 0. 40
b 0.20
c 0.18 = Entropie: H= 2.14 bit
d 0.11
e 0.11
1. Zusamrenfassung: 0.22
A, p i///\\\i
a 0. 40
de 0.22 d e
b 0. 20 0.11 0.11
c 0.18
2. Zusanmenfassung: 0.38
1
A p
a 0. 40 b C
bc 0.38
de 0 29 0.2 0.18
0.60
3. Zusammenf assung T
0.22 0.38
A p
bcde 0. 60 ////\\\\
a 0. 40 d o b c
011 0.11 0.2 0.18
1.0
0/\1
4. Zusammenf assung: 030 0.60
Ao p /\
abcde 1.00
0.22 0.38
jl///\\\\f jL///\\\\j
d e b ¢
0.11 0.11 0.2 0.18
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= Huf f man- Code

Al pi ci [l |ml

al0.40 1|0 1 (0.40
b|10.20 1103 |0.60
c|0.18 11113 [0.54
d|[0.11]100 (|3 |]0.33
e|0.11]1101 |3 |0.33

Die mttlere Wrtlange L ergibt sich zu L = 2.20 bit und die
Redundanz betragt somt R=L - H= 0.06 bit. D e Prafix-Ei genschaft
des Huf f man- Codes zei gt der zugehéri ge Codebaum indem alle Zeichen
al s Endknoten - Bl atter - angeordnet sind.

#

Fiur die mttlere Wrtlange L von Huffman-Codes, die natirlich vom
Unfang des Alphabets A und den Whrscheinlichkeiten fur das
Auftreten der einzel nen Zeichen abhangt, |&aRt sich eine obere und
untere Grenze uber die Unglei chung

HA <L < HA + 1hbit

angeben: L wird nach unten durch die Entropie H(A) begrenzt und nach
oben durch die Entropie plus 1 bit.

In der Praxis werden selbstverstandlich Erweiterungen des hier
vor gestel | ten Codi erungsschemas gew nnbringend ei ngesetzt. Es bietet
sich an, nicht einzelne Zeichen sondern ganze Zei chensequenzen zu
codi eren, wodurch di e Redundanz erheblich verm ndert werden kann -
vgl . Ubung.

Cebr auchl i ch sind i nsbesondere auch adaptive Huffman-Codes, mt der
Ei genschaft, dall Sender wund Enpfanger die Whrscheinlichkeiten
dynam sch berechnen i ndem di e Haufi gkei tsverteilungen der Zeichen in
festgel egten Abstanden aktualisiert und anschlieRBend fir eine der
Dat ensequenz angepasste Codi erung ei ngesetzt werden.

Codi erung 40



Codi erung 41



3

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

iiiii
iiiii

Aussagenlogik

EinfUhrung 2

Syntax und Semantik ... 7

Aquivalenzen e, 20

Normalformen ..., 32

Inferenzen, Schlulregeln ................... 43
0

Aussagenlogik



iiiii
lllll

3.1 Einfdhrung

° Logik ist die Lehre von der Folgerichtigkeit

Logik untersucht die VerknlUpfung von Aussagen
und mdgliche Schlul¥folgerungen

° Logik abstrahiert und die formale Struktur ent-
scheidet Uber den Wahrheitsgehalt

° - Aussagenlogik
- Prédikatenlogik ( Sprachen der ersten Stufe)
- Fuzzy-Logik

- Modallogik

Gegenstand der Logiken sind stets formale Sprachen!

Aussagenlogik



iiiii
lllll

Loguk ( Sprache )
O\

Syntax Semantik

> Regeln > Begeutung
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Syntax

Festlegung der zugelassenen Ausdricke und
formalen Strukturen der Sprache

Semantik

Festlegung der Bedeutung und Interpretation ins-
besondere auch die Zuordnung von
Wahrheitswerten

Aussagenlogik
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Aussagenlogik
Aussagen ( Satze):

“esregnet” ;

“die Straldeist nald’ ;

“ Koln liegt in den Alpen’;

“ die Eulersche Zahl ist irrational”.

Aussagen konnen wahr oder falsch sein !

Unscharfe Aussagen, die moglicherweise wahr sein
konnen, sind keine Aussagen im Sinne der
Aussagenlogik.

Aussagenlogik
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Eigenschaften der Aussagenlogik

° Zwelwertigkeitsprinzip

{ zweal Wahrheitswerte: wahr / falsch (w /f) }

° Aussagen werden als Ganzes betrachtet

{ innere Bestandteile ( Subjekt, Pradikat, . . .)
werden nicht untersucht --> vgl. Pradikatenlogik }

° Verknupfung von Aussagen mittels Junktoren nach
formal festgelegten Vorschriften und nicht nach
Inhaltlichen Aspekten

Aussagenlogik
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3.2 Syntax und Semantik

Aussagen dergestalt wie

Aussagea " esregnet” ,

Aussage b: *“ die Stral3e wird nal3”

hell3en atomar e Aussagen oder atomare Formeln;

Die VerknlUpfung der beiden Aussagen a, b:
Aussage c: “ esregnet und die Stralée wird nal3”

beschrelbt dieForme: aADb.

Den Aufbau syntaktisch korrekter Formeln wird durch
die Syntax der Aussagenlogik festgel egt.

Aussagenlogik
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Def .. Syntax der Aussagenlogik
Die Syntax der Aussagenlogik bildet
ein Alphabet, bestehend aus der Vereinigung

- der Menge der kleinen lateinischen Buchstaben
(gegebenenfalls auch indiziert),

- der Menge der Junktoren { =, A,V ,-,«, 17,1}
( VerknUpfungssymbole),

- der Klammermenge{ (, ) }

und die Regeln fur die syntaktisch korrekten Formeln:
- kleine lateinische Buchstaben sind atomare Formeln,
- 7 und L sind atomare Formeln,

- dlle atomaren Formeln sind Formeln,

- sind A und B Formeln, dann sind auch (A), -A,
ANB,AVB,A-BundA - B Formen,

- far die Junktoren gelten die nachfolgenden
Prioritéten: = vor A,V vor - vor - .

Aussagenlogik
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Bemerkungen:
a) Die Bezeichnung der Junktoren

T (verum, das Wahre) und . (falsum, das Falsche),
= (nicht),

A\ (und),

\V (oder),

- (wenn - dann) und

- (. genau dann - wenn)

basiert darauf, dal3 im algemenen diese Zeichen
mehrere Aussagen miteinander verbinden; diesist fur
N,V , -, « zutreffend, jedoch nicht far T, ., —.

Das verum T sowie das falsum . sind Aussagen, d.h.
atomare Formeln: T stenht fur die absolut wahre
Aussage und L steht fur die absolut falsche Aussage;
belde bezeichnet man als Aussagekonstanten.

b) Da A und V die gleiche Prioritat besitzen werden
Klammern verwendet, um die Relhenfolge der
AusfUhrung festzulegen.

Aussagenlogik
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c) Die induktive Definition der Formeln ist eine
Vorschrift fur ein sukzessives Konstruktionsverfahren,
das nach und nach alle Objekte erzeugt, die unter den
definierten Begriff fallen. Diese Vorgehensweise ist
nicht nur far die mathematische Logik sondern
Insbesondere auch fur die Informatik gebrauchlich.

Beispiel:
aNb -c
Ist elne syntaktisch korrekte Formel, denn
a, b, (aNb),(@aNb) - cundschliefdlich aAb - c
sind syntaktisch korrekte Formeln;
dagegen verstolien
aANbVv-c, aAN -bVvc  a-(b-c)

gegen die Regeln der Syntax, bilden mithin keine
Formeln!

Aussagenlogik
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Def.. Semantik der Aussagenlogik

Die Elemente der Menge {w , f} heil3en
Wahrheitswerte; w steht fur wahr und f flr den
Wahrheitswert fal sch.

Eine Belegung ist eine Funktion A von der Menge der
Formeln .7 in die Menge der Wahrheitswerte:

A..7 - {w,f}.

Die Interpretation atomarer Formeln erfolgt Uber eine
Belegung, wodurch diesen Aussagen ein
Wahrheitswert zugeordnet wird:

A(@ =w , awird mit einer wahren Aussage belegt;

A(@ =f ,awird mit einer falschen Aussage belegt .

Aussagenlogik
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Die Bedeutung der Junktoren wird wie folgt definiert:

Negation
Zeichen| Sprechweis | Definition
e
= nicht a —-a
W f
f W
Konjunktion
Zeichen| Sprechweis | Definition
e
/\ und ab aAb
W W w
w f f
f w f
f f f

Aussagenlogik
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Digunktion
Zeichen| Sprechweis | Definition
e
V oder ab avb
W W w
w f W
f w W
f f f
Subjunktion
Zeichen| Sprechweis | Definition
e
- wenn-dannja b a-b
W W w
w f f
f w W
f f W

Aussagenlogik

iiiii
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Bijunktion

Zeichen| Sprechweis | Definition

e
© genaudann-{a b a-b
VY0 0) 0 T e a—
W W W
w f f
f w f
f f W

Flr eine n-stellige Formel F(a,, . . ., &) berechnet sich
der Wahrheitswert A(F(a,, . . ., a,)) fUr eine gegebene
Belegung

A@),...,A@) € {w,f)}

gemals;

A(F(a, ...,a)) =F(A(a), ..., A@)).

Aussagenlogik
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Beispidl:

Fur die Formd

F(ab,c) = - (-b-cAha)AN(b--aVb)

ergibt sich der Wahrheitswert fir die Belegung
A@=w, Ab)=f, A(c)=f

folgendermalien:

AF) = = (~f-FAW)A(f=-wVT)

AW F)YA(Fef VF)

—|f /\(f“’f)

w AW

W

Aussagenlogik
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Die Anzahl der moglichen Belegungen bel einer
n-stelligen Formel betragt 2", d.n. in endlich vielen
Schritten kann der Wahrhetswerteverlauf einer Formel
far alle moglichen Belegungen ermittelt werden.

Praktikabel und bequem sind in diesem
Zusammenhang Wahrheitstafeln.

Beispiel:
F=-a-(a-b)

GUnstig ist es, wenn flr jede in F vorkommende
Tellformel eine eigene Spalte angelegt wird.

a bil-al(a-b|F
)

w wif W W

w f|f f W

f wlw W W

f flw W W

#

Aussagenlogik
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V ereinbarung:

Im obigen Beispiel und im welteren verzichten wir auf
die explizite Angabe der Belegungsfunktion, wenn
Immer dies bequem ist und keine Missverstandnisse
auftreten konnen!

Aussageverknupfungen, die fur jede madgliche
Belegung den Wahrheitswert w liefern, besitzen im
Rahmen der Aussagenlogik eine besondere Bedeutung!

Def.:

Eine Formel F heildt erflllbar, wenn wenigstens eine
Belegung existiert mit A(F) =w;

eine Formel F ist allgemeingultig, eine Tautologie,
wenn fur jede Belegung A(F) = w resultiert;

elne Formel 1st unerfillbar, eine Kontradiktion, wenn
fur jede Belegung A(F) =f gilt.

Aussagenlogik
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F =(a-b)-(b-a),
G =(a-b)-(-b--a),
H =(a-b)A-(a-b)

Wahrheitswerteverlauf der drel Formeln:
a bl|abb-a o(a-b) -a -b -b--a F GH

W W f f f w  wwf
W W f w w f

f W f wf
W w wwf

W
f |f w f
wi|w f f W
f lw w f W

Somit;
Fist erfullbar,

G ist algemeinglltig, G ist eine Tautologie,
H ist unerfullbar, H i1st eitne Kontradiktion.
Beachte:

Die Tautologie liefert flr jede Belegung eine wahre
Aussagel #

Aussagenlogik
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Bemerkung:

Die Erfullbarkelt einer Formel kann mit Hilfe einer
Wahrheitstafel in endlichen vielen Schritten Gberprift
werden:

Die Aussagenlogik ist semantisch entscheidbar!

Dieser abbrechende Algorithmus besitzt jedoch ein
exponentielles Verhalten in bezug auf die erforderliche
Rechenzeit:

eine n-stellige Formel erfordert 2" unterschiedliche
Belegungen; benGtigt jeder Test z.B. eine Rechenzeit
von 1 us, so betragt die Zet fuir die gesamte
Auswertung

210 s ~ 10%s,

Hinwels:

Derartige Fragestellungen werden im Rahmen der
Komplexitatstheorie erortert ( -> das
Erflllbarkeitsproblem der Aussagenlogik ist NP-
vollstandig).

Aussagenlogik
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3.3 Aquivalenzen

Im Mittelpunkt der folgenden Uberlegungen stehen
allgemeingultige Bijunktionen der Form:

B - C.

Def . Aussagenl ogische Aquivalenz
Besitzen die Formeln B(a,, . . ., a) und C(a,, . . ., @)
fur jede mogliche Belegung A(a) , . . ., A(a) den
gleichen Wahrheitswert

AB) = A(C),

so bezeichnet man die allgemeingultige Bijunktion
B - C alsaussagenlogische Aquivalenz und schreibt:

B - C,

sprechweise: B ist aguivalent zu C.

Aussagenlogik
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Beispiel:
B(ab)=-aVb |, C(ab)=a-Db

Wahrheaitstafel fur die Bijunktion B « C:;

a b|-al|-aVbla-b|-aVb-a-Db
w w| f W W W
w | f f f W
f wilw| w W W
f f |lw| w W W

Es liegt eine allgemeingultige Bijunktion vor; die
Aquivalenz

-aVb < a-b

eroffnet die Moglichkeit, —-aV b in alen Formeln
durch a- b -wie auch umgekehrt- zu ersetzen.

Exemplarisch kann die Formel
a-(b-c
aguivalent wie folgt umgeformt werden:

a-(b-c=a-(-bVvc e -aVv(EbyVc).
#

Aussagenlogik
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Bemerkung:

Das Zeichen = fir die Aquivalenz gehort nicht zur
Syntax der Aussagenlogik; die Zeichenkette

-aVb < a-Db
Ist keine syntaktisch korrekte Formel.
Das Zeichen < fir die Aquivalenz macht eine Aussage
Uber die Formel
-aVb - a-b,
namlich die, dal3 diese Bijunktion allgemeingtiltig ist.

Sprachen, die Aussagen Uber andere Sprachen machen,
hel[3en Metasprachen.

Das Aquivalenzzeichen << ist beziglich der
Aussagenlogik ein metasprachliches Symbol.

Aussagenlogik
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B < C beschreibt eine Aquivalenzrelation zwischen
den Formeln B und C; fUr diese Relation gelten in der
Meatsprache ( dasist hier die Algebra) die folgenden
definierenden Eigenschaften:

- Reflexivitat

- Symmetrie
wenn B <A, dann A =B
- Trangitivitat

wennA «Bund B « C, dann A = C.

Aussagenlogik
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Beispiel: Sorachliche Umsetzung

a-b < =-aVvb
betrachte
a die Ampel zaigt rot,
b: das Auto halt an;
a-b:
wenn die Ampel rot zeigt, dann halt das Auto an;

-aV b:

die Ampel zeigt nicht rot oder das Auto halt an.

Aussagenlogik
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Beispidl:
Aquivalenz zwischen wechsel seitiger Subjunktion und
Bijunktion:

a-be<(a-b) A (b-a).

Wahrheitstafel:

a bjla-b|a-b|b-al(@a-b)A(b-a)
W W| W W W W

w f f f " f

f w f " f f

f f " " " "

Beide Seiten der Aquivalenz besitzen den gleichen
w-f-Verlauf, wodurch die Aquivalenz bestétigt wird.

Diese Aquivalenz erlaubt es, die Bijunktion durch
wechsel seitige Subjunktionen darzustellen.

Aussagenlogik
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Mit
a-b < =-aVvb

und
(a-b) AN (b-a < (-aVb)A(=bV a)

folgt:
a-b < (-aVb) A(-bV a),

d.h. die Bijunktion a3 sich aqguivalent mit den
Junktoren -, A undV darstellen.

Aussagenlogik
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Ubersicht einiger wichtiger Aquivalenzen

Die nachfolgend aufgelisteten Aquivalenzen der
Aussagenlogik konnen bequem anhand der
entsprechenden Wahrheitstafeln Gberprift werden.

Konjunktions-Aquival enzen

a\b < bAa Kommutativitét
aNbAc =« (@Nb)Ac Assoziativitat
aNa < a | dempotenz
aNT < a Neutralelement
a/\-a < 1 Gesetz vom Widerspruch

a/ANbVvcec < (aAb)V(aAc) Distributivitét

a/N(@avec) = a Absorptionsgesetz
s(a/Ab) < —-aV -b de Morgan-Gesetz
alAb < -(a- -b) (N, -) - Aquivalenz

Aussagenlogik
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Disjunktions-Aquival enzen

aVvVb < bVa Kommutativitét
aVbVve < (@Vb)Vce Assoziativitat
aVae«< a | dempotenz
aVvVi < a Neutralelement
aVvV-a e T Tertium non datur

aVbAc) < (aVb)A(aVc Distributivitét

aV@nc < a Absorptionsgesetz
s(aVb) « -aA -b de Morgan-Gesetz
aVvVb < -a-Db (\V, -) - Aquivalenz

Aussagenlogik
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Subjunktions-Aquival enzen

a-b < -b--a
a-(bANc) = (a-
a-(bvec = (a-
(aAb) -c = (a-~-

(avVb) -c « (a-

Kontrapositionsgesetz
b) A (a - C) Distributivitét
b) V(a - C) Distributivitét
b) V (a -~ ¢) R-Distributivitat

b) A (a -~ ¢) R-Distributivitat

a-(b-c < b- (a-c0 V ertauschen
a-(b-c < (a-b)-c Assoziativitét
a-ae< T Reflexivitét

a-b e -aVhb

a-b < =(aA-b)

(-,V)-Umwandlung

(-,N\)-Umwandlung

Aussagenlogik
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Bijunktions-Aquival enzen

a-b - b-a Kommutativitat
a-b < -b--a Kontrapositionsgesetz
a-b < (a-b)A(b -a (-,~)-Umwandlung
a-be (avbyA(aVv-b) (-,/N)-Umwandiung
a-be (AaANb)V(-a A=-b) (-,V)-Umwandiung
a-(b-c = (@~ Db ~cC Assoziativitét

a-a-<e T Reflexivitat

Aquivalenz der doppelten Negation

1A & a

Aussagenlogik
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Bemer kungen:

Alle Aquivalenzen sind leicht mittels Wahrheitstafeln
nachprifbar;

Beispiel:  Absorptionsgesetz

a/AN(@avec < a

A@ Ao A(@Vc) A(@/N (aV o)
f f f f
f W W f
W f W W
W W W W
#

Alle Aquivalenzen behalten ihre Glltigkeit, wenn die
atomaren Formeln konsistent durch beliebige Formeln
ersetzt werden.

Das Dualitatsprinzip der Aussagenlogik liefert einen
direkten Ubergang von den Konjunktions- zu den
Disjunktions-Aquivalenzen - allgemein gilt:

sel F e G und F*, G* werdenausF, G
abgeleitet, indem Uberall A durch V und umgekehrt
ersetzt wird, sofolgt F < G*.

Aussagenlogik
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3.4 Normaformen

Die Aquivalenzen bilden die Basis fur die
Vereinfachung von Formeln und sind wesentliches
Hilfsmittel fUr die Konstruktion der Normalformen.

Die Normalformen sind direkt mit der Wahrheitstafel
korreliert und zeigen andererseits die
Allgemeingultigkeit einer Formel in einer besonders
einfachen Art auf.

Beispiel:

Betrachten wir eine Formel wie

(avVv-aVbV-b) A(cV-c) AN(aVbV-bVc),
bel der - und <~ nicht auftreten, sondern in den
Klammern nur Digunktionen und zwischen den
Klammern nur Konjunktionen als Junktoren fungieren,
so ergibt sich mit:

aV-a e T und aVvV T e T

aufgrund der Tatsache, dass In jeder Klammer

Aussagenlogik
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mindestens eine atomare Aussage negiert und nicht-
negiert auftritt:

(TVT)A(T) AN(avVTVe)=sT A TN ToT]
d.h. die obige Formel ist eine dreistellige Tautologie:

die Formel ist allgemeingultig!
#

Def .. Konjunktive Normalform ( KNF)

Ist eine Formel alein aus der Konjunktion von
Disjunktionen atomarer Formeln bzw. deren
Negationen aufgebaut, dann heildt diese Darstellung
Konjunktive Normalform ( KNF ).

Satz:

Jede Formel kann Uber Aquivalenzumformungen as
KNF dargestellt werden.

Aussagenlogik
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Bewels:
Die KNF ergibt sich, indem
1. alle vorhandenen Bijunktionen mit der Aquivalenz

FeGo (FVG)A(F V-G)

eliminiert werden - F, G stehen flur beliebige
Tellformeln;

2. ale vorhandenen Subjunktionen werden mit der
Aquivalenz

F-G « -F VG
umgeformt;

3. Negationen vor Klammerausdriicken werden mit den
de Morganschen- Aquivalenzen

A(FANG) « a-FV -G , -(FVG < —F A -G

aufgel 6st;

4. Teillformeln wie F V (G N H) werden mit dem
Distributivgesetz FV (G AH) < (FV G) A (FV H)
aufgel Ost.
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Beachte:

Die KNF ist syntaktisch nicht eindeutig festgelegt,
denn die Rehenfolge der atomaren Formeln und
Digunktionen sowie mogliche Vereinfachungen
werden durch den angegebenen Algorithmus fur die
Umformung in eine KNF nicht fixiert.

Satz:

Eine Formel ist allgemeingulltig, wenn alle
Disjunktionen der KNF zumindest eine atomare
Formel negiert und zugleich nicht-negiert enthalten.

Bewels:
Nach Voraussetzung enthdt jede Digunktion das

verum 1; mit 7 V F = T ergibt sich eine Konjunktion
wahrer Aussagen und damit die Allgemeingultigkeit.

Aussagenlogik
35



iiiii
lllll

Beispiel:
Umformung der Formel

(aA=(bVc)) -(b-c)
In eine KNF;
* Umwandlung der Bijunktion
(aAN=(bVc)) -((bV-c)AN(-bVc))
* Umwandlung der Subjunktion
-(aAN=(bVvc)) V((bV-c)AN(=bVc))
* Umwandlung der aul3eren Negation (de Morgan)
-aV-—=(bVc) V((bV-c)AN(-bVc))
(-aV bvc) V((bV=c)A(-bVc))
* Umwandlung mit dem Distributivgesetz

(maVbVecVbVv-c) AN(-aVbVcV-abVc)
Die Formel ist allgemeingultig! #
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Zusammenhang der KNF mit der Wahrheitstafel
Betrachten wir die Formel
A(@b,c) = (a~b) N(a-bVrc)

und ihre Umwandlung in eine KNF:
A(@b,c) = (av-b)A(-aVb) AN(a-bVc),
A(@b,c) = (av-b)A(-aVb) AN(-aVbVc).
A 1st nicht allgemeinglltig; eine Belegung mit

A@=f, A= Alc)=w
liefert z.B.

AA)=fAwAw=T,

Die Wahrheitswerte A(A) fur die moglichen 2° = 8
Belegungen folgen mit der Expansion aller
digunktiven Verknlpfungen derart, dass jede Variable

( negiert oder nicht-negiert ) in den enzelnen
Digjunktionen auftritt.
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Die Expansion der KNF basiert auf den folgenden
Aquivalenzen:
F < FV ., 1 G NG,

Fe FV(GAN-G) « (FVG) A (FVAG).
Anwendung auf die KNF von A liefert:
(aV-b)=(aV-bVi=(aV-bV(c N-C))=

=(aV-bVc) A (aV-bV-c)
und

(maVb)=(-aVbVvc) A (-aVbV-cC)
und Insgesamt

A(@b,c) = (av-bVvc) AN (aV-bV-ac) A
(maVbVcec) A (maVbV-c) A
(naVbVc);

aufgrund der Idempotenz (F A F < F) ergibt sich ab-

schlief3end die kanonische KNF:

A(@b,c) = (av-bVvc) AN (aV-bV-ac) A
(maVbVvc) A (-aVbV-c).
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Die kanonische KNF ist nur aus vollstandigen
Digunktionen aller Variablen ( atomaren Formeln )
aufgebaut;

vollstandige Digunktionen werden als Maxterme
bezeichnet und beinhalten jede Variable ( negiert oder
nicht-negiert ) genau einmal.

Die Struktur der kanonischen KNF zeigt direkt, flr
welche Belegungen die Formel eine falsche Aussage
darstellt.

Wegen FA L = 1 eqgibtsich AA)=f
flr jede Belegung, die einen der Maxterme zu ener
falschen Aussage verknupft.
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Far

A(@b,c) = (av-bVvc) AN (aV-bV-c) A
(maVbVc) A (-aVbV-c)

bedeutet dies
A(A) =f

far
AA)=AffwhH=FfAwWAWAW=T,
AA)=Affww)=wAfAWAW=T,
AA)=AwfH=wAwWATfAwW=T,
AA)=Awfw)=wAwWAWAT=f.
Die verbleibenden vier Belegungen
(w,w,w),(w,w,f),(f,f,w),(f,f,f)
ergeben zwangslaufig

A(A)=w.
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Die kanonische KNF erlaubt es, die Wahrheltstafel
direkt anzugeben:

abc | A(d,b, |Bezeichnung

0)

Minterm
Minterm
Maxterm
Maxterm
Maxterm
Maxterm
Minterm
Minterm

W W
w f
f w
f f
W W
w f
f w
f f

Umgekehrt |al3t sich anhand der Wahrheitstafel die
kanonische KNF leicht aufstellen, indem jeder f-Wert
von A mit dem entsprechenden Maxterm der
kanonischen KNF bericksichtigt wird.

Analog zur kanonischen KNF erhalt man eine duale
Formulierung in Form der kanonischen digunktiven
Normalform ( DNF ), wobei den w-Werten der
Wahrheitstafel vollstandige Digunktionen (Minterme)
zugeordnet und diese digunktiv miteinander verknupft
werden.
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Kanonische DNF

aboc | A(d,b, |Bezeichnung

\2)

Minterm
Minterm
Maxterm
Maxterm
Maxterm
Maxterm
Minterm
Minterm

Digunktive Verkntpfung der Minterme:
A(@bc)=(@/NbAc) V(aAbA-c) V
(—raA-bAc) V(-aAN-bA-C);

die Formda A i1st wahr, wenn einer der Minterme den
Wert w annimmt (w VvV f=w):

A(A) = A(w,w,w) = A(w,w,f)

= A(F,fw) = A(f,,H) = w.

Aussagenlogik
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3.5 Inferenzen, Schlul3regeln

Inferenzen ( logische Folgerungen ) und bestimmte
Schlufregeln sind von grundlegender Bedeutung fur
die gesamte Logik.

Beispidl: wenn-dann-Inferenzen

Wenn es regnet, dann wird die Stral3e nals.

Wenn das Wetter schon ist, dann gehen wir spazieren.
Wenn eine Zahl nur durch Eins und sich selber teilbar

Ist, dann ist diese Zahl eine Primzahl.
#

Allgemeine Struktur des logischen Schlusses:

wenn dann

Y

B2

™ Inferenzregeln

( Schluf3regeln )
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Def.. Aussagenl ogische Folgerung

SeenA, ..., A undB, ..., B, n-stelige Formeln;

dann heilen die B, . . . , B, aussagenlogische

Folgerungen ( Konklusionen ) aus den Pramissen A, .

.., A_ wennfir jede Belegung A(X,), ..., A(X.) mit
AA)=...= AA,) =W

auch

AB,)=...

AB,) =w
gilt. Abktrzend schreibt man:

A,... A B,...,B,
oder

A, A...AA. B (j=1,...,k).

Beachte:
Wahre Pramissen bedingen wahre Konklusionen!
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Selen A, . . ., A, nsellige Formeln, deren
Konjunktion A; A\ ... A A, konsistent, d.h. erfillbar
ISt.

Dann besteht die Menge { B, . . . , B, } aler
Folgerungen aus

der n-stelligen Tautologie,

alen Maxtermen der kanonischen KNF von
AN NAL

und allen Konjunktionen von mindestens zweien
dieser Maxterme.

Ist 1 die Anzahl der Maxterme, dann gibt es insgesamt
k=2"

Folgerungen.
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Beispiel:
Pramissen: A/ (ab)=aNb, A(ab)=a-b
Wahrheitstafel:

ab |A A, A,NA,|B; B, B; B, B, B, BB,
W W[(wW W W (W W W WWW W W
w f|f f f www¢f f f wf
f wif w f wwTf wifw ff
f f|f w f wif www f ff

B,(ab)=(a/Ab)V (aN-b)V(-aAb)V(-a-b)
( kanonische DNF der 2-stelligen Tautologie)

B,(ab)=a\V b
By(ab) =aV -b

B,(ab)=-aVb=a -b= Ayab)
By(ab) = (-aVb) A(@Vv-b)=a -b
Bg(a,b) = (-aV b) A(aVb)=b
B(ab)=(aV-b) A(avb)=a

B(ab) = (aV =b) A (-aV b) A (@V b) =a/ b =A,(ab)
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Selen A, . .., A, B n-stellige Formeln und B eine
aussagenlogische Folgerung ausden A, ..., A,
Dann ist die aussagenlogische Implikation

A,... A, B
oder

A, A...ANA. B

m

aguivalent mit der Aussage
A, N...NA, - Bistalgemeingultig.
Als Schlulregeln bezeichnet man bestimmte

aussagenlogische Schllsse, die fur zwel Pramissen als
Figur allgemein wie folgt dargestellt werden:

und far A, , A, B steht,
dh.A; AN A, - Bistalgemeingultig.
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Abtrennungsregel

Als Abtrennungsregel ( modus ponens ) bezeichnet
man die Schluf¥figur:

a-»b wenn a, dann b
a nun aber a
b alsob
Beispiel:

Wenn es regnet, dann wird die Stral3e nal3
ES regnet

Die Stral3e wird nafd

Aussagenlogik
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Widerlegungsregel

Als Widerlegungsregel ( modus tollens ) bezeichnet
man die Schluf¥figur:

a-»b wenn a, dann b
-b nun aber nicht b
-a also nicht a
Beispiel:

Wenn es regnet, dann wird die Stral3e nal3
Die Stral3e ist nicht nal3

Es regnet nicht
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Kettenschlufl

Als Kettenschluld ( modus barbara ) bezeichnet man
die Schluf¥figur:

a-»>b wenn a, dann b

b -cC wenn b, dann ¢

a-_C also: wenn a, dann ¢
Beispiel:

Wenn es regnet, dann wird die Stral3e nal3
Wenn die Stral3e nal3 i<, verlangert sich der Bremsweg

Wenn es regnet, dann verlangert sich der Bremsweg

#
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Pradikatenlogik

Obwohl die Aussagenlogik as Grundlage der Booleschen Algebra eine wichtige Rolle
einnimmt, ist sie nicht méchtig genug, um viele Eigenschaften von Gegensténden der
Wirklichkeit ausreichend darzustellen. Diese Beschrankung &3t sich an folgendem

Beispid veranschaulichen:

Beispiel 1.4 CQuerbezdge zwrschen Aussagen

Fift 13t ein Hund; Hunde mégen Knochen, also mag Frh Knochen. O

Wir wollen nun versuchen, diesen Satz auf der Grundlage der Aussagenlogik zu
formalisieren. Dazu wahlen wir drei Aussagen, namlich:

A fur die Aussage Fifi ist ein Hund

B fur dieAussage Hunde mdgen Knochen

C fur dieAussage Fifi mag Knochen

Diese Aussagen verknipfen wir nun mittels Konjunktion und Implikation zur Formel

AMNE=TC

Dabel missen wir jedoch feststellen, dal3 wir die inhaltlichen Bezlige zwischen den
Aussagen des Beispiel satzes, inshesondere den Zusammenhang zwischen dem Begriff
,,Hund™™ und den Eigenschaften von ,,Fifi™, nicht nachbilden kdnnen.

Dieswird erst im Rahmen der Préadikatenlogik (engl.: predicate logic), diewir in diesem
Abschnitt einfihren werden, moglich. Die Pradikatenlogik ist eine Erweiterung der
Aussagenlogik, die uns zusétzliche Begriffe und Strukturierungsmittel verschafft, um
Argumente wie im obigen Beispid zu formaisieren.



Merkmaleder Pradikatenlogik

Bel der Beschreibung der Aussagenlogik sind wir Variablen begegnet, welche setsas
Platzhalter fir eine der beiden logischen Konstanten woder t standen. Ein besonderes
Merkmal der Pradikatenlogik ist nun die Verwendung von Variablenin einem
erweiterten Sinne, namlich al's besonders gekennzeichnete Symbole, die beiebige Objekte
eines vorher abgegrenzten Berelchs bezeichnen. Ein weiteres Merkmal ist die
Verwendung besonderer Symbole zur sinntragenden Bezeichnung von

Objektel genschaften oder von Beziehungen zwischen mehreren Objekten. Diese Symbole
werden Pradikate genannt.

Beispiel 1.5 Fradrkat
Die Bigenschatt, dafl ein Ther ein Hund 1s4, wilrden wir sum Beispiel durch
das Pradikat

hundis)

ausdrucken. Dieses Pradikat gilt fur alle denkbaren Hunde £, nicht aber

fiir anderen Tiere. O

Einem Prédikat selbst kann kein Wahrheitswert zugewiesen werden. Es driickt nur
Eigenschaften oder Beziehungen zwischen Objekten aus. Pradikate kénnen jedoch zu
Aussagen werden, wenn man ihre Variablen durch geeignete Individuen aus einem
Interessensbereich - hier Namen - ersetzt. Dabel nimmt jedes Vorkommen einer Variable
den selben Wert an. Die Variablex in unserem vorigen Beispid stellt demnach einen
Platzhalter fur viele konkrete Namen dar. Solche V ariablen bezeichnen wir adsfreie
Variable.

Beispiel 1.6 Eraetzung frerer Varrfablen
Die Aussage Aund( Frfi) 18t sum Bewspiel wahr, falls Prfi ein Hund 1st. Sieist
aber falach, falls Prfi ein Kaninchen oder ein anderes Lebewesen benennt,

das man nicht als Hund bereichnen wurde. O



Wir nennen das Prédikat hund(x) einstellig, well es genau ein Argument annimmt. Haufig
wollen wir jedoch auch Beziehungen zwischen Gegenstdnden oder Personen durch
Préadikate charakterisieren. Diesist moglich durch Verwendung n-stelliger Préadikate der
Form

.pl:i':h--- |3n:|-

Beispiel 1.7 Zwersiellige Pradrkate
Dras wweistellige Pradikat

ehefron_vonis, y)

soll auadriicken, dafl ¢ die Bhefrau von y 1st. Bin Beispiel fiir eine aus dem
Pradikat durch Vanablenersetzung abgeleiiete wahre Aussage 1s4

ghefray _voni Clara Schumann Hobert Schumanr),
wihrend die Aussage
phefray _won(Cleopaira, Wapoléon)

nach unserer historischen Brkenntnis falach sein muafl.

Zu den wweistelligen Priadikaten, die uns seit Schulzenten gelaufig sind,

gehidren:
Eezeichnung Schreibwelse
numenisch gleich a =t
numernach kleiner o< b
numerisch grofler a=b
numerisch kleiner glewch o=b
numerisch grofler gleich a = b

O

Pradikate benutzen wir in Spezifikationen, um Eigenschaften des entstehenden
Programmsystems festzulegen. Pradikate dokumentieren informelle Anforderungen oder
durch Beobachtung gewonnene Einsichten in Systemeigenschaften und geben uns damit
die Moglichkeit nachzuweisen, dal3 Eigenschaften von Entwirfen und Implementierungen
eine Folge ausdriicklich formulierter Anforderungen sind.

In den Argumenten von Pré&dikaten wollen wir aber nicht nur VVariablen verwenden,
sondern auch Ausdriicke, die bestimmte Werte aus einem I nteressenshereich darstellen.



Definition 1.2 Assdricke werden awsachirefiich gema # jolgender Regeln gebridet:

1. Jede Honmstanteund jede Varrable raf ern duadruck,

£ Wennidy, ... 1m Assdracke sind und | ern m-atfelirges Funkironssymobol darstelld,
dann raf auch f(iy, .., 1m) ern Ausdrack.

3. Wenn 4,1z Ausdrucke arnd und ¢p eraen brmaren Operater daradelld, dann rad
auch {1y op 13) ern Ausdruck.

Unter dem Begriff K onstante verstehen wir Zeichen mit festgel egter Bedeutung wie etwa
die Konstante,,0"" aus dem Bereich der ganzen Zahlen. Auch Funktionssymbole und
Operatorzeichen wie etwa .+ oder ,,/” haben eine feste Bedeutung. Sie bezeichnen aber
keine konkreten Werte, sondern Operationen auf Objekten eines I nteressensbereichs.

Schreibweize.Wir werden im folgenden Variablen in fusdricken vorzugsweise
durch die Zewchen «, ¢,z sowie thre indimerien Versionen und Fonstanten durch
die Fewchen a, b, ¢ sowie thre indimierien Versionen darstellen. 4ls Funktionssymbole

wahlen wir ublicherweise die Zeichen /| ¢ und A. o

Beispiel 1.8 Ausdricke avs dem Eererch & der gonzen Zohlen

Ecﬁcichnung Echroibwoiac
Foonstanten st N Lo
Summe 14+ 1z

Differens 1 — 1a

Produkit 11w 1y

Juotient 11z

O

Ein drittes Merkmd der Prédikatenlogik ist die Mdglichkeit, Variablen durch die beiden
préadikatenl ogischen Quantor en zu binden. Wir unterscheiden zwischen dem Allquantor

¥und dem Exisgenzquantor 3,

Beispiel 1.9 Cuantoren
Quantoren erlauben es uns, Sitze der Art:

Es gibt eine ganse Bahl £, a0 dafl £ durch 5 teilbar a4
Fiir alle ganzen Zahlen y gilt: ¢ 18t durch 1 teilbar.

wie folgt wu formalisieren:

dz e terfbar_durch (5 2] (1.2)
Yy e tetlbar_durchil, o) (1.3)



Die Vaiablenx undyin (1.2) beziehungsweise (1.3) heil}en gebundene Variablen, denn
sie sind durch die Quantoren in der durch das Zeichen ,, « * abgetrennten Teilformel
gebunden und kénnen darin nicht mehr beliebig ersetzt werden. (1.2) und (1.3) selbst snd
auch keine Pradikate sondern Aussagen.

Iz e F L : L
Eine Aussage der Form : (s :Istellt namlich sicher, dald esim Interessensbereich, Uber
den die Variable x rangiert, wenigstens einen Wert gibt, fir den P wahr ist. Mit dieser
Interpretation konnen wir informelle Aussagen wie Es gibt wenigstens einen Hund

durch
Jg e hund(s)
und die Formulierung Napoléon hat eine Ehefrau

durch

dz » chefrou_vonis, Napoléon)

ausdriicken. Die letzte Aussage bedeutet exakt ausgedriickt: ,,Napoléon hat wenigstens
eine Ehefrau™. Um den Fall auszuschlief3en, dal? es mehrere Ersetzungen fiir x geben
kann, bel der die resultierende Aussage wahr wird, verwendet man zuweilen den Quantor

3
k] (X) oder i(e :I(in der Sprache Z ) mit der Bedeutung: ,,Es gibt genau ein X, so dal3 ...
gilt™.

Eine Schwierigkeit tritt bel der Interpretation von Sétzen dadurch auf, daf3 nicht ale

Ersetzungen von Variablen in Pradikaten sinnvoll sind, wie etwaim Beispiel

h i Fifi 3 . .
AR, :I.Umdi&eem Problem zu entgehen, verlangen wir von dem bereits

mehrfach verwendeten Begriff des | nter essensber eichs, dal3 er genau die Objekte
umfaldt, fir die ein gegebenes Pradikat einen Sinn ergibt.

. Yo e Piz)
Eine Aussage der Form
die Eigenschaft P besitzt.

besagt, dal3 jedes Objekt x aus dem Interessensbereich



Pradikatenlogische Formeln

Zusammenfassend kénnen wir nun definieren, wie die Formeln der Pradikatenlogik
gebildet werden.

Definition 1.3 Jede Formel der Pradikatenlogrk raf allern nach jolgenden Regeln
aufgebayi;

1. Ore Wahrhertswerie w and £ srnd Formeln.

£ Fmd 1y,...,1, Awsdricke und F etn m-stfellrges Frdadrkad, g0 raf ouch
Fity, ... 1a) erne Formel.

. Falls F erne Formel 121, 30 131 auch - F erne Formel.

4. Falla F and Q Formeln arnd, dodmd aach F A Q FY Q F = Qand F =
Formeln.

5. %z e P orat etne Formel, falls £ erne beltebrge Varrable rsf and F ernen Formel

dorsiellt; wenn £ zuvor ta F frer war, raf gs jetzt gebunden.

6. 3z o F raf erne Formel, folls £ erne beltebige Varrable raf und F ermen Formel

darstellt: wean £ zuvor ta F frer war, 14t g4 jetzt gebunden.

Wir kdénnen an dieser Definition erkennen, dal3 jede aussagenlogische Formel auch eine
Formel der Pradikatenlogik ist.

Das Wesen freier und gebundener Variablen wird bei der Untersuchung der Bedeutung
einer quantifizierten Formel der Form ¥z ¢ Pheutlich: It x dieeinzige Variable, diein P
vorkommt, soist Ws e P genau dann eine wahre Aussage (im Sinne der Aussagenlogik),
wenn P fir ale Ersetzungen von x den Wert wahr annimmt. Enthélt P noch weltere (aso
freie) Variable, so reprasentiert ¥z ¢ Pein Pradikat Giber eben diese freien Variablen, nicht
jedoch Uber x, dax kein Platizhater sondern eine gebundene Variable ist und somit nicht
ersetzt werden kann. Dieses Prédikat ist flr bestimmte konstante Ersetzungen der freien
Variablen in P genau dann wahr, wenn P fir ale mdglichen Ersetzungen von x und unter
den fur die freien Variablen gewahiten Ersetzungen wahr ist. Sonst hat ¥z ¢ Pder Wert f.
Fir Formeln der Form 3% * F gelten analoge Uberlegungen.



Beispiel 1.10 Frere und getandene Varrablen
Der Ausdruck:

Ay Fer =y*

13t keine Aussage, well von der Wahl der Breetzung fiir die freie Vanable
¢ abhangt, ob der Pormel wahr oder falsch 1st. Das Symbol F bezeichnet
hier die Menge der ganzen Zahlen.

In dern Formel

Az - Fer =zt

kommit dagegen keine freie Vanable vor. Der Formel reprasentiert einfach

eine wahre Aussage. O

Konstruktion pradikatenlogischer Formeln

Abschlief¥end wollen wir auf unser Anfangsbeispiel zurtickkommen. Mit den in diesem
Abschnitt eingefiihrten Konzepten 18 sich die Aussage aus Beispid 1.4 im Abschnitt
Prédikatenlogik in folgender prédikatenlogischen Formel fassen:

Yo oo (hund(z) = mog(s, Knochen ).
Die Formel Es gibt Hunde, die Knochen mbgen.
konnen wir in folgende Aussage umsetzen:

s s(hund(z) A magis, Enochen]))

Selbattestaufgabe 1.6 Fraditnteniograche Formeln
Setzen Siefolgende Formulierungen in pridikatenlogische Formeln um:

1. Falls £ ein Hund 134 und y ein efibarer Gegenstand 13t, dann ward y

von £ gemocht.
1. Ba gibi sumindest einen Hund ¢ | der jeden efibaren Gegenstand y mag.

a. PFur jcdcn cliibarcn Gcscnat and Y Eibt oo cinocn Hund z, decr ¥ mag.
Merke:

Die in der Umgangssprache eher ubliche Formulierung:
. B gibt einen Hund, der jeden efibaren Gegenstand mag "

11t mehrdeutigl well er socwaohl wie Bormel 2 als auch wie Farmmel 2

oben verstanden werden kann.



Gesetze der Pradikatenlogik

Die aus der Aussagenlogik bekannte Begriffe wie semantische Aquivalenz, Tautologie,
Widerspruch, Erfullbarkeit und der Schiuf3egriff lassen sich direkt auf die
Pradikatenlogik Ubertragen. Der einzige Unterschied besteht dabel in einer
Verdlgemeinerung des Begriffes ,,Belegung™: Variablen werden nun nicht mehr durch
boolesche Werte, sondern durch Elemente ihres jeweiligen Interessensbereichs ersetzt.
Die entsprechenden Definitionen kénnen ansonsten wortwortlich Gbernommen werden,
sodal3wir hier auf eine Wiederholung verzichten.

Ebenso sind auch auch ale Theoreme der Aussagenlogik Theoreme der Prédikatenlogik.
Inbesondere sind also auch diein Tabelle 1.2 aufgefiihrten Aquivalenzen in der
Pradikatenlogik gliltig. In Tabelle 1.3 sind einige wichtige weitere Aquivalenzen der
Prédikatenlogik aufgelistet.

1 Yz eFlz) = - 35~ Plzg)
2 Yz e Plz) = - dreFlz)
3 A %¥reFlz)l = dre- Flz)
4 - N¥ze-Flz) = drs FPlr)

Tabelle 1.3: Aquivaenzen der Pradikatenlogik

Die Aquivalenzen driicken aus, dal3 e Aussage, dal3 ein Préadikat P fir alle Objekte eines
Interessensbereichs gilt, gleichbedeutend ist mit der Aussage, dal3 eskein Objekt im
Interessensbereich gibt, fir das P nicht gilt,

1. die Aussage, dal3ein Prédikat P fur ale Objekte eines Interessensbereichs nicht
gilt, gleichbedeutend ist mit der Aussage, dal3 es kein Objekt im
Interessensbereich gibt, fir das P gilt,

2. die Aussage, dal3 ein Pradikat P nicht fir alle Objekte eines I nteressensbereichs
gilt, gleichbedeutend ist mit der Aussage, dal3 es wenigstens ein Objekt im
Interessensbereich gibt, fir das P nicht gilt, und dal3

3. die Aussage, dal3 ein Prédikat P nicht fir alle Objekte eines I nteressensbereichs
nicht gilt, gleichbedeutend ist mit der Aussage, dal3 es wenigstens ein Objekt im
Interessensbereich gibt, fir das P gilt.

Diesevier Regeln sind Verdlgemeinerungen der de Morganschen Gesetze fir beliebe
Objekte aus moglicherwei se unendlichen Interessensberei chen. Weltere wichtige Regeln
der Prédikatenlogik sind in Tabelle 1.4 angegeben. Sie gelten unter der Annahme, dal3 die
Variablen x und y aus demselben I nteressensbereich stammen.



Yoo Flz) = Fly)

Flzl = dy e Fly)

Wee Plr) = dz o Fz) {alls Interessensbereich #0
dre(dye Dz, y)l=dyeids e 2z, y])
Vre(Vyedis,pl) =Vye(¥a e s y])

(Is o(¥ye 2z p)))= ( o (dz 0 2z, 0]
Yee(Flz) = Rz )= (Yo s Plz) = ¥r e Riz))
Yoo (Flz) = Rz = (e s Plz) = Az e Riz))

Tabdle 1.4: Gesetze der Prédikatenlogik

Auch die Schlulregeln der Aussagenlogik und die Theoreme 1.1 und 1.2 Ubertragen sich
auf die Pradikatenlogik. Als Beispid fir eine neue Schlul¥regel der Prédikatenlogik

betrachten wir die - Entfernung . Seeist genau die Schlul¥regel, welche der ersten

Implikation aus Tabelle 1.4 entspricht:
Yz e Plg)
Ply)

Diese Regd erlaubt es uns aso, von der Glltigkeit einer allquantifizierten Aussage auf
die Gliltigkeit der Aussage im Spezidfal zu schliefen. Weitere Schlulregeln der

Pradikatenlogik finden sch im Anhang.



Anhang

Dasfolgende System enthalt Schlulregeln, mit denen wir die Operatoren der
Aussagenlogik in Formeln einfiihren und wieder entfernen kdnnen. Fiir jeden Operator
gibt esaso jeweils zwei Arten von Regeln:

o EinfUhrungsregeln, auch Introduktionsregeln genannt, sowie
o Enfernungsregeln, auch Eliminationsregeln genannt.
Erstere werden mit dem Anhangsdl - Ibezeichnet, letztere mit dem Anhangsdl - B.

Es handdlt sich bel dem System um einen aus Darstellungsgriinden leicht abgeanderten
Auszug aus dem Systems des natirlichen Schlief3ens von Gentzen, siehe z.B. auch
Literaturangabe [Bib92]. Fur Schluf¥regeln verwenden wir dabel die folgende Form:

Framrase;, Framisses, ... Framrise,
Sealulifolgerang

Die oberhalb der waagerechten Linie angegebenen Pramissen bestimmen die
V oraussetzungen zur Anwendung einer Regd. Die Schluf¥folgerung unterhalb dieser
Linie beschreibt das Ergebnis der Regelanwendung.

: i i
Ex falzo quodhibet T
Aol A4, B I AMNE AME
AMNE A E
o E Z
VoI A E vV .E AVE A=0C EF=
AVE AVE C
1 A1 » 4, -4
= _|-|||1 M=
[4]
: B . 4, A= B
ES A= B N B
A=E B =4 Ao F AaoF
=2 | =21
A= B Ad=F E=A4

Tabele A.1: Aussagenlogisches Schlul3system

Bisauf die =-Einfuhrung sollten diese Regeln selbsterklarlich sain. Letztereist wiefolgt
zulesen:



Wenn B sich unter der hypothetischen Annahme von A schluf¥olgern 183,
dangiltd = B

Die Rechtfertigung fir diese Regel bietet gerade das Deduktionstheorem 1.2.

Diese Regeln kdnnen wir nun verwenden, um aus Formeln neue Formeln abzuleiten, die
uns zusétzliche Eingchten in die Eigenschaften des durch die Formeln beschriebenen
Moddlls oder Sachverhalts liefern.

Beispiel A.1 Ablertung
Um zu seigen, dafh sich aus der Gilliigkeit von 4, B und (4 A B) = © die
Gultigkeit von © abletien lafit, kurs

A, B (AAE= CIF O,

fuhren wir die folgende Ableiiung durch:

1. 4 Vorausssinung
2. E Vorausssinung
2. AAE = ¢ Vorausssioung
4. AME A-Binfihrung und 1., 2.
5. C = -Bnifernung und 3., 4.

O

Die Ableitung in Beispid A.1 kann man auch durch einen Ableitungsbaum, dessen
Wurzd aus der Konklusion und dessen Blétter aus den Pramissen bestehen, darstellen:

A, B
AAE, AAB=C
&

Selbattestaufgabe A.1 Ablertang
Zeigen Sie

AMNEBEFANE

durch Anwendung der oben eingefithrien Schlufiregeln. <&
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5 Schal t al gebra

5.1 Verknupfungszei chen der Schal tal gebra

5.2 Logi sche Funkti onen

5.3 Schal tsynbol e der G undver kntpf ungen

5.4 Regeln der Schaltal gebra

5.5 Logi kstufen

5.6 Darstellung der El enentarverknipfungen
I n NAND- und NOR- Techni k

5.7 Normal fornmen, Mnterne und Maxterme

5.8 M nimerung
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5.1 Verknupfungszei chen der Schaltal gebra
Die Gundl age der digital en Schal tungstechni k bil det eine zwei-e-

| enenti ge Bool esche Al gebra auf der Menge B:={ 0, 1} mt den
Ver knupf ungen:

* Konj unktion

BxB 6 B , (xX,y) H X V¥

Ver knupf ungst abel | e:

X y X VYy
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
* Di sjunktion
BxB 6 B , (Xx,y) H x©°y
Ver knupf ungst abel | e:
X y X WYy
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1
* Negati on
B 6 B |, X M X
Ver knupf ungst abel | e:
X X
0 1
1 0

Di e al gebrai sche Struktur ( B; v, w, G) wird als Schaltal gebra bezeich-
net - C.Shannon (1938).

Bool esche Al gebra 2
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Ei ne Schal tfunktion (Il ogi sche Funktion) ist eine eindeutige Zuordnungs-
vorschrift, die jeder der 2" Wrtekonbinationen der Schaltvariablen
(bi ndre oder |ogische Variablen) x;, X, ..., X, X 0 {0,1} (i=1(1)n)
ei ndeuti g ei nen Funktionswert

y = f(Xy, Xy, ...,%,) 0 {0, 1}

zuwei st .

Logi sche Ver knupfungszei chen (DI N 66000) :

Ver knipf ung Synbol Bei spi el
Negat i on & = A, -A nicht A
Konj unkti on,
v Av B A und B
UND- Ver knipf .
Di sj unkti on,
W Aw B A oder B
ODER- Ver knupf .
Av B A nand B,
NAND- Ver knupf .
\% Av B ni cht (A und B)
AwB A nor B,
NOR- Ver knupf . W
Aw B ni cht (A oder B)
I mpl i kati on 6 A6 B A Pfeil B
Aqui val enz 76 A 76 B A Doppel pfeil B
Ant i val enz,
Exkl usi v- ODER, 76 A 76 B A xor B
XOR- Ver knupf .

Ni cht genornte Verknupfungszei chen:

" Cc" far v  (Und),

R far w  (Qder),

VA far :  (Aquival enz),
"/, r" far : ( XOR) .

Bool esche Al gebra 3
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Vor r angr egel n:

wachsende
Prioritat
8
| Negation (starkste Bi ndung)
I
I UND, ODER, NAND, NOR
I
| XOR, Inplikation, Aquival enz
Beacht e:

Da bei spi el sweise die Verknupfungen UND und CDER die gleiche Prioritat
besitzen, missen innerhalb einer deichung Kl ammern gesetzt werden

Al s abkirzende Schrei bwei se bezeichnet man das Wegl assen des Verknip-
fungszei chens bei der direkten UND Verknipfung | ogischer Variablen,
z.B.:

( Xl - X2 - )?3) ° ( )?2 - X3) ) X1X2Y3 ° )?2)(3
DI N 66000 abkir zende Schr ei bwei se
Ver knupf ungst abel | en
y = f(X4, Xy)
Ar bei t st abel | e:
Xl X2 y
oV oV 0OV
oV 4 V 4 vV
4 Vv oV 4 vV
4V 4V 4V
Pegel t abel | e:
Xy X, y
L L L
L H H
H L H
H H H

Bool esche Al gebra 4
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Wahr hei t st abel | en:

Posi tive Logik

Negati ve Logi k

PR OO
RORO
RRRO|<

ODER - Ver knupf ung

X, X2 y
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

UND - Ver knupfung

Bool esche Al gebra




H. Koch Fachhochschul e Kéln / Abt. Gummersbach

5.2 Logi sche Funkti onen

Fiur n binédre Eingangsvariablen gibt es 2" verschi edene Konbi na-
tionsnbglichkeiten, so dald fur eine bindre AusgangsgrofRe die
Anzahl der nbglichen Funktionen gl eich

22"
i st.

* Funktionen fir eine Ei ngangsvari abl e:

X — f(x) — Yy

y, "f.(x) , 1 %70,1,2,3
X 0 1 Logi sche Bezei chnung

Funkti on

Yo 0 0 Yo= 0 Konstante O
Y1 0 1 y, = X Abbi | d, Trei ber
Y2 1 0 y, = =X Negat i on
Vs 1 1 ys; = 1 Konstante 1

Logi sche Funktionen fur zwei Ei ngangsvari abl en:

X1
f(X1,X2) Y

X2

Bool esche Al gebra 6
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yi " Fi(xyxy)

"0,1,...

, 15

X1

Logi sche Funkti

Bezei chnung

YO YO 0 Konstante O
Y1l Y1l XL w X2 = X1 w X2 NOR

Y2 Y2 XIX2 = X1 v X2 I nhi bition
Y3 Y3 X2 Negati on X2
Y4 Y4 X1X2 I nhi bition
Y5 Y5 X1 Negation X1
Y6 Y6 X1l <-> X2 = X1X2 w X1X2 XOR

Y7 Y7 X1 v X2 = X1 v X2 NAND

Y8 Y8 X1 v X2 = X1X2 UND

Y9 Y9 = X1 <-> X2 = X1X2 w X1X2 | Aquival enz
Y10 Y10 = X1 Identitat X1
Y11 Y1l = X2 -> X1 = X1 w X2 I mpl i kati on
Y12 Y12 = X2 Identitat X2
Y13 Y13 = X1 -> X2 = X1 w X2 I mpl i kati on
Y14 Y14 = X1 w X2 CDER

Y15 Y15 =1 Konstante 1

Bool esche Al gebra
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Besondere praktische Relevanz besitzen die Funktionen UND, CDER,
NEGATI ON, NAND, NOR und XOR!

Die Darstellung einzel ner |ogischer Funktionen dber die G undver-
knipfungen NEGATI ON, UND und ODER | aft sich anhand einer Werteta-
bel | e Uber prif en.

Beispiel:
y6 " x1 7| 6 x2 * x1x2 © x1x2
x1 X2 X1Xx2 XIX2 x1x2 © X1Ix2 y6
1 1 0 0 0 0
0 1 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0

Al l e | ogi schen Ver knupfungen fir zwei Schaltvariablen | assen
si ch durch Konjunktion, Disjunktion und Negation darstellen!!

Ein System F von Verknupfungen hei 3t VerknlUpfungsbasis fiur eine

Funkti onsnmenge F, wenn sich jede Funktion f O F mt diesen Ver-
knipfungen allein darstellen |aft.

F={ &, v, w} bildet eine Verknipfungsbasis fir
{ yO, y1,...,y15 }.

Bool esche Al gebra 8
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5.3 Schal t synbol e der G undver kntpf ungen

* Negation ( NICHT - Verknupfung )

Schal t synbol - DI N 40900:

O—
X y
Funkti on:
y "X " =X
Wahr hei t st abel | e:
X y
0 1
1 0

* Konj unktion ( UND - Verknupfung )

X1 &
y
- - X1 X,
y T XX, "X, VX,
0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
En Ei ngangsvariablen: y " x;x,. . . x|

Bool esche Al gebra 9
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* Disjunktion ( ODER - Verknupfung )

X1 >1
y
y - X, WX, X1 | X2
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1
.n Ei ngangsvariablen: y " x, wx,w . . . wX_ |

* NAND - Verknupfung ( NOT AND - / N CHT UND - Verknupfung )

X1

X2

Xp | X2 | Y
y'xlxz'x1Vx2 ol o

0 1 1

1 0 1

1 1 0
En Eingangsvariablen: y " X; X, . . . X

Bool esche Al gebra 10
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* NOR - Verknupfung ( NOT OR - / N CHT ODER - Verknlpfung )

>1

X2

2 1 2
Xe [ X2 | Y
0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 0
.n Ei ngangsvariablen: y " x, wx,w . . . wX_ |

* XOR - Verknupfung ( EXKLUSIV CDER - / ANTIVALENZ - Ver knUpfung)

X1 =1

y
X2

y "X, 76X, T X X, WX, X, Xy | X2
0 0
0|1 |1
110 |1
111 1|0

Bool esche Al gebra 11
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5.4 Regel n der Schaltal gebra

El ement ar ver knupf ungen

NI CHT UND ODER
10 Ovo-o Owo "0
0" 1 ovic“o owi-1
1v0"o0 1wo "1
1vic-i 1wil-®1

Zur Erl &uterung der Regeln der Algebra |assen sich einfache
Serien- und Parall el schal tungen verwenden; hierbei bil det

X ei nen Schliesser ( Arbeitskontakt ), wobei
X = 0 zu Schalter geoffnet und
X = 1 zu Schalter geschl ossen korrespondiert,

und

— ei nen O fner ( Ruhekontakt ), far
O ist der Schalter geschlossen und
1 bedeutet Schal ter ge6ffnet.

=<
X

Bool esche Al gebra 12
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X
1.
XxwO0 " x ]—
0
X
2 /ﬁ
Xw1l*™ '
1
3. «
4,
Xvi1?®X . .
5. N
X wXx "
X
6.
X X
VvV X o o -
7. .
X wx "

S

Bool esche Al gebra 13
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_ X
Xvx "0 7 i .

T

X

x|

10. Kommut ative Gesetze

a)

X1 Vv X2V X3 "X2VvX1lvx3 "xX3vx2vxl?"©".

b)

X1 w X2 wX3 "X2wX1lwx3 "xX3wx2wxl?".

11. Assoziative Gesetze

a)
X1 v x2vVvx3 "x1lv(x2vx3) "(x1vx2) vx3
b)

x1 wx2wx3 "x1w(x2wx3) "(x1wx2) wx3

12. Distributive Gesetze

a)
X1 w(x2 v x3) "(x1wx2) v (x1wx3)

b)

X1 v (x2wx3) "(x1vx2)w(x1lvx3)

Bool esche Al gebra
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13. De Morgansche CGesetze

a)

XIvx2vVv. .. vxn "x1lwx2w. . . wxXxn

b)

XIwXx2w. .. wxn "x1vx2v. . . vxn

14. Shannonsches Gesetz

f(x1, x2, .. .xn; v, w "f(x1, x2, ... Xn; wyvV)

15. Kirzungsregel n

x1w(x1vx2) " x1

denn
x1w(x1lvx2) "% (x1v1l) w(x1lvx2) "
"2 x1v(1lwx2) " x1v1"*x1
bzw.
X1
b)

x1 v (x1wx2) " x1

[ x1 v (x1lwx2) "t (x1w0) v (x1wx2) "
"2 x1w(0vx2) "*x1wO0 "t x1]

Bool esche Al gebra
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x1w(x1vx2) " x1wx2

x1w(X1vx2) "2 (x1wx1l) v(x1wx2) "> 1v(x1lwx2) "% x1wx2

d)

x1 v (x1wx2) " x1vx2

X1 v (X1 wx2) "2 (x1vx1) w(x1lvx2) "8 0w(x1vx2) "% x1lvx2

(x1vx2) w(xlvx2) "x1

[ (X1 Vv x2) w(x1lvx2) "2 x1v(x2wx2) "> x1v1"" x1]

f)

(x1 wx2) v(x1wx2) " x1

[ (X1 wx2) v (x1wx2) "2 x1w(x2vx2) "8 x1w0 "t x1]

Bool esche Al gebra 16
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16. Dualitéatsprinzip

Mt jeder aus den Regeln der Schaltalgebra ableitbaren Aussage
gilt auch die entsprechende Aussage, die sich bei Vertauschung von
vmt wund O mt 1 ergibt - zwei derartige Aussagen hei Ben dual.

Der Grund hierfdr ist die Struktur der G undregeln:

awb*"bwa , avb®"bva
aw(bvec) "(awb) v(awec) , av(bwc) "(avb) w(avec)
awa® "1 , ava-“"0o0
aw0O"a , avl?"®™a

17. Negation von Schal tfunkti onen

Di e Negation einer Schaltfunktion ergibt sich lUber das Shannonsche
Gesetz, indem man zur dual en Funktion ubergeht und jede Variable
ei nzeln negiert:

f(x1, x2, .. .xn; v, w "f(x1, x2, ... Xn; wvV)

Bei spi el :

y " (x1wx2wx3) v(x1lwx2wx3)

Dual e Funkti on:

y " (x1vx2vx3) w(xlvx2vx3)

oder

y " x1 x2 x3 wx1 x2 x3

Negi ert e Funkti on:

y " x1 x2 x3 w x1 x2 x3

Bool esche Al gebra 17
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5.5 Logi kst uf en
Al l genmein bezeichnet man als Stufigkeit oder VerknUpfungstiefe

einer digitalen Schaltung die Anzahl der Gatterstufen, die hinter-
ei nander geschaltet sind.

(i) Einstufige Logik

Eine digitale Schaltung ist einstufig, wenn zw schen Ei ngang und
Ausgang nur eine Gatterstufe liegt; eine Negation am Ein- oder
Ausgang wird allgenein nicht als separate Stufe gezahlt!

Bei spi el e:
y " x1 x2 X &
y
X2 —(
x1 —O) >1
y " x1wx2 o——
X2

(ii) 2Zweistufige Logik

Eine digitale Schaltung ist zweistufig, wenn zw schen Ein- und
Ausgang zwei Gatterstufen |iegen.

Bei spi el :
X1 — &
y " x1x2 w x3x4 xx g
> 1
y
X3 — &
X4 —

Bool esche Al gebra 18



H. Koch Fachhochschul e Kéln / Abt. Gummersbach

Ver ei nfachend stellt man die Schal tung

X1 — &
X2 ———Q
> 1
y
X3 —— &
X4 —— g

durch direktes Aneinanderfigen der Gatterstufen folgendernalRen
dar:

X1 & — & > 1
X2 ——(O
y
X3 — &
X4 46

(ii1) n-stufige Logik

Eine digitale Schaltung ist n-stufig, wenn zw schen Ei ngang und
Ausgang n Gatterstufen hintereinander geschal tet sind.

Beacht e:

Di e Verzodgerungszeiten santlicher Stufen addi eren sich!
Zeitkritische Schaltungen sollten auf einer zweistufigen Logik
basi er en.

Bool esche Al gebra 19
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5.6 Darstellung der El enentarverknupfungen in
NAND- und NOR- Techni k

Di e El enentarverknupfungen NEGATION, UND sowi e ODER |assen sich
technisch durch die alleinige Verwendung von NAND-Gattern bzw
NOR-Gattern realisieren; d.h. { 6, v} oder { G, w} stellen fir
sich allein Verknupfungsbasen dar.

Di e De Morganschen Gesetze

XVYy "Xwy , XWwWy""Xvy

ernbglichen jeweils eine der beiden VerknUpfungen v bzw. w aus der
Basis { G, v, w} zu entfernen.

*  NEGATI ON

x|
[E

NAND- Techni k:

y "Xvx ( Regel 6) { &

oder

y "xvl ( Regel 4) 1

Bool esche Al gebra 20
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H. Koch
. &
NOR- Techni k:
” y
y "X wX ( Regel 7))
X & — >1
oder 0 °
y "xwo ( Regel 1)
X1 & — &

* UND- Ver knapfung ( Konjunktion)

y " x1vx2

NAND- Techni k:

y " x1 v x2 ( Regel 9)

y " x1vx2vxlvx2 ( Regel 6)

NOR- Techni k:

X1

y " (x1wxl) v(x2wx2)

y " (x1wxl) w(x2wx2)

>1
]
> 1

( Regel 7, 9)

( Regel 13)

Bool esche Al gebra
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* ODER - Verknupfung ( Disjunktion )

NAND - Techni k:

X1 w X2

X1

y " (x1vx1l) w(x2 v x2)

y

x1

X2

NOR - Techni k:

X1 v X1 v X2 v x2

>1

( Regel 6, 9)

( Regel 13)

{
{

L
| T

y

X1

X2

X1 wXx2 " X1 wx2wxlw

X2 ( Regel 9, 7)

>1

|

>1

Bool esche Al gebra
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5.7 Normal formen, M nterne und Maxterne

Jede Schal tfunktion kann durch zwei gl eichwertige Normal fornen:

*  KNF ( konjunktive Normal form)
*  DNF ( disjunktive Normal form)

dargestellt werden - hierbei treten nur die Elenentarverknipfungen
NEGATI ON, KONJUNKTI ON und DI SJUNKTI ON auf .

\,

Shannonsches
Gesetz

Di e Basisel enente der beiden Normalfornen sind die Mnterne fur
die DNF und die Maxterne fiur di e KNF:

- Mnternme ( Vol | konj unkti onen )

Mnterme sind konjunktive Verknupfungen aller Eingangsvari ablen,
bei denen jede Variable - negiert oder nichtnegiert - genau ei nnal
auftritt.
Bei spi el :

3 Variablen A, B, C

AvVBvVvC , AvBvC , AvBvC ,

Bool esche Al gebra 23
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- Maxternme ( Vol | di sjunktionen )

Maxterme sind disjunktive Verknupfungen aller Eingangsvari ablen,
bei denen jede Variable - negiert oder nichtnegiert - genau ei nma
auftritt.

Bei spi el :

3 Variablen A, B, C

AwBwC |, AwBwC , KW@WC,

Im Falle von n Schaltvariablen |assen sich insgesant 2" Mn- und
Maxt er me bi |l den!

M nterne fir zwei Ei ngangsvari abl en:

X1l x2 X1x2 X1x2 X1x2 X1x2
0 0 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0
2 1 0 0 0 1 0
3 1 1 0 0 0 1

Jeder Mntermwird nur fur eine Konbination der Eingangsvari abl en
“1", for alle Ubrigen ist er “0".

Der Mnterm mit dem Wert *“1" entsteht durch konjunktive Verknlp-
fung aller Schaltvariablen, wobei die Ei ngangsvariablen mt dem
Wert “0" negiert werden.
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Maxt er e fir zwei Ei ngangsvari abl en:

X1l x2 X1 w X2 X1 w X2 X1 w X2 X1 w X2
0 0 0 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1 1
2 1 0 1 1 0 1
3 1 1 1 1 1 0

Der Maxterm mit dem Wert “0” entsteht durch disjunktive Verknlp-
fung aller Schaltvariablen, wobei die Ei ngangsvariablen mt dem
Vert “1"

negi ert werden.

Bener kung: Abkirzende Notation fir M nterne

Jeder Mnterm &Rt sich eindeutig Uuber die Bitkonbination der
Ei ngangsvari abl en bzw. deren Dezinmalwert identifizieren, z.B.:

(0) " x1x2 , (1) " x1x2 , (2) " x1x2 , (3) " x1x2
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M n- und Maxterne fir drei Ei ngangsvari abl en:

x1 x2 x3 Mnterm Maxt er m
0 0 0 0 X1IX2X3 x1 w x2 w x3
1 0 o 1 x1x2x3 x1 w x2 w X3
5 0 1 0 X1x2x3 x1 w x2 w x3
3 0 1 1 x1x2x3 x1 w x2 w X3
4 1 0 0 X1x2x3 x1 w x2 w x3
5 1 0 1 X1x2x3 x1 w x2 w x3
5 1 1 0 x1x2x3 x1 w x2 w x3
7 1 1 1 x1x2x3 x1 w x2 w x3

Bener kung:
Der M n-/ Maxterm korrespondi ert zur Kkl einsten/ grofiten unterscheid-
baren Fl &che i m KV-Di agramm
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- Nor nmal f or nen

Ziel: Aufstellen der Schaltfunktion fur die Ausgangsvariable vy
anhand der Wahrheitstabelle

Die | ogische Funktion fiar y fol gt indem entweder

(i) alle Mnterme mt y = 1 disjunktiv mteinander verkniupft
werden; dies liefert die DNF ( D sjunktive Normal form)

oder
(1i) alle Maxterme mt y = 0 konjunktiv mteinander verknupft

werden; dies liefert die KNF ( Konjunktive Normal form).

Beacht e:
Di sjunktive und konjunktive Normalform sind &aquivalent ( Duali-
tatsprinzip )!

In der Praxis wrd zunmeist der Schaltungsentwurf mt der DNF
dur chgef Uhrt.

Bei spi el 1:
y " f(x1, x2, x3) " (x16x2) v (x1 :x3)

Wahr hei t st abel | e:

x1 x2 x3 x1 6 x2 x1 : x3 y
0 0 0 0 1 0 0
1 0 0 1 1 1 1
2 0 1 0 1 0 0
3 0 1 1 1 1 1
4 1 0 0 0 1 0
5 1 0 1 0 0 0
6 1 1 0 1 1 1
7 1 1 1 1 0 0
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Bilde fur alle Zeilen mit y = 1 die Mnterne:

M nterm
1 X1x2x3
3 X1x2x3
6 Xx1x2x3

Di sjunktive Verknupfung der Mnterne liefert die DNF fur vy:

y " x1x2x3 w x1x2x3 w x1x2x3

Bei spi el 2:
x1 x2 X3 y
0 0 0 0 0
1 0 0 1 1 X1x2x3
2 0 1 0 1 X1x2x3
3 0 1 1 0
X1x2x3
4 1 0 0 1
5 1 0 1 0
6 1 1 0 0
7 1 1 1 0
7/ D\F

y " x1Ix2x3 w x1x2x3 w x1x2x3
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Al ternati ve Schrei bwei se:

Das Ergebnis fiur die DNF | &Rt sich aufgrund der Gew chtung der
Ei ngangsvari abl en auch wie fol gt notieren:

y " (1) w(2) w(4) , y* w(l, 2, 4)
Bei spi el 3:

x1l x2 x3 y y
0 0 0 0 0 1
1 0 0 1 1 0
2 0 1 0 1 0
3 0 1 1 1 0
4 1 0 0 0 1
5 1 0 1 1 0
6 1 1 0 1 0
7 1 1 1 0 1

Maxt er me

DNF: ( disjunktive Verknupfung der Mnterne )

y " x1x2x3 w x1x2x3 w x1x2x3 w x1x2x3 w x1x2x3

KNF: ( konjunktive Verkntpfung der Maxterne )
y " (x1wx2wx3) v (x1wx2wx3) v (x1lwx2wx3)

Beacht e:
Die KNF liefert Vorteile, wenn die y-Spalte weniger O-Wrte als
1-Werte enthalt!
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Die KNF besitzt 3 Maxterne entsprechend einer Realisierung mt
3 ODER- und 1 UND Gatter;
die DNF unfalt 5 Mnternme und fuhrt auf 5 UND- und 1 ODER-Gatter.

Berer kung:

Die KNF folgt aus der DNF fur die negierte Schaltfunktion

y " x1Ix2x3 w x1x2x3 w Xx1x2x3

mt Hlfe des Shannonschen Gesetzes

f(x1, x2, x3; w, Vv) "f(x1, x2, x3; v, w

zu:
y " (x1wx2wx3) v (x1lwx2wx3) Vv (x1lwx2wx3)
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5.8 M ni m erung von Schal t funkti onen

In der Praxis ist eine Schaltungsrealisierung anhand der Nornmal -
formen oftmals unvorteilhaft, so dall eine Mnimerung der |ogi-
schen Funktion - Elimnation der unndtigen Variablen - erhebliche
Ver ei nfachungen liefert.

Die Mnimerung der DNF fuhrt auf die disjunktive, mninmale dei-
chung oder disjunktive Mnimalform ( DVF ); die Mnimerung der
KNF liefert die konjunktive, mnimle deichung bzw die konjunk-
tive Mnimalform ( KWV ).

Minimierung

DNF KNF
DMF KMF
(disjunktive (konjunktive
Minimalform) Minimalform)

Wesent | i che Aspekte der M nim erung sind:
* es existieren zuneist nehrere gleichwertige Lésungen,

* ein Vergleich der DM mt der KMF liefert die mninmle |ogische
G ei chung,

* die KMF fol gt aus der negierten DVF,
* die DW fol gt aus der negierten KM,

* der Schal tungsaufwand fur die KMF und die negierte DVF ist
gleich grof3, gleiches gilt fiur die DMF und die negierte KM-.
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Bei spi el :

Die Mnimerung einer Schaltfunktion lieferte
far die DV

"(x1vx4) w(xlvx2) w(x2vx3) w(x3vx4) (1

und fir die KM;

y " (x1wx3) v (x2wx4) (2)

Her | ei tung der neqi erten KMF aus der DMF:

Negati on der d eichung (1) bedeutet

y " (x1vx4) w(xlvx2) w(x2vx3) w(x3vx4)

und das Shannonsche Gesetz liefert mt

y " (x1wx4) v (x1wx2) v (x2wx3) Vv (x3wx4)

di e negierte KM

"(x1wx4) v(x1wx2) v (x2wx3) v (x3wx4) (3

Her |l ei tung der neqi erten DVF aus der KMF:

y " (x1wx3) v (x2wx4) |,

y " (X1 v x3) w(x2 v x4)

Negation von (2) und Shannonsches Gesetz liefern
und somt die negierte DVF:

y " (x1 v x3) w(x2v x4) (4)
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Schal t ungst echni sche Real i si erung:

DIV negi erte KM

x1 — & > 1 x1 — >1 &
x4 — O x4 |
x1 — & x1 — >1
X2 — O X2 —

P y o M y
x2 —Q & X2 — >1
X3 ——Q X3 —
x3 —Q & X3 — >1
x4 — A x4 |

negi erte DWF KV
R S 1 a—  >1 &
x3 — | X3
y y

2 — & X2 ——— >1

Di e disjunktive ( konjunktive ) Schaltung fol gt aus der konjunkti -
ven ( disjunktiven ) durch Vertauschen der UND- und ODER-Gatter
und Negation aller Ei ngdnge sow e des Ausgangs!
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M ni mi erungsver fahren

Die wichtigsten Verfahren zur Vereinfachung von Schaltfunktionen
si nd:

- Al gebrai sche Unfornmungen

Mt HlIfe der Regeln 1. - 15. der Bool eschen Algebra wird die
G ei chung sukzessi ve vereinfacht.

Bei spi el :

y " (X1 vx2vx3) w(xlvx2vx3) w(xlvx2vx3) w(xlvx2vx3)
" (X1 v x3)(x2wx2) w(xlvx3)(x2wx2)
" (x1vx3) w(xlvx3) [ Aqui val enz]

- Al gorithm sche Verfahren

Programme zur Schal tungsm ni m erung basi eren auf al gorithm schen
Met hoden, die nahezu eine beliebig grol3e Anzahl von Vari abl en
verar beiten koénnen. Das bekannteste Verfahren ist der Quine-
McCl uskey- Al gori t hnus.

- G aphi sche Verfahren

Kar naugh- Vei t ch- Di agrame eigen sich fiar die Mnimerung |ogi-
scher Funktionen bis zu funf Ei ngangsvari abl en.

Kar naugh- Vei t ch- Di agramre ( KV-Di agranme )

Hiermit kdnnen sowohl die DMF als auch die KMF aufgestellt werden;
i.f. wird die DVF diskutiert - die KMF folgt mttels Negation und
dem Shannonschen Gesetz aus der DM-.

Das KV-Di agramm i st eine alternative schachbrettartige Darstellung
der Wahrheitstabelle mt 2" Feldern fur n Ei ngangsvari abl en.

Jedes Feld des KV-Di agramms korrespondiert zu einem Mnterm und
benachbarte Fel der unterscheiden sich nur in einer Eingangsvaria-
bl en.
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In die einzelnen Felder werden die Werte O , 1 oder * der Aus-
gangsvari abl en eingetragen. “*” bedeutet unbestimter Funktions-
wer t

( redundanter Term don’'t care term ) und kann beliebig durch “1"
oder “0" ersetzt werden.

G undprinzip:

Benachbarte 1-Felder Ilassen sich mt dem Distributiven Gesetz
zusammenf assen:

(x1vx2) w(xlvx2) "x1v(x2wx2) "x1
Ziel:
Zusammenfassen noglichst vieler benachbarter 1-Felder zu einem
Bl ock, wobei die Gesantzahl der Bl 6cke im KV-Di agranm zu m ni m e-

ren ist.

G undl egende Regel n:

1. Die Werte der Ausgangsvariablen O, 1 oder * werden fiur alle 2"
Konbi nati onen der Ei ngangsvariablen ( 2" Mnterne ) in die ent-
sprechenden 2" Fel der des KV-Di agramms ei ngetragen.

2. Benachbarte 1-Felder werden zu einem Bl ock zusammengef aldt,
wobei redundante Felder ( Luckenfuller ) ebenso bericksichtigt
wer den.

3. Ein Block unfalRt 2! Felder mt i=0, 1, ..., n.

4. Zwei Bl 6cke, die sich nur in einer Variablen unterscheiden, sind
benachbart und | assen sich zu ei nem groReren Bl ock zusamrenf as-
sen.

5. Ein 1-Feld oder redundantes Feld kann in verschi edenen Bl 6cken
ent hal t en sein.

6. Jeder Block wird durch die konjunktive Verknupfung der zugeho-
ri gen Ei ngangsvari abl en beschri eben.

7. Die logische deichung folgt mt der disjunktiven Verknupfung
der einzel nen Bl 6cke.

8. Die resultierende |ogische deichung ist genau dann m ni mal
wenn di e Bl ocke nmaxi mal e G 63e besitzen und die Anzahl der
Bl 6cke m nimal ist.

Bener kung:
Das Zusammenfassen der O0-Felder zu Bl ocken liefert die negierte
DMF und mt dem Shannonschen Gesetz fol gt hieraus die KM.

Bool esche Al gebra 35



H. Koch Fachhochschul e Kéln / Abt. Gummersbach

KV- D agramm f ir _zwei Ei ngangsvar.i abl en

x1 x2 M ntern L
X2 X2
0 0 0 X1 X2 x1
3 2
1 0 1 -x1 Xx2
2 1 0 X1 =x2 T
3 1 1 x1 X2 ! 0
Beacht e:

x2 (x1) hat die Wertigkeit 2° (2%); die einzelnen Variablen werden
auBen am KV-Diagramm in fortlaufender Reihenfolge aufgefihrt,
wobei man mt der Eingangsvariablen, die in der Whrheitstabelle
rechts steht ( Wertigkeit 2° ), beginnt und diese am oberen Rand
pl aziert und anschlielBend entgegen dem Unhrzeigersinn mt der
Bezei chnung fortschreitet.

Wesentlich fur den Aufbau der KV-Diagramme ist die Einschrittig-

keit benachbarter Fel der!

x1 x2 x1l -x2

X1 x2 | =x1 =x2

Ver ei nf achungshbl 6cke:

Zahl der
Bl ock Ei ngangsvari abl en
1 Feld ( 2°) 2
2 Felder ( 2!) 1
4 Felder ( 22) 0
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Bei spi el 1:
x1 X2 y
0 0O O
1 0 1 0
2 1 O 1
3 1 1 0
DNF:
y " Xx1x2 w x1x2

KV- Di agr amm

X2 X2

X1 0 1
3 2

-X1 0 1
1 0

DIVF:

Die Felder O und 2 bilden einen Vereinfachungsbl ock, der nur von
-x2 abhangt.

X2 - X2
X1 0
3
-x1 | O
1
a y " x2
Beacht e:
Das Zusammenfassen der O-Felder 1 und 3 liefert die negierte DM
y " x2
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Bei spi el 2:
x1 X2
0 0 0
1 0 1 0
2 1 0 1
3 1 1 *
DNF:
y " x1x2
KV- Di agr amm
X2 - X2
- =
-x1 | O 0
1 0
DV

Das Feld 2 und das redundante Feld 3 bilden einen Vereinfachungs-
bl ock:
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Bei spiel 3:
DNF:
y " x1x2 w Xx1x2 w x1x2
X2 X2
X1 Y x1
-X1 0
1 0
Y X2
DIVF:
y " x1 wx2

Alternativ | asst sich das Ergebnis natirlich auch anhand al gebrai -
scher Unfornungen herleiten:

y " xIx2 w Xx1x2 w x1x2 " x2 (x1 w x1) w x1x2 *
X2 W x1x2 " (x2 w x2) v (x2wx1l) " x2 w x1.
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Bei spi el 4:

Sind die 1-Felder diagonal angeordnet, so ist keine Bl ockbildung
moglich; in der |ogischen Funktion tritt die Antivalenz- bzw.
Aqui val enzf unkti on auf!

X2 X2
X1 0 1
3 2
-X1 1 0
1 0

y " x1 7|6 x2 " x1x2 w x1x2

X2 X2
X1 1 0
3 2
-x1 | O 1
1 0

y " x1 : x2 " x1x2 w x1x2
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KV- Di agramm f ir_dr ei

Ei ngangsvar.i abl en

x1 Xx2 x3 M nt er m
0 0 0 0 X1 —x2 =x3
1 0 0 1 -x1 =x2 x3
2 0 1 0 -x1 X2 X3
3 0 1 1 -x1 x2 x3
4 1 0 0 X1 =x2 =-x3
5 1 0 1 x1 =x2 x3
6 1 1 0 x1 x2 -x3
7 1 1 1 x1 Xx2 x3
X3 X3
X2 —X1x2Xx3
3 7 6 2
-X2 1 X1-x2-x3 -X1-x2-x3
5 4 0
X1 Exl gﬂxl
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Ver ei nf achungsbl 6cke:

Zahl der
Bl ock Ei ngangsvari abl en
1 Feld ( 2°) 3
2 Felder ( 21') 2
4 Felder ( 22) 1
8 Felder ( 2%) 0

Bei spi el 5:

DNF:

y2

x1 x2 x3 yl
0O 0 O 1
O 0 1 1
0O 1 © 1
o 1 1 0
1 0 O 0
1 0 1 0
1 1 o0 0
1 1 1 0

yl " x1x2x3 w x1x2x3 w X1x2x3

y2 " X1Ix2x3 w X1x2x3 w X1x2x3 w X1x2x3 w X1x2x3 ,

y2 "yl plus redundante Ter ne:

X1Xx2x3 , XxX1x2x3
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(i) Mnimerung far yl:

x3 é -X3
2 0 0 0
-X2 0 0
-x1 é x1 % -x1
Zusamenfassen der Felder 2 und 0 ( / ): x1x3
Zusammenf assen der Felder 1 und 0 ( \ ): x1x2

Beacht e:
Am Rand |i egende Fel der konnen benachbart sein und zusammengef asst

wer den!

DIVF
yl " x1x2 w x1x3 (1)

negi erte DVF

Zusanmenf assen der O- Fel der
( Felder 4, 5, 6, 7 n x1, Felder 3, 7 M x2x3 )

Y

yl " x1 w x2x3

bzw
yl ® x1 w x2x3 (2)
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Schal t ungst echni sche Real i si erung:

(1) erfordert 2 UND- und 1 ODER- Ver knupf ung;
(2) erfordert 1 UND- und 1 NOR-Verknupfung.

Di e konjunktiven, mninmalen deichungen ergeben sich direkt aus
den d eichungen (1) und (2) mt Hlfe des Shannonschen Geset zes:

negi erte KM

(1), Regel 14 Y

yl " (xI wx2) VvV (xI w x3) (1)

KMF:

(2), Regel 14 Y

yl " X1 v (X2 w X3) (2)
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(ii) Mnimerung fur y2:

“ * “ ﬁ [ 1 [
X3 E X3
X2 0 0 0
-X2 * *
-x1 E x1 ; -x1
Zusamenf assen der Felder 2 und 0 ( / ): x1x3
Zusamenfassen der Felder 1, 5, 4 und 0 ( \ X2
):
DVF
y2 " X2 w x1x3 (3)

Zusammenf assen der O- Fel der:
113 * 113 ﬁ [13 O [13

X3 é X3
2 0 1
-X2 1 1
-x1 % x1 é -x1
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Der Zweierblock (3,7) und der Viererblock (4,5,6,7) liefern:
y2 " x1 w x2x3
bzw. folgt fur die negierte DVF:
y2 " x1I w x2x3 (4)

Beacht e:
Beziglich einer technischen Realisierung sind (3) und (4) gleich-

wertig.

Fur die negierte KMF ergi bt sich hier:

y2 " X2 v (xI w x3) (3)
und fur die KV

y2 " X1 v (X2 w X3) (4) .
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KV- D agramm f ir_vi er Ei ngangsvar.i abl en

x1 X2 x3 x4 M nterm
0 0 0 0 0 X1 ax2 —x3 x4
1 0 0 0 1 X1 =x2 =x3 x4
2 0 0 1 0 X1 —x2 X3 x4
14 1 1 1 0 x1 X2 x3 x4
15 1 1 1 1 X1 x2 x3 x4
X4 i X4
-X1
3 7 6 2
X3
11 15 14 10
X1
9 13 12 8
X3
1 5 4 0 -X1

X2 T X2 X2
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Qunmer shach

Ver ei nf achungsbl 6cke:

Zahl der
Bl ock Ei ngangsvari abl en
1 Feld ( 2°) 4
2 Felder ( 2!) 3
4 Felder ( 22) 2
8 Felder ( 23) 1
16 Felder ( 2%) 0

Bei spi el 6:

x1 X2 x3 x4 yl y2
0 0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 1 1 1
2 1 1
3 0 *
4 0 0
5 0 0
6 0 0
7 0 0
8 0 *
9 0 *
10 1 1
11 1 1
12 0 *
13 0 0
14 0 0
15 1 1 1 1 0 *
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DNF:

yl " x1x2x3x4 w x1x2x3x4 w Xx1x2x3x4 w Xx1x2x3x4 w x1x2x3x4

y2 "yl plus redundante Terne:

(i) Mnimerung far yl:

(3), (8, (9), (12) , (15)

X4 X4
0 0 0 1 |-x1
3 7 6 2
X3
1 0 0 1
11 15 14 10
X1
0 0 0 0
9 13 12 8
-X3
1 0 0 1 |[-x1
1 5 4 0
X2 X2 -xe
Zusamenf assen der Felder 2 und 10 : X2X3x4
Zusamrenf assen der Fel der 11 und 10 : Xx1x2x3
Zusammenf assen der Felder 1 und O : X1Xx2x3
Beacht e:
Anstel |l e der Zusammenfassung der Felder 2 und 10 kénnen alternativ

auch die Felder 2 und 0 einen Bl ock bil den!
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y1l " x2x3x4 w x1x2x3 w X1x2x3 (1)

negi erte DVF:

Zusanmmenf assen der O- Fel der

Y

yl ®" x2 w x1x3 w x1x3x4 (2)

( (2) ist schaltungstechnisch ginstiger! )

Di e konjunktiven, mninmalen deichungen ergeben sich direkt aus
den d eichungen (1) und (2) mt Hlfe des Shannonschen Geset zes:

negi erte KM

(1), Regel 14 Y

yl " (x2wx3 wx4) v (x1wx2wx3) v (x1lwx2wx3) (1)

KM-:

(2), Regel 14 Y

yl " X2 v (X1 wx3) v (x1wx3wx4) (2)
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(ii) Mnimerung fur y2:

X4 i -x4
* 0 0) -X1
7 e
X3
* 0
11 |15 |14 |A0
X1
* O * *
13 |12
~X3
0 0) -X1

X2 XX

Di e Berucksichtigung der redundanten Felder liefert fur die mni-
mal e | ogi sche Funkti on:

y2 " x2
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KV- D agramme fir finf Ei ngangsvari abl en:

Di e Eingangsvariable X5 ist in der folgenden Wahrheitstabelle das
LSB mt einer Wertigkeit 2° und X1 korrespondiert zum MSB mit der
Vertigkeit 24

XL X2 X3 X4 X5 M nterm
0 0 0 0 0 0 X1 =X2 -X3 X4 -X5
1 0 0 0 0 1 X1l =X2 -X3 X4 X5
2 0 0 0 1 0 X1 =X2 -X3 X4 -X5
3 0 0 0 1 1 X1 -X2 -X3 X4 X5
31 1 1 1 1 1 X1 X2 X3 X4 X5

Auf bau des KV-Diagranms mt M nterm Nunmeri erung:

-X1 X1 -X1
X2
X4
X2
X4
X2
-X3 X3 -X3 X3 -X3
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Al | genein | assen sich hier fol gende Verei nfachungsbl 6cke bil den:

Bl ock Zahl der Ei ngangsvari abl en
1 Feld 5 Ei ngangsvari abl en
2 Fel der 4 !
4 " 3 "
8 " 2 "
16 " 1 "
32 " 0 "

KV-Di agrame fir sechs Variablen ( 64 Mnterne ) kodnnen als ebene
oder raumiche Darstellungen gezeichnet werden; ahnlich w e bei
fanf | ogischen Variablen stellt sich die Auswertung als relativ
beschwerlich dar - insbesondere kdnnen benachbarte Randfel der nur
schwer identifiziert werden. In der Praxis verwendet nman aus
di esem Gunde algorithm sche Verfahren zur Schal tungsm nim erung
wi e z.B. das Verfahren von Qui ne- McC uskey.
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Bei spi el :

Wahr hei t st abel | e:

X1 X2 X3 X4 X5
4 0 0 1 0 0
5 0 0 1 0 1
6 0 0 1 1 0
7 0 0 1 1 1
16 1 0 0 0 0
24 1 1 0 0 0
Rest
KV- Di agr anm
-X1 X1 -X1
X2
X4
X2
X4
X2

-X3

X3 -X3
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Zusamrenf assen (Bl ocken) der 1-Felder liefert die DVMF fir Y:

Y " X1 X2 X3 @ X1 X3 X4 X5

Ent sprechend liefert die Blockbildung der O-Felder die negierte
DIVF:

Y " X1I X3 @ X1 X2 © X1 X3 ©X1 X5 © X1 X4

Hier bietet sich natidrlich eine schaltungstechni sche Realisierung
der DMF an.

Mt Hilfe des Shannonschen Gesetzes ergeben sich die mninalen
konj unktiven d ei chungen:

- negierte KMF

Y" (XL © X2 © X3) . (XL © X3 © X4 © X5) ,

Y" (XL © X3) . (XL ©X2) . (XL © X3)

(X1 © X5) . (X1 © X4)
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Schal tungsm ni mi erung a'la Qui ne- M uskey
Vor gehenswei se:

1. Stellen Sie die Funktion in disjunktiver Normalform dar.
2. Fassen Sie Ternme der Form
(A v =x) und (A Vv Xx)
i n der DNF zusanmen zu A
Reduzieren Sie durch w ederholte Anwendung dieses Verfahrens
sukzessive die Anzahl der Variablen in den einzelnen Teil aus-
dr icken.
3. Streichen Sie unndtige reduzierte Terne.
Bei spi el :

Betrachte die als DNF vorgel egte | ogi sche Funktion:

f(a,b,c,d) =(av bv cv-d w
(av bv-cv d w
(av bva-cv-d w
(av-bv cv-d w
(av-bva-v-d w
(rav-bv cv d w

(rav-bv cv-d

Tabel | ari sche Auflistung der Vol |l konj unkti onen:

Zeile G uppe Vol | konj unkti on

1 1 Ki:=avVv bv cv-d
2 K,:=av bv-v d
3 2 Ki:=av bva-v-d
4 Ki:=av-bv cv-d
5 K :=ma v-bv cv d
6 3 Ke :=av-bv-v-d
7 K;i:=mav-bv cv--d
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Die Basis fur die obige Guppeneinteilung bildet jeweils die
Anzahl der negierten Variablen in den einzel nen M nternen.

Betrachtet man nun benachbarte G uppen, so unterscheiden sich die
Vol | konj unkti onen dadurch, dalR eine Variable negiert und nichtne-
giert auftritt, d.h. Zusanmmenfassungen in der Form

(Av x) w(Avx) =Av(xwx) =Avi1l=A

| assen sich mt HIlfe des Distributivgesetzes der Booleschen
Al gebra durchf thren.

Bei spi el sweise liefert ein Zusammenfassen der Zeilen 1 und 3 der
Tabel | e:

KiwK,=(avbvcv-d w(avbv-cv-d = avbyvn-d

Sukzessi ves Zusanmenfassen fihrt dann auf das Zw schenergebni s:

Zeil e

1(1,3) a b -d
2 (4,6) a -b -d
3(1,4) a C -d
4 (3,6) a -C -d
5(2,3) a b -C

6 (5,7) -a -b C

7 (4,7) =b c -d

In dieser Tabelle geben die Zahlen in Klamern die Zeil ennunmern
der Zeilen aus der ersten Tabelle an, die zusanmengefal3t wurden.
Dicke Linien trennen Ausdricke mt wunterschiedlichen Variablen;
dunne Linien Kkorrespondieren w ederum zu einer G uppeneinteilung
beziglich der auftretenden negi erten Vari abl en.

Weitere Zusammenfassungen |assen sich dann nur fur Ausdricke mt
gl ei chem Vari abl eninhalt wi e fol gt durchfthren:
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Zeil e
1(1,2) a -d
2 (3,4) a -d
3 (5) a b -C
4 (6) -a -b C
5 (7) =b c -d

An dieser Stelle konnen keine weiteren Zusamenfassungen vor-
genonmen werden - die Zeilen 3 und 4 in der |etzten Tabelle kdnnen
ni cht zusammengefallt werden, da sie sich in nehreren Variablen
bezugl i ch der Negi erung unterschei den!

Bei doppelt auftretenden Zeilen kann eine gestrichen werden ( X w
X =X ).

Die derart erhaltenen Ausdricke bezeichnet nman als reduzierte
Ternme bzw. treffender als Primnplikanten; fur das Beispiel ergibt
si ch:

RR=av-d, RR=avbyvn-c R, =-av-bvc, R, =-bvcv d,

und es gilt:

f(a,b,c,d)

KiwK, wK;,wK, wKkKgwKg w K,

RRwWR wR, wR,

Die minimerte Form die DVF der Funktion f ergibt sich nun udber
die Bestinmung einer geeigneten Teilnmenge der Primnplikanten R
(i=1,...,4), die zusammen alle Mnterne K (i=1,...,9) uberdecken
Das Streichen unnétiger reduzierter Ternme |aflt sich anhand der
f ol genden Tabel | e bequem dur chf Ghr en.

K| K | KKK K]|[K
Rl * * * *
R2 * *
R3 * *
R4 * *
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Die matrixform ge Darstellung (2. Quinesche Tabelle) zeigt - ange-
deut et durch * -, wel che Mnterne durch die einzel nen
Prim nplikanten beschrieben werden. H erzu schaut man sich den
Aufbau des Primnplikanten an und alle Mnterne mt gleicher
Tei |l struktur werden durch diesen ersetzt.

Bei spi el swei se erset zt
R, =-bvcv-d

di e Vol | konj unkti onen

K,:=av-bvwvcv-d und K;:==-av-bvcv-d

I nsgesant werden alle Paare (R,K) mt i=1,...,4 und j=1,...,7
darauf untersucht, ob der Primnplikant R in der Vollkonjunktion
Ki enthalten ist, d.h. ob R durch Streichen von Variablen in K
erhalten werden kann. |Ist dies gegeben, so wird die zugehoérige
Kreuzungsstelle in der Tabelle mt einem * nakiert.

Betrachtet nman bei spi el swei se den reduzierten Term
R, =av-d |,
so Uberdeckt R, die Voll konjunktionen K, K;, K, K;, wobei die Va-

riablen b und c elimniert werden; die folgende Tabelle zeigt dies
explizit:

R, a =d
K, a b C -d
K, a b -C d
Ks a b -C -d
K, a -b C -d
Ks -a -b C d
Ks a -b -C -d
K, -a -b c -d

und in der 2. Quineschen Tabelle ist in den entsprechenden Spalten
der Zeile R, jeweils ein * einzutragen.

Eine Interpretation der 2. Quineschen Tabelle stellt sich nun we
fol gt dar:
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Befindet sich in der i-ten Spalte an den Schnittpunkten mt den

Zeilen jq,...,j, (p < 4) jeweils ein * , so inpliziert dies, dal
wenn der Wert von K = 1 ist, ebenfalls die Werte der reduzierten
Terme R, ...,R gligich 1 sind, d.h. einer dieser reduzierten

Terme genigt, um die Vol |l konjunktion K zu ersetzen - aufgrund der
fehl enden Variablen ninmm dieser Primnplikant o6fter den Wert 1 an
als K.

Befi ndet sich ungekehrt in der i-ten Zeile an den Schnittpunkten
mt den Spalten j,...,j, (p < 7) jeweils ein * , so inpliziert
di es

R * Kjl °©,..©° &p
,d.h. ist R =1, so besitzt mndestens ein K, (I 0 {1,...,p}) den
Vert 1.

| nsgesant bedeutet dies, dall eine Teilnenge der reduzierten Ternme
derart ausgewdhlt werden nuf3, dall in jeder Spalte imrer wenigstens
ein * berdcksichtigt w rd!

Befindet sich in einer Spalte nur ein * , so ist der korrespondie-
rende reduzierte Term generell in die Lo6sung aufzunehnen. Dies
bedeutet dann gleichfalls, dal auch alle Spalten, die in der zu
di esem reduzi erten Term gehdrenden Zeile ein * aufweisen ebenfalls
ber ticksi chti gt sind und gestrichen werden kénnen.

Al l gemein gibt es fur die Auswahl, der in die Losung aufzunehnen-
den Prim nplikaten, verschi edene Migli chkeiten!

Die Menge der Primnplikanten ist eindeutig bestinm, die DWW kann
dagegen Aaquivalent durch wunterschiedliche Lb6sungen dargestellt
wer den.

Bei m obi gen Beispiel mt

K| K TK|K|[K ]| K| K
R | * * * *
R, * *
R, * *
R, * *
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mu R, in die Losung aufgenomen werden, da nur hiermt die
Vol | konj unktionen K, und K; ersetzt werden konnen; R, uberdeckt
allein K, und R; ersetzt K; und K,, R, wird fidr die LOsung nicht
bentti gt, da K, und K; bereits abgedeckt sind.

Al's DV folgt somt:
f(a,b,c,d) =R wWR wWR

Die Vorteile des M nimerungsverfahrens von Quine-MdC uskey sind:

(i) es handelt sich um ein algorithm sches Verfahren, das als
Progranm auf ei nem Rechner ausgefuhrt werden kann,

(i1) die Anzahl der |ogischen Variablen ist - im Gegensatz zum KV-
Verfahren - beliebig.

Bool esche Al gebra 61



Prof. Dr. H. Koch  FH Kéln/ Campus Gummersbach / Fb Informatik

-----
-----

6 Schaltnetze und Schaltwerke

6.1 Schaltnetze

6.2 Schaltwerke
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6.1 Schaltnetze

Schaltnetz
(kombinatorische Logik, kombinatorische Schaltung)

* Kombination von Verknlpfungsgliedern ohne
Speicherglieder

* die Werte der Ausgangsvariablen werden eindeutig
durch die Eingangsvariablen festgel egt
* Beispiele

3 Code-Wandler,

3 Multiplexer, Demultiplexer,

3 Addierer,
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Code - Wandler

Aufbau eines Code-Wandlers, der den 8-4-2-1-Code in
den Gray-Code Uberflhrt;

Zusatzbedingung:
Fehlermeldung bel Auftreten einer Pseudotetrade im

8-4-2-1-Code, der Wert der Ausgangsvariablen ist in
diesem Fall beliebig.

Der Code-Wandler stellt ein Multi-Output-Schaltnetz dar
- dieMinimierung wird fUr jede Ausgangsvariable separat
durchgeflhrt.
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Feh-
ler

F

v o o o

Gray-Code

Gl G2 G3 G4

8-4-2-1-Code

0
0
1
1
1
1

1
1
1
1
1
1

dez. |D1 D2 D3 D4

Ps
eu
do
te
tra
den

E

E

E

Eingangsvariablen  Ausgangsvariablen Fehler-

ausgang
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Gl1=D1

D1

D2 D2
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D1

G2=D1 wD2

D2 D2
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G3:
D4 D4
1 0 0 1 D1
D3
D1
L 0 * * 0
D3
0 1 1 0 D1
D2 D2 D2

G3=D2D3 wD2D3=D2 7|6 D3

Schaltnetze und Schaltwerke
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G4
D4 D4
0 0 1 1 D1
D3
* * * *
D1
1 * * 0
D3
1 1 0 0 D1
D2 D2 D2

G4=D3D4 wD3D4=D3 7|6 D4
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D4 D4
0 0 0 0 D1
D3
1 1 1 1
D1
- 0 1 1 0
D3
0 0 0 0 D1
D2 D2 D2

F=D1D3 wD1D2
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Schaltung des Code-Wandlers:

D1 Gl

D1 —— z1

G2
D2 —

G3

D3

D3 —— =1

G4
D4 ——

D3 ——

D1 — &

Schaltnetze und Schaltwerke 10



Prof. Dr. H. Koch  FH Kéln/ Campus Gummersbach / Fb Informatik

-----
-----

Multiplexer

D1

D2
D3

Dn

Selektion eines Datenkanals; die n Datenkand e werden
uber |d n Steuervariablen codiert.
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Entwurf eines 4-zu-1-Multiplexers:
~ Anzahl der Steuervariablen: Id 4 =2

~ Wahrheitstafel
Steuervariablen | selektierter Datenkanal
Adresse| B A Y
0 O O D1
1 0O 1 D2
2 1 O D3
3 1 1 D4

L ogische Funktion:

Y " ABD1 w ABD2 w ABD3 w ABD4

Schaltung

J

Schaltsymbol

w >

D1

D2

D3

D4

Schaltnetze und Schaltwerke 12
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Demultiplexer

Selektion eines Ausgangskanals
Y1
Y2
X
Y3
Y4

Entwurf eines 1-zu-4-Demultiplexers:
4 Ausgange erfordern 2 Steuervariablen

Adresse|lB A|Y1l Y2 Y3 Y4
0 O 0O X O O O
1 O 1|0 X O O
2 1 00 O X O
3 1 1,0 0 O X
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X bezeichnet den Dateneingang
YL " ABX , Y2 " ABX,

Y3 " ABX . Y4 " ABX

Y1

Schaltnetze und Schaltwerke
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Addierer

Basis: 1-Bit-Halbaddierer

-----
-----

Der 1-Bit-Halbaddierer liefert die Summe und den
Ubertrag ( Carry ) fur die einstellige Addition zweier

Dualzahlen.
Wahrheitstafel:
A B S C
0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1
KNF:
S*"ABw AB " A 7/6 B,
" AB
A s
— HA
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Ein Volladdierer ist eine Schaltung, die den bel der
Addition hoherwertiger Stellen auftretenden Ubertrag der
vorherigen Stelle erfasst.

1-Bit-Volladdierer:

Ai Bi Ci-l S| Ci
O O 0 0 0
O O 1 1 0
0O 1 0 1 0
0O 1 1 0 1
1 O 0 1 0
1 O 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1
1=1,2,3,... Indiziet diezu addierende Duastelle:

| = 1 korrespondiert zum L SB.
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L ogische Funktionen fir i = 1.

" C, Vv (_1B_1 w A B ) w
o V (AjBy w A B;)
"C, v (A - By) w
C, v (A, 7|6 B,)

"C, v (A 76 B) w

C, v (A 76 By)

"G, 76 (A, 76 B )
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C,"C,A, B, w C,A, B, w
C,A, B, w C, A, B,

"(C VvV (A_\lB_1 W A1§1)) W
(A,B, v (G w C))

"(C v (A 76 B;)) w
(A B;)

Schaltungstechnisch wird der 1-Bit-Volladdierer mit zwel
Halbaddierern und einem ODER-Gatter redlisiert:

A1 — 2
HA HA
Bi1
Co
> 1
C1
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Die Addition mehrstelliger Dualzahlen ergibt sich Uber
eine serielle Verknupfung mehrerer Volladdierer.

4-Bit-Volladdierer:

B4 A4 B3 A3 B2 A2 B1 A1

VA VA VA VA

Ca— —Co
C3 C2 C1

S4 S3 S2 S1

Es treten erhebliche Verzogerungszeiten auf, da der
Ubertrag der vorherigen Stelle berechnet werden mufRR.

Addierer, die den Ubertrag im voraus ermitteln und damit
eine wesentlich geringere Verzogerungszeit liefern,
heil3en Carry Look Ahead - Addierer.
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6.2 Schaltwerke

Schaltwerk
( sequentielle Logik, sequentielle Schaltung )
* Funktionseinheit deren Ausgangsvariablen von den
Eingangsvariablen und vom inneren Zustand der
Einheit abhangt
* der Ausgangswert zu elnem bestimmten Zeitpunkt
wird durch die Eingangswerte zu diesem und endlich
vielen vorangegangenen Zeitpunkten ( Takten )
festgel egt
* Beispiele

O Monostabile Kippstufen ( Monoflops ),

O Bistabile Kippstufen ( Flipflops),

O Zahler

Schaltnetze und Schaltwerke
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Bistabile Kippstufen ( Flipflops)

Charakteristisch sind zwel stabile Ausgangszustande;

ein FF ( Hipflop ) speichert die Informationsainheit
1 Bit:

FF gesetzt: ‘1" wird gespeichert,

FF rlckgesetzt: ‘0" wird gespeichert.

Einteilung der Flipflops

Bistabile Kippstufen

ungetaktet

taktgesteuert i

- zustandsgesteuert
- flankengesteuert

Schaltnetze und Schaltwerke 21
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Ungetaktetes RS - FF

(RS- Basis-FF, RS- Latch)

Q

R — R [ —

S. Setzeingang ( Set ), S=1 ~> setzen,

R: Rlcksetzeingang (Reset), S=0 ~> lo6schen,
Q: Ausgang,

(_Q: komplementéarer Ausgang.

Fir S=0und R = 0 speichert das FF den Logik-Zustand:

, Q=0

RS- FF ruckgesetzt: Q=0 , _Q = 1.

RS - FF gesetzt: Q=1
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Entwurf desRS - FF
Voraussetzung ( Annahme ):
Gleichzeitiges Setzen (S=1) und
Rucksetzen ( R = 1) tritt nicht auf,

S=1und R=1I1st ene “verbotene’” Kombination der
Eingangsvariablen!

S=1und R =1 korrespondiert zu einem redundanten
Term, der bel der Minimierung verwendet wird:
Wahrheitstafel

Qm+l

Q
3

PRPPPOOOCOW
PP OORFRRFOO|x
RPOPFRPOPFRPOPRrO
* * PP, OOFr O

Beachte

Unterscheidung zwischen Aus- und Eingangsgrofien:
Zeitpunkt t™: Q" (am Eingang ),

Zeitpunkt t™: Q™'  (am Ausgang ).
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KV -Diagramm:
Q Q"
R 0 * * 0
R 1 1 1 0
Ubergangsbedingung:

Qm%l " S W RQm

Bemerkung:

Wesentlich sind die Rickkopplungen der Ausgange auf
die Eingange: die auf den Eingang rickgekoppelten
Ausgangszustande werden mit den Eingangsvariablen
verknupft und bestimmen die neuen Ausgangszustande,
die sich wiederum auf den Eingang auswirken!
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Schaltungstechnische Realisierung:
Shannonsches Gesetz  »

* NAND - Technik

Qm%l w S_V F\TQm

L
-

Schaltnetze und Schaltwerke
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* NOR - Technik

Q™I * S w RwQ"

Beachte:

Fir die “verbotene” Eingangskombination S= 1 und

R = 1 ist der resultierende Ausgangszustand von der
verwendeten Schaltungstechnik abhangig:

NAND-Technik (S=R=1) YQ=0Q=1,

NOR-Technik (S=R=1) YQ=Q=0.
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Zustandgesteuertes RS - Flipflop
( einzustandgesteuertes Flipflop )

Erweiterung des ungetakteten RS - FF um einen
Takteingang C

Taktsignal ( Clock ):

CA

-
-

t

Die Eingangssignale wirken sich nicht direkt auf den
Zustand des FF aus, sondern nur in Verbindung mit dem
Takt C!

Beide Eingangssignale werden konjunktiv mit dem
Taktsignal verknupft,
Ubergangsbedingung:

Qml = (SvC) w (RvCvQmM)
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Der Ausgangszustand kann sich nur ftr C = 1 andern;
geht das Taktsignal in den Logik-Zustand O Uber,
speichert das Flipflop den gegebenen Ausgangswert.

Zustandsgesteuertes RS - FF in NAND - Technik:

S &
&
Q
C—
& Q_
& ——
] ) Q
Schaltsymbol:
S 1S — Q
C C1
R 1R [ —— (3
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Signalzeitplan des zustandsgesteuerten RS - FF:

RA
QA

iiiiii

-----
-----

Schaltnetze und Schaltwerke
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Flankengesteuertes RS - Flipflop

Einflankengesteuerte FF sind getaktete FF, die mit der
positiven oder negativen Taktflanke gesetzt bzw.
rickgesetzt werden; der Ausgangszustand kann sich nur
mit der schaltenden Flanke andern.

CA

A J

j \ﬂ |
positive negative
Flanke Flanke

Esliegt die Ubergangsbedingung des ungetakteten
RS -FF vor, jedoch ist es hier die schaltende Flanke des
Taktes C, die das FF setzt bzw. zurticksetzt.
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Ubergangsbedingung:
Qm%l SR TY, F\TQm

Pegeltabelle ( positiv flankengesteuertes RS - FF ).

S R C Qm+1
* * L Qm
* * H Qm
L L 8|Q"
H L 8|H
L H 8| L
H H *|*
Schaltsymbol:
S—— 15 —— Q
C——>c1

R—— 1R Q—é
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—

L -> H H -> L
positiv negativ

flankengesteuerte
Takteingange

Der Takt bendtigt eine endliche Zeit um von L auf H oder
umgekehrt zu wechseln.

Technisch erfolgt eine genauere Steuerung, wenn die
Signale nur wahrend der positiven oder negativen Flanke
abgefragt werden.
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Signalzeitplan:
C A

\

\

\j

\
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Flankengesteuertes JK - Flipflop

Das Setzen eines Spelcherelements, wenn es bereits im
Zustand 1 ist, bzw. das Loschen des FF, wenn es
zurickgesetzt ist, ist Uberflissig!

Forderung:
Setzen ] 5 =1,
Loschen 7 Q=1

Das flankengesteuerte JK - FF folgt mit zusétzlichen
Ruckkopplungen und zwel Eingangs-UND-Gatter aus
dem flankengesteuerten RS - FF.

T
L )

J IR [~ Q
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Pegeltabelle Wahrheitstabelle
J K C Qm+1 J K Qm Qm+1
* * L Q" 0) O 0 O 0)
x ok H| QU 1 00 1 1
LL9| Q 2 01 0 0
L H 9 L 3 01 1 0)
H L 9 H 4 1 0 O 1
HHO9| Q 5 10 1 1
6 11 O 1
4 11 1 0)
Ubergangsbedingung:
DNF:
QM * JKQM™ w JKQM
w JKQ™ w JKQM™
DMF:

Qm%l.\]ﬁ W KQm
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Beachte:

Der beim RS - FF auftretende Fall S=R =1 wird hier
umgangen; aufgrund der gekreuzten Ruckkopplung wird
far J=K =1 mit jeder negativen Taktflanke der Wert der
Ausgangsvariablen invertiert.

Signalzeitplan ( Anfangszustand Q =0):

C

-
J

-
K

-
Q

-
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Master - Slave - Prinzip

In der Praxis beim Aufbau von Zahlern und
Schieberegistern sind transparente FF ungeeignet;

bendtigt werden FF, die den Eingangszustand
2wischenspeichern und diesen erst an den Ausgang
Ubertragen, wenn die Eingange bereits wieder verriegelt
sind.

Ldsung: Kombination zweler Flipflops

» Master - FF am Eingang

» Save-FF am Ausgang

Master - Slave - Prinzip:

Zu keinem Zeitpunkt ist der Eingang direkt mit dem
Ausgang verbunden!

Schaltnetze und Schaltwerke 37



Prof. Dr. H. Koch  FH Kéln/ Campus Gummersbach / Fb Informatik

Zweizustandsgesteuertes RS - Flipflop

M
s 2 1S — Q
C C1 - ) C1
R—— 1R IR [ —— 5
Master-FF Slave-FF

-----
-----

DasMaster - FFist fur C = 1 transparent - die Ubernahme

In das Eingangs

zustandsgesteuerten RS - FF.

FF erfolgt wie beim

Beim Ubergang des Taktesin den Logik-Zustand O wird
das Slave - FF gesetzt bzw. rickgesetzt.

Schaltnetze und Schaltwerke
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Zweiflankengesteuerte Flipflops

Das Eingangs - FF ( Master - FF ) Ubernimmt die
Information mit der positiven Taktflanke und gibt diese
mit der negativen an das Ausgangs - FF ( Slave - FF)
welter.

Zweiflankengesteuertes RS - FF:

1S QM 1S - Q
C Cc1 by
R—— IR R O 5
Master-FF Slave-FF
Schaltsymbol:

S 1s | Q

c Cc1

R 1R _|©7 Q

-1 kennzeichnet einen retardierten Ausgang.
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7 Endliche Automaten

7.1 Deterministische endliche Automaten

7.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

7.3 Endliche Automaten mit g-Ubergangen

Endliche Automaten 1
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[ER]
(R

7.1 Deterministische endliche Automaten

Automaten des Alltags:
- Kaffeemaschine

- Getrankeautomat

- Waschautomat

- Geldautomat

—  AUtOMmat
Eingabe

—-
Ausgabe

Endliche Automaten

-
-

2



Prof. Dr. H. Koch  FH Kéln/ Campus Gummersbach / Fb Informatik

-----
-----

Endlicher deterministischer Automat

~ abstraktes Modél
~ endlich viele Zusténde
~ esexistiert jewells genau ein Folgezustand

~ Akzeptor fur regulére Sprachen.

Eingabeband

|

a b a a

Lesekopf

endlicher
deterministischer
Automat

/1

Z

Kennung
far
Endzustand
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Beispiel: Schwimmbadautomat A,

Automat soll den Eintritt in ein Schwimmbad
kontrollieren:

Eintrittspreis. 2 DM,

Automat akzeptiert.

50-Pfennig-, 1 DM-, 2 DM- Minzen,

Endzustand:

nach Eingabe eines Gesamtwertes von mindestens 2
DM 0Offnet der Automat eine Barriere,

Nebenbedingung:

Automat akzeptiert Uberbezahlungen.
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Zustandsdiagramm des Schwimmbadautomaten

Graphische Darstellung des Automaten durch einen
gerichteten markierten Graphen.
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Zustandsdiagramm (_Zustandsgraph )

gerichteter markierter Graph, wobel

- die Zustande die Knoten ( Kreise ) sind,

- der Knoten des Startzustandes wird durch einen
hineinweisenden Pfeil besonders gekennzeichnet,
- alle Endzustande werden durch doppelte Kreise
dargestdllt,

- die beschrifteten Kanten bezeichnen die
Ubergange zwischen den Zustanden.

Eingabealphabet: G ={ 50, 100, 200}
Sprache des Automaten:

Die Menge aller Eingabefolgen, die der Automat
akzeptiert, d.h. die den Automaten in den
Endzustand UberfUhren, hell3t die Sorache des
Automaten:

L (Ag,in) ={ 50505050, 505050100,

50 50 50 200, 50 50 100, 50 50 200,

100 50 200, 100 100, 100 200, 200} .
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Alphabete, Worter, Sprachen

0 Endliche Automaten verarbeiten Worter
0 Worter sind endliche Zeichenseguenzen

0 Zeichensequenzen werden aus atomaren
Symbolen gebildet

[ z.B. 100 50 100 beim Schwimmbadautomat |
8
atomares Symbol

Der Lesekopf des endlichen Automaten liest das
Eingabewort symbolweise von links nach rechts auf

einem nach rechts offenen Eingabe-Speicher oder
Eingabeband.

0 Das Eingabeal phabet el nes endlichen Automaten
Ist die Menge der atomaren Symbole, aus denen
die EingabewoOrter aufgebaut werden kénnen.

Eingabealphabet A, : G ={ 50, 100, 200}
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Allgemein bezeichnet man die Elemente eines Alphabets
als Symbole oder Buchstaben.

Beispiele fur Alphabete sind:
- die Ziffern des Dezimal systems

G={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},

- die Menge der kleinen |ateinischen Buchstaben

G={a,b,c,..,x,y, 1z},

- der Zeichenvorrat der Programmiersprache C.

Endliche Automaten 8



Prof. Dr. H. Koch  FH Kéln/ Campus Gummersbach / Fb Informatik

-----
-----

Die endlich langen Zeichenfolgen, die Uber einem
Alphabet E gebildet werden kdnnen, bezeichnet man als
Worter Uber E.

Worter werden aufgebaut, indem Symbole oder bereits
erzeugte Worter aneinandergereiht, d.h. miteinander

verkettet ( konkateniert ) werden; Konkatenation
bedeutet V erkettung.

Definitionsgemal3 gilt fir die Menge E” aller Worter, die
Uber einem Alphabet E gebildet werden konnen:
- Jeder Buchstabe des Alphabets ist auch Wort Uber E
aOE Y aOFE
- die Verkettung vorhandener Worter liefert neue
Worter
VWOE Y vwOE",

- das leere Wort g ist ein Wort Uber jedem Alphabet E

gOE undgw =wg=w firalewOE".
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Im weiteren bezeichnet E™ die Menge aller Worter Uber
E ohne das |leere Wort:

E'=E -{g}.
Normalerweise ist das betrachtete Alphabet nicht leer, so

dass E” abzahlbar unendlich viele Worter als Elemente
besitzt; fallsE = i resultiert E" = {g}.

Beispiele:
1. Sel E ={a,b}, dannfolgt:
E ={g,ab,aaab,babb,aaa,aab,aba,...}
2. Schwimmbadautomat
G={50, 100, 200},
G’ ist die Menge aller Geldstiickfolgen, die mit

50, 100 und 200 gebildet werden kénnen
Inklusive der leeren Folge - vgl. oben. #
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FUr u,v,w O E’ liefert die Konkatenation ein Wort
z=uvw 0 E’,

wobei dann u als Prafix, v as Infix und w als Postfix (
Suffix ) bezeichnet wird.

Abklrzende Notation:

v2 fur wOE ,VvOE

far  wOE ,VvOE

V¥ heif’}t k-te Potenz von v; v =g .

Beispid:

E" ={g,ab,aa,ab,ba bb,aza,aab,aba,...}
und
E" ={g,ab,a ab,ba,b?a,ah,aba,...}

bezeichnen die gleiche Menge.
#
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L exikogr aphische Ordnung auf E
Mit der Ordnungsrelation “6”  (lies“0” alsvor)
6 FE xFE

definiert man eine lexikographische Ordnung auf E” wie

folgt:
Fur

V=V,...V,, VOE ,1#1#m
und

wW=w,...w,,WOE,1#i#n
gilt

VOWw
genau dann, wenn:

1. m<n

oder

2. Mm=n undesexistierteink (1#k#m) mit
Vi...V,=W;...wW, und v, <W,,, .

Beispiel:
E={a,b},dha<b (lies*<” dsvor);
dann folgt:

bb 6 aab (wegen 1.),
baab 6 babb  (wegen 2.). #
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Die Anzahl der Buchstaben eines Wortes legt die Lange
des Wortes fest; die Lange eines Wortes |a3t sich
rekursiv anhand der Funktion

:E 6 U
mit
1(9) =0
und
I(wa) =l(w)+1firwOE ,a0E
berechnen.

Die Lange des Wortes aba Uber E = {a,b} ist 3; die
rekursive Berechnung stellt sich wie folgt dar:

l(aba) =l(ab) +1=Il(a +1+ 1=

=l(g)+1+1+1=0+1+1+1=3.

Haufig wird die Lange |(w) eines Wortes w auch durch
die Bezeichnung |w| dargestellt; diese Notation erfolgt in
Anlehnung an die Bezeichnung fur die Machtigkeit
(Kardinalitat) einer Menge: Die M&chtigkeit [M| einer
Menge M ist die Anzahl der Elemente, die zu M gehdren.
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Beispid:

M={13579 , [M|=5;

A ={a,8,8, . Gt JAI= N+,
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Formale Sprachen

Sel E ein Alphabet, jede Teillmenge
L FE

hel[3t formale Sprache Uber E.

Sprachen sind Mengen von Wortern und kdnnen mit
Hilfe der Mengenoperationen Vereinigung,
Durchschnitt und Komplementbildung miteinander
verknupft werden;

die Konkatenation ( Verkettung ) zweier Sprachen
L, und L, Uber E ist wie folgt definiert:

L,BL,:={vw]|vOL,,wOL,}.
Beispidl:
L,={g,ab,abb}, L,={ b, ba} saen Sprachen
Uber{ a,b};
L,BL,:={b, ba, abb, abba, abbb , abbba},

L,BL,:={b,bab,babb, ba, baab, baabb} #
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Sel L eine Sprache Uber E, dann definiert man die
n-te Potenz von L rekursiv Uber:

L°={g},
L™ =L"B L .
Beispiel:
L={a,ab} Y
L°={g},

L'=L°BL ={g}B{a,ab}={a,ab} =L,

L°=L*'BL ={a,ab}B{a,ab}

{
{&,ah,aba, (ab)?} ,

L°=L*“B L ={&,ab,aba,(@)?}B{a,a}
={a,ab,aba,..., (@)},

USW.
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Als Kleene-Stern-Produkt einer Sprache L
bezeichnet man die Vereinigung aller ihrer
PotenzenL" ,n$ 0:

LC:" > LN LOAapIAap2zaAapsn
n$0

L% :" LC & LO
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Zustande und Zustandsiiber gange

Die moglichen Zustande eines Automaten bilden die
Zustandsmenge S des Automaten;

die Zustandsmenge S sal im folgenden immer eine
endliche Menge ( 6 endlicher Automat ).

Der Schwimmbadautomat besitzt die
Zustandsmenge:

S={ dtart, S5, Sio0 » S50 S0} -

ZU Beginn einer Verarbeitung befindet sich ein
Automat immer in e nem ausgezei chneten Zustand:
dem Sartzustand.

Ein Automat akzeptiert eine Eingabesequenz, falls
er sich nach deren Verarbeitung In enem
Endzustand befindet.

Die Endzustande elnes Automaten werden durch
die Menge F T S bezeichnet.
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Der Schwimmbadautomat besitzt die Endzustande:

F={Sw} .

d.h. es gibt nur einen Endzustand.

In Abhangigkeit vom aktuellen Zustand und dem
nachsten zu verarbeitenden Symbol der
Eingabefolge geht der Automat in einen neuen
Zustand Uber. Diese Ubergange werden durch die
Zustandstiberflihrungsfunktion

*SxG 6S
beschrieben;

*(s,a)=¢s
bedeutet, dald der Automat, wenn er sichim Zustand
s und der Lesekopf sich unter einer Eingabe-

Speicherzelle mit dem Inhalt a befindet, in den
Zustand s’ Ubergent.
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Gebrauchliche Darstellungen der
Zustandsuberfuhrungsfunktion sind das
Zustandsdiagramm und die Zustandstabel | e.

Zustandstabell e des Schwimmbadautomaten

Symbole
des
Eingabeal phabets
A

* 150 100 200

Start| S Sip0 oo
S0 | S0 S50 So0
Zustande { Si00 | S150 S00 S00
Sis0 | S00 S00  S00
S0 | - - -

Beachte:

* mufd keine totale Funktion sein, d.h. * muld nicht
fur alle Paare(s,a) 0 Sx G definiert sain!
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Def.: Deterministischer endlicher Automat

Ein deterministischer endlicher Automat
( endlicher Akzeptor ) ist ein System ( 5-Tupdl )

A=(G,S,*,5,F).
Dabel Ist:

1. G ein endliches Eingabeal phabet; die Symbole
von G sind die Eingabezeichen elner
Eingabesequenz;

2. Seneendliche Menge von Zustanden, die
Zustandsmenge, die Elementevon Ssind die
moglichen Zustande des Automaten;

3. 550 Sder Startzustand des Automaten;

4. F T Sdie Menge der Endzustande, in die der
Automat bel Verarbeitung einer akzeptierbaren
Zeichenkette Ubergeht;

5. *: Sx G 6 Sdie Zustandstiberflhrungs-
funktion, * beschreibt die Arbeltsweise von A.
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Schwimmbadautomat

A= ({50,100, 200},

{ start, Sy, Sigo+ S50+ S0} <, Start

{ S0} )

* wird durch die oben aufgeflhrte Zustandstabelle
oder das Zustandsdiagramm definiert.
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Beispidl:
Agerade:(Gisi*’SO’F)

G={0,1}, S={%.5.%.%}, F={ s},

S, 1st sowohl Anfangs- al's auch Endzustand,;

Spezifizierung von * mittel s Zustandsdiagramm:

A
\j

\

A
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Spezifizierung von * mittels Zustandstabel | e:

*

&N Y0P
DY PP |o
NP LD

Die Sprache des Automaten L( A e ) ISt die
Menge aller Worter, die sowohl eine gerade Anzahl
von Nullen ( 0) als auch eine gerade Anzahl von
Einsen ( 1) aufweisen:

L( Agaee) ={ 00, 11,0101, 1010, 0011, 1100,

0000, 1111, 000011, ...} .
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Beispiel:  Akzeptor zur Paritatsprifung

Entwurf eines Automats A, , der eine Bitsequenz
X=XgXy... %X, X0{0,1}

liest und nach n Takten ( Clock ) Im Zustand s, bzw.

S, endet, abhangig davon, ob die Anzahl der Einsen

IN X gerade oder ungerade ist.

Dem jewelligen Endzustand kann die Paritat von x
entnommen werden.

Der Automat ist ein Akzeptor, der alle moglichen
Eingaben in die zwei Aquivalenzklassen

- gerade Anzahl von Einsen,
- ungerade Anzahl von Einsen
eintellt;

der erralichte Endzustand kennzelchnet die Klasse.
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Zustandsdiagramm:

Hg“@
J U

0 0

ZustandsUberfuhrungsfunktion:

(%.0)=%, *(%.,1)=5s,
*(s,,0) =5, *(s,1)=%.
Beachte: S=F
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Erweiterte Zustandstiber fihrungsfunktion

Die Erweiterung der Zustandstiberfthrungs-funktion
von Buchstaben auf Worter fur einen endlichen
AutomatenA=(G,S,*, s, F) basiert auf der
folgenden Definition:

*-SxG 6S
mit
*(s,g)=s, sOS,

“(s,aw) = *(*(s,a),w) .
s0S,a0G,w0G".

*" beschreibt das sukzessive Abarbeiten eines
Wortes v beginnend im Zustand s:

- far v =g verbleibt A im Zustand s,

- fr v = aw wird der Folgezustand *(s, a) des
ersten Buchstabens avon v berechnet, an-
schliefend muR ** fiir diesen Folgezustand und
den Rest w von v ermittelt werden,
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- Ist der Rest dasleere Wort g, soist die
Berechnung abgeschl ossen.

**(s, V) = S besagt, dal3, wenn A sichim Zustand s
befindet, der Automat sich nach Abarbeitung des
Wortes v in den Zustand s Ubergeht.

Beispidl: Schwimmbadautomat

* fir den Zustand s., und das Wort 50 50 100:

*"(850,5050100) =*"(*(s5, 50) , 50 100

=*"('S0 ,50100)

*(*(S10, 50) , 100)

*"(S150,100)
=*(*(s1%,100) ,9)

=* (S0, 9)

S00 #
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Regulare Sprachen

Def.:

aSeA=(G,S,*, s, F)endlicher Automat;
dann heil3t die Sprache

L(A)={wO0G| *(s,w) OF}
die von A akzeptierte Sorache.
b) Eine Sprache L F E heild regulér, falses
einen endlichen Automaten gibt, der L
akzeptiert, d.n. fir den L = L(A) gilt.
c) Sal G en Alphabet, dann bezeichnet:

- DFA; die Klasse der von endlichen Automaten
akzeptierten Sprachen Uber G,

- REG; die Klasse der reguléren Sprachen Uber G,

und esgilt wegen b): DFA; = REG;.
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d) Zwel endliche Automaten A und A’ heil3en
aguivalent, falls sie dieselbe Sprache akzept-
leren, d.h. fallsL(A) = L(A’) qilt.

( DFA stent fur Deterministic Finite Automaton )

Beispidl: Schwi mmbadautomat

L (A,,.)={50505050, 505050100,
50 50 50 200, 50 50 100, 50 50 200

100 50 200, 100 100, 100 200, 200} .

#
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