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Aufgabe 3.2

(a)

(b)

(d)

Die Kette ist reduzibel, da die Zustédnde 1 und 2 nicht von den Zustédnden
3, 4 und 5 erreichbar sind.

Die Kette ist periodisch, da fiir den Zustand 1 die einzige Rekurrenz iiber
den Zustand 2 in 2n Schritten ist. Der grofite gemeinsame Teiler aller Re-
kurrenzwerte von Zustand 1 ist GGT'(2n) =2 firn = 1,2, ....

Die Kette ist irreduzibel, da alle Zusténde von jedem anderen Zustand mit
positiver Wahrscheinlichkeit erreichbar sind.

Jeder Zustand kann in nur 3 Schritten erreicht werden (GGT(3n) = 3 fiir
n =1,2,...). Daher ist die Kette periodisch.

Die Kette ist nicht ergodisch, da sie nicht aperiodisch ist.

Die Kette ist irreduzibel, da alle Zusténde von jedem anderen Zustand mit
positiver Wahrscheinlichkeit erreichbar sind.

Die Kette ist aperiodisch. Alle Zusténde haben die Periode 1. Die Rekur-
renzwerte der Zustéande 1 und 3 sind 2n und 3n. Es gilt: GGT'(2,3) = 1.
Die Rekurrenzwerte von Zustand 2 sind 3n und 5n. Es gilt: GGT'(3,5) = 1.

Die Kette ist ebenfalls homogen, da alle Ubergangswahrscheinlichkeiten von
n unabhéingig sind. Somit ist die Kette positiv rekurrent und ergodisch.

Die Kette ist reduzibel, da der Zustand 1 nicht von den anderen Zustédnden
erreicht werden kann.

Sie ist aperiodisch, da man von den Zustédnden 2, 3 und 4 Rekurrenzwerte >
2 fiir alle Pfadldngen finden kann. Zustand 1 besitzt keinen Rekurrenzwert.

Sie ist nicht ergodisch, da sie nicht irreduzibel ist.



Aufgabe 3.3

(a)

Um zu beweisen, dass die angegebene Kette ergodisch ist, wird wieder die folgende
Tatsache zur Hilfe genommen:

Eine Markov-Kette ist genau dann ergodisch, wenn sie irreduzibel, aperiodisch,
homogen und positiv rekurrent ist.

Zeige nun also die Teilaussagen:

(b)

e Die Kette ist irreduzibel, da alle Zusténde von jedem anderen Zustand mit

positiver Wahrscheinlichkeit erreichbar sind.

Die Kette ist aperiodisch, da es eine Schleife in jedem Zustand gibt, die
zu diesem selbst fithrt. Somit braucht man von jedem Zustand zu einem
anderen beliebig viele Schritte, bevor man wieder zum Ausgangszustand
zuriickkehrt. Daher kann man alle Rekurrenzwerte grofier 1 finden und es
gilt: GGT(2,3,4,...) = 1.

Die Kette ist homogen, da alle Ubergangswahrscheinlichkeiten von n un-
abhéngig sind.

Die Kette ist positiv rekurrent und letztendlich ergodisch, da sie einen end-
lichen Zustandsraum sowie die oben aufgefiihrten Eigenschaften besitzt.

Unter einer Zustandswahrscheinlichkeit versteht man die Summe aller eingehen-
den Ubergangswahrscheinlichkeiten multipliziert mit den Zustandswahrschein-
lichkeiten des Vorgéngerzustandes. Klar ist, dass die Summe aller Zustandswahr-
scheinlichkeiten 1 ergeben muss.

Da die Kette ergodisch ist, existieren stationdre Zustandswahrscheinlichkeiten 7;.

Diese konvergieren zu m; = lim 7;

(n).

n—~o0 J

Fiir die gegebene Markov-Kette erhalten wir:

m = 0.5m +0.1my
my = 0.5m1 +0.2m9 4+ 0.173
w3 = 0.7me 4+ 0.6m3 4+ 0.1m4
s = 0.3m3 4+ 0.9m4

1 = m+m+ms+my



Man erhilt daraus:
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