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2 RECHENMODELLE / RECHENSITUATIONEN

1 Rechnen an sich

e Was ist ,Rechnen“?
e Welche Rechenmechanismen gibt es?
e Kann man ,alles* ,,berechnen“?

e Wie ,teuer® ist Rechnen?

2 Rechenmodelle / Rechensituationen

2.1 PC / Mac
ZEICHNUNG CHRISTIAN HOLLER 1

Auf bestimmte Eingaben sollen bestimmte Ausgaben erfolgen.

2.2 AIRBUS

viele vernetzte Computereinheiten

Fingaben: Steuerungen durch Besatzung
Sensoren
Temperatur
GPS
Luftgeschwindigkeit
Positionsanzeige / Kompass

Ausgabe:  Informationen fiir Besatzung
Aktuatoren

2.3 ,,Einfachste Situation*:
Theoretitischer PC

ZEICHNUNG CHRISTIAN HOLLER 2

soll  Funktion F: Zeichenketten <«+— Zeichenketten berechnen
Eingabe: s Ausgabe F(s) {0,1} ( Ja / Nein )

2.4 EINSCHUB: Zeichenketten

Alphabet: Y endliche Menge
String / Zeichenkette endliche Folge von Elementen von X
z.B. v =00y ... 0, v; € XVI
lv] =k
~
Liange

Y% Menge der Strings der Linge k

=0 wk?
ZO

»o = €
~—

leererString

19. Februar 2005
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2 RECHENMODELLE / RECHENSITUATIONEN

¥* Menge der Strings iiber ¥ ( mit endlicher Lénge )

¥ = Ukzozk

2.4.1 Konkatenation
u,v € ¥
ue X!
vexk

ue =u
€U =1Uu

Uv = uU1u2 ... UV ... Vg

ve¥XieN={0,1,...}
v =€
vt =o't
L c ¥*...,Sprache iiber ¥
2.4.2 ,,Maschine definiert Sprache”

{s€ %" | F(s) = JA}
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3 WELCHE SPRACHEN KONNEN VON WELCHEN ARTEN VON ,AUTOMATEN¢
BERECHNET WERDEN?

3 Welche Sprachen kénnen von welchen Arten von ,,Automaten®
berechnet werden?

3.1 3 Arten von Automaten

1. Endliche Automaten
2. Keller Automat

3. Turing Maschine

3.2 Endlicher Automat

Eingabeband
[a[b[bfafafa]

ZEICHNUNG CHRISTIAN HOLLER 3
endlich viele Steuerungsregeln folgender Form:

Wenn Zustand = ¢
A Eingabekopf liest Zeichen a
dann:
1) Riicke Eingabekopf um eine Zelle nach rechts
2) wechsle in Zustand ¢’

s € Q Startzustand
F Cc @ Endzustdnde

3.2.1 Anfangskonfiguration

Maschine ist im Startzustand s
Eingabekopf ganz links

3.2.2 Endkonfiguration

Maschine ist in einem der Endzusténde
Eingabekopf ganz rechts

Maschine akzeptiert einen Engabestring u, wenn aus der Startkonfiguration durch wiederholtes Anwenden
von Regeln eine Endkonfiguration erreicht werden kann.

3.3 Beispiel

3.3.1 Konfiguration

Z:{a’b} Q:{\O/_/71’2} F:{2}

=S

19. Februar 2005 Seite 3



3 WELCHE SPRACHEN KONNEN VON WELCHEN ARTEN VON ,AUTOMATEN*

BERECHNET WERDEN?

3.3.2 Regeln
derzeitiger Zustand  gelesenes Zeichen neuer Zustand
0 a 1
0 b 0
1 a 2
1 b 0
2 a 2
2 b 0

3.3.3 ungiiltiger String

o —
_— o
o — T

a
1
0

g

ungiiltiger Endzustand

3.3.4 giiltiger String

b
1
1

o —
S —
o —

T
2

Das Beispiel akzeptiert alle Strings iiber {a, b}, die in aa enden.

3.4 Nicht deterministische Maschine

d.i. mehr als eine Regel in gleichen Zustdnden anwendbar.

derzeitiger Zustand gelesenes Zeichen neuer Zustand

«Q 0 a 0
I6] 0 b 0
ol 0 a 1
) 1 a 2
a b a a

[ I I

0O 1 0 0 2

a [ v 0

3.5 Kellerautomat

Eingabeband
[a]b[blafafa]

Eingabeband
/

\
E-Kopf

Arbeitsband

A-Kopf

\
LLTTTTTTT

Seite 4
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3 WELCHE SPRACHEN KONNEN VON WELCHEN ARTEN VON ,AUTOMATEN¢
BERECHNET WERDEN?

Q Zustandsmenge
s €@  Startzustand
F c @ Endzustand

3.5.1 Regeln:

Wenn Zustand = q
A Eingabekopf liest a
A Arbeitskopf liest A

dann:

1) gehe in Zustand ¢

2) Bewege Eingabekopf

i) rechts

ii) nicht

3) Arbeitskopf: i) ersetze A durch A’
ii) Kopf nach unten, A geldscht

iii) Kopf nach oben, schreibe A’

3.5.2 Anfangskonfiguration

Zustand = s
Eingabekopf ganz links
Arbeitsband
ZEICHNUNG CHRISTIAN HOLLER 5

3.5.3 Endkonfiguration

Maschine in einem der Endzustiande
Eingabekopf ganz rechts

Maschine akzeptiert einen Engabestring u, wenn aus der Startkonfiguration durch wiederholtes Anwenden
von Regeln eine Endkonfiguration erreicht werden kann.

{a"b" | n>1}
Deterministisch immer hochstens 1 Regel anwendbar

Nicht Deterministisch es konnen mehrere Regeln anwendbar sein

3.6 Keller Maschine

Eingabeband
/

\
E-Kopf

Arbeitsband

A-Kopf

\
LLTTTTTTT

Zustand
Eingabekopf — EK — e
Arbeitskopf
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3 WELCHE SPRACHEN KONNEN VON WELCHEN ARTEN VON ,AUTOMATEN*
BERECHNET WERDEN?

3.6.1 Beispiel
u € {a,b}

U=Up...Unp
uRzun...ul

u$ul$

derzeitiger Zustand EK AK neuer Zustand EK AK

0 a / 1 - TA
~—
Anfangszustand
0 b Z 1 — 1B
1 a A 1 - TA
1 a B 1 — TA
1 b A 1 — 1B
1 b B 1 — 1B
1 $ A 2 — A
1 $ B 2 — B
2 a A 2 — l
2 b B 2 — l
2 $ 7 3 — l
~~
Endzustand
3.7 Turing Maschine
BILD
3.7.1 Regeln
Wenn Zustand = ¢ neuer Zustand ¢’
Eingabekopf liest a dann Eingabekopf —)e
Arbeitskopf liest A Arbeitskopf A’ e, —

DEA  deterministischer endlicher Automat
NEA  nichtdeterministischer endlicher Automat
DKA  deterministischer Keller Automat

NKA nichtdeterministischer Keller Automat
DTM deterministische Turing Maschine

NTM nichtdeterministische Turing Maschine

3.8 Definition

Eine Sprache L ist eine DEA-Sprache, wenn es einen DEA gibt, der L akzeptiert.
und analog andere Sprachen.

3.9 Lemma

e Jede DEA-Sprache ist eine NEA-Sprache.

e Jede DKA-Sprache ist eine NKA-Sprache.

e Jede DTM-Sprache ist eine NTM-Sprache.
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3 WELCHE SPRACHEN KONNEN VON WELCHEN ARTEN VON ,AUTOMATEN¢
BERECHNET WERDEN?

3.10 Lemma
e Jede DEA Sprache ist eine DKA-Sprache.

e Jede NEA Sprache ist eine NKA-Sprache.
e Jede DKA Sprache ist eine DTM-Sprache.

e Jede NKA Sprache ist eine NTM-Sprache.

BILD

3.11 Fragen
1. Welche Inklusionen sind strikt?

2. Gegeben eine NKA:
Gibt es einen DEA der genau die gleiche Sprache akzeptiert?

3. Gegeben zwei Maschinen:
akzeptieren sie die gleiche Sprache?

19. Februar 2005 Seite 7



4 (BABY) MENGENLEHRE

4 (Baby) Mengenlehre
f: A — B Funktion
Injektion:  Va,b€e A: a#b = f(a)# f(b)

Surjektion: Vbe B3ac A: f(a) =0
Bijektion:  Surjektion & Injektion (eindeutige Zuordnung)

4.1 Definition

A und B heiflen genau dann gleichméchtig, wenn es eine Bijektion zwischen A und B gibt.

4.1.1 Beispiel

G seien die nichtnegativen, geraden Zahlen: {0,2,4,...}
N und G sind gleichméichtig.

4.1.2 Beweis

flx)y=2-x Bijektion!

4.2 Definition
A heiit endlich, wenn 3k € N, sodass A gleichméchtig wie {0,...,k — 1}

A = {ao,al,...,ak,l}

A heifit abzéhlbar, wenn A endlich, oder A gleich méchtig wie N - abzdhlbar unendlich.

4.3 Lemma

Ay, As, ... Ay endliche Mengen, k € N
AiUAU...UA,  ist endlich
A; x Ay x ... x A st endlich
Ak ist endlich

4.4 Lemma

Ap, Ay, ... sei unendliche Folge von disjunkten endlichen Mengen

Dann ist | J;cy Ai abzéhlbar (undendlich)

4.5 Lemma
A, B abziahlbar unendlich = A x B abzihlbar unendlich

4.5.1 Beweis
| 0 1 2 3 4

0] (0,0) (0,1) (0,2) (0,3) (0,4)

1](1,00 (1,1) (1,2) (1,3) (1,4)

21(2,00 (2,1) (2,2

313,00 (3,1) ...

Ci ={(aj,ax) | j +k =1}
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4 (BABY) MENGENLEHRE

AXx B= U Cz
i€N
C; ist disjunkt und |C;| =i+ 1

4.6 Lemma

Sei A abzihlbar unendlich.
24 = {B|B c A}

24 ist NICHT abzihlbar

4.6.1 Beweis

A ={ay,ay,...} B C A kann mit ,undendlicher” Bitfolge sp identifiziert werden.

o 1 a;€B
5B = 0 algB

B=1{1,3,7} 010100010 . .
B={1,3,5,7,...} 010101010101 ..

24 nicht abzéhlbar, d.i. f: N — 24
= f ist keine Bijektion ( z.B. weil f keine Surjektion )

f0) = By sgg, 0 1 1.0 0 1 1
f1) = By sg, 1 1 1.0 0 1 1 1
f2) = By sg, 1 1. 1.0 0 1 1

4.7 Cantor’sches Diagonalisierungsverfahren

Mochte zeigen:

dB C A sodass Vn € N: f(n) # B

=

Suche Bitfolge, die in Auflistung nicht vorkommt, sich also von jedem sp, unterscheidet.

4.8 Satz
A Menge = 3 keine Surjektion h : A — 24

4.8.1 Konzept
A Menge = 3 keine Bijektion h: A — 24

4.8.2 Beweis

Wollen zeigen:
Vh:A—2% 3X €24 :Vac A:h(a) #X
XcA

h vorgegeben.
A={zxecA| z¢h(x)}
Behauptung:
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4 (BABY) MENGENLEHRE

Va € A: A+ h(a) (sie unterscheiden sich in element a)
a€A&adh(a)

4.9 Satz

NTM-Sprachen iiber > #  alle Sprachen {iber X
L€ 2%

4.9.1 Beweis

= 3 NTM die genau L akzeptiert.

Es reicht zu zeigen, dass es nur abzdhlbar viele NTMs gibt.
3* abzahlbar unendlich

2>" iiberabziihlbar

Jede NTM als endlichen String tiber ¥V ASCII spezifizieren.
Abbildung (X Vv ASCII)* ist abzihlbar.

Seite 10 19. Februar 2005



5 ENDLICHE AUTOMATEN
(FORMALE SPEZIFIKATION)

5 Endliche Automaten
(formale Spezifikation)

M = (E7Q’S’F7A)

by Eingabealphabet (endlich)
Q Zustandsmenge (endlich)
seEQ Startzustand

FcQ Endzusténde

ACQ@QxXx@ ,Regeln®

Definition

M akzeptiert w = wiws ... w, € X* genau dann wenn 3 Zustandsfolge

go =S
qQoq1 ---qn mit ¢q, € F
fiir 0 <i<m (21w, q) €A

L(M)={weX" | wwird von M akzeptiert}

5.1 Beispiel

¥ ={a,b} s=0 A=1{(0,a,0),(0,0,0),(0,a,1),(1,a,2)}
Q= {071a2} F= {2}

babaa wird von M akzeptiert

w; W2 W3 W4 Ws
0 0 0 O 1 2

aab wird nicht von M akzeptiert.

5.2 Ubergangsgraph eines endlichen Automaten M (Transitionsgraph)

Knotenmenge Q
gerichtete Kanten mit Beschriftung [g,q¢’) mit Beschriftung a ist im Graphen
& (¢,a,q') € A
a

Om®
O

w = wiws ... w, wird von M akzeptiert

< J gerichteter Pfad P von s zu einem Knoten ¢, € F, so dass die Kantenbeschriftungen entlang P

genau w = wiws . . . Wy, ergeben.

19. Februar 2005
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5 ENDLICHE AUTOMATEN
(FORMALE SPEZIFIKATION)

5.3 Definition

M heifit deterministisch, wenn

V(g.a) €@ xZil{d" | (¢,a,q) € A} <1

sonst heif3t M nicht-deterministisch.

5.4 Alternative Definition von L(M)
fiir jedes ¢ € @ definiert 6, : ¥* — 2@

5,(6) = {a}
S(wa) = |J dy(a)

q'€dq(u)

dq(w) = ,,Zusténde die von ¢ beginnend iiber w erreichbar sind*
L(M) ={w inX" | és(w)NF # 0}

5.5 Gibt es Sprachen, die nicht von NEA’s akzeptiert werden?
Behauptung

L=1{a"$"$ | n e N} wird von keinem NEA akzeptiert.

Beweis

Wollen zeigen V NEA’s M: L(M) # L

Sei M NEA, Zustandsmenge Q, |Q| =m
Betrachte a™$p™$ € L

Fall 1

a™$om$ ¢ L(M) = L(M)#1L
Fall 2
a™$bm$ ¢ L(M) = 3qoq1---Gmpop1-.-Pm DPEF
—_——

Folge von m + 1 Zusténden
= irgenein Zustand wird wiederholt.

ZEICHNUNG CHRISTIAN HOLLER 667

Korrektur

,NEA-Sprachen
»DEA-Sprachen

NKA-Sprachen “
DKA-Sprachen “

b N Ng

Seite 12
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5 ENDLICHE AUTOMATEN
(FORMALE SPEZIFIKATION)

5.6 Pumping Lemma

Sei L eine DEA/NEA Sprache

= ImeN:Vere L mit|z|>m

3 Unterteilung 2 = wvw mit |uv]| <mund 0 < |v] <m
VieN: w'wel

Beweis

Sei L EA Sprachen

Sei M eine DEA/NEA mit L(M) =L

Q sei Zustandsmenge von M

m=|Q

Sei G Ubergangsgraph von M

s Startzustand

G hat m Knoten

Seiz € L, |z| >m

(wenn nicht existent, muss nichts gezeigt werden!)
Sei P der ,,akzeptierende Pfad“ fiir z durch G

Im Anfangsteil der Lnéinge m von P muss es Knotenwiederholungen geben.

ZEICHNUNG CHRISTIAN HOLLER 668
P=Q & —-Q=#P

T = uvw
VmeN3Jz e L: |z| >m VY Unterteilungen |uv| < m VieNwiw¢ L
1<|v]<m

Verwendung, um zu zeigen, das L nicht NEA-Sprache

1. Gegner gibt m vor

2. ,Wir® geben z € L an, mit |z| > m

3. Gegner gibt Unterteilung x = uwvw vor, |uv| <m, 1 < |v] <m
4. ,Wir“ geben i € N an, sodass uv'w ¢ L.

Wenn ,,wir“ dieses Spiel immer gewinnen kénnen, dann ist L KEINE NEA-Sprache.

Beispiel
Zeige, dass L = {a™ | n ist Primzahl} keine NEA-Sprache ist.
1. Gegner gibt m
2. Wir wihlen eine Primzahl p > m und geben x = ¢? € L
3. Gegner: x = uvw aP = ala*dl j+k<m, 1<k<m j+k+l=p
4. Wir wihlen i so, dass a/ (ak)i a ¢ L

d.i. j + k + 1 soll keine Primzahl sein
zBoi=j4+1 jH+EG+HD)+I=((+1)(G+])

19. Februar 2005 Seite 13



5 ENDLICHE AUTOMATEN
(FORMALE SPEZIFIKATION)

d;(w) ={¢' € Q | ¢ von q iiber Pfad mit Beschreibung w erreichbar}
Ly ={win¥* | §;(w)NF #0}
Ls = L(m)

5.7 Definition

L C ¥* irgendeine Sprache
Cp: ¥ =2 Cplw)={ze¥" | wzel}

Forsetzungssprache von w beziiglich L.

Beispiel 1
L, = {a"€V"€ | neN}
Cr(aa€d) = {b€}
Cr(aa€ab) ={ }
Cr(aa) = {€bbE, a€bbbE, ...}
= {a"€b”+2€ | neN}
Cr,(a"€) ={b"€}
Beispiel 2

L={win{a,b}* | (#a'smw)mod3 =0}
={z € {a,b}* | (#d'smzx) mod 3 =2} = Ly

)
)
Cr(baa) ={z in{a,b}* | (#a’'smz) mod 3 =1} =1,
)
)

5.8 Satz (Myhill-Nerode)
L ist DEA-Sprache & F, = {CL(w) | w € ¥£*} ist endlich.

Beweis

Teil (i) ,, ="
by
Q

L ist DEA-Sprache == 3 DEA M s sodass L = L(M).
F

A deterministisch

weX : Cplw) = { é’l) zillllztaq(w) = {p}

Ql=n Fr={L, | pcQ}

( unter der Annahme, dass jeder Zustand ¢ € @) von s erreichbar ist )

|F| <|Q|+1 endlich

Seite 14
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5 ENDLICHE AUTOMATEN
(FORMALE SPEZIFIKATION)

Teil (i) ,,<*
L XY, Fr endlich

Wir wollen einen DEA bauen, der genau L akzeptiert:

b
Q=7FL
s=CL(e)=1L

F={L'eF, | eel}
={CL(w) | welL}
A={(CL(w)),a,CL(wa) | weX* aecX}
Behauptung 1

M 1ist deterministisch

Behauptung 2
M akzeptiert genau L

Beweis zu Behauptung 1

miissen zeigen:
v,weX,ae¥ Cp(v)=Cr(w)= Cr(va)=Cr(wa)

z € Cr(va) < ar € CL(v) © wazr € L & x € Cp(wa)

Swvaxr€l =Cr(w)

Beweis zu Behauptung 2
w=wiWsy ... w, € L

Anwendung von Satz (Myhill-Nerode)

wiws ... wy, € CrL(e€)

)

way ... wy € CL(e)

)

w3 ... w, € CL(e)

Wy, € CL(U)l ...’wnfl)

)

(S C’L(wl...wn)

wiws ... wy, & Cr(e)

¢

wa ... w, & Cp(w)

€ ¢ Cr(wws ... wy,) kein Endzustand

19. Februar 2005 Seite 15



5 ENDLICHE AUTOMATEN
(FORMALE SPEZIFIKATION)

Anmerkung

5.9 Satz

L ist NEA-Sprache = L ist auch eine DEA-Sprache

5.9.1 Beweis

L ist NEA-Sprache
D)

Q

d.i. 3 nicht deterministischer Automat M s L(M)=1L
F
A

Nach Myhill-Nerode reicht es zu zeigen, dass F, endlich.

weX*: Cplw)= U{Lq/ | ¢ € d4(w)}

Q@ ist endlich = # der verschiedenen §,(w)’s endlich.

{8y(w) | lwe x| <29}

= {Cr(w) | weX*} endlich

Direkte Konstruktion

Aus NEA M konstruiere DEA M’ so dass L(M') = L(M)

by
Q Q= x
M seq@Q M’ = {S}
<0 o= {ACB | ANF#Q}
A A = {(A,a,B) | AQQ’B:U&A&J(“)}

Idee:

dg(w) ... Zustdnde von M’

Seite 16
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5 ENDLICHE AUTOMATEN
(FORMALE SPEZIFIKATION)

Beispiel
M:
a
OO
\,
M

5.10 ,,e-Uberginge “
Idee

Endlicher Automat muss Lesekopf nicht bei jedem Ubergang nach rechts riicken, Kopf darf auch verweilen.

D)

Q
se@Q,FcCqQ

ACQxxst=xlu{e

M akzeptiert z € ¥*

<1
dgo,...,qm € Q, Ix1,T9,...,Tm € 2=

fiir 1 <i<m: (gi—1,2i,q) € A

Ubergangsgraphen

Kanten koénnen auch mit € beschriftet werden.

19. Februar 2005 Seite 17



5 ENDLICHE AUTOMATEN
(FORMALE SPEZIFIKATION)

5.11 Satz

Wenn L durch einen NEA mit e-Ubergéingen akzeptiert wird, dann ist L regulér.
d.i. L wird auch durch DEA ( oder NEA ) ohne e-Ubergange akzeptiert.

Beweis

Methode 1

Zeige Fi, ist endlich

Methode 2

Konstruiere aus NEA mit e-Ubergéingen M, einen NEA ohne e-Ubergiinge M’, so dass L(M) = L(M").

Es reicht zu zeigen, wie man eine e-Kante entfernen kann!

Seite 18 19. Februar 2005



5 ENDLICHE AUTOMATEN
(FORMALE SPEZIFIKATION)
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6 2-WEGE AUTOMAT

6 2-Wege Automat

Idee

deterministischer endlicher Automat
Lesekopf darf auch zuriickriicken.

Ubergangsregeln

(q7a76/7y) EQXEXQX {L7B7R}

6.1 Satz

Wenn L durch einen deterministischen 2-Wege-Automaten akzeptiert wird, dann ist L regulér.

Beweis
Idee

Zeige, L hat endlich viele Forsetzungssprachen.

t e
| —

fo: Q@ — QU {term, div}

Nehmen an, Maschine ist im Zustand e und hat Lesekopf auf erstem Zeichen von x und Maschine lduft.

1. Maschine riickt Lesekopf irgendwann iiber linkes Ende von x und ist dann im Zustand ¢’
fule) = ¢

2. Maschine terminiert ohne iiber linkes Ende von x zu riicken.

fa(€) = term
3. sonst
fo(e) = div
r,y eX”

fa=fg = VmeX*: wrel <& wyel
Lf={$62*|f$:f}

Seite 20 19. Februar 2005



6 2-WEGE AUTOMAT

weX Fy,={f: | wre L vonM akzeptiert}
Cr(w)=|J{Ls | € Fu}

F={f:Q— QuU{div, term}} endlich

= es gibt nur endlich viele Cr(u)’s

19. Februar 2005 Seite 21



7 ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN DER REGULAREN SPRACHEN

7 Abschlusseigenschaften der reguldaren Sprachen

7.1 Satz
Es seien L und L’ regulire Sprachen iiber . Darum sind auch die folgenden Sprachen regulir:
l.L={weX* | w¢L}
22.LL ={uw | uelL, vel}
3. LurL
4. LNL
5. L* ={wiwy...w, | keNw; € L, 1 <i<k}
Beweis
L regulir — 3IDEA M mit L(M) =L
L' regulir — IDEA M’ mit L(M') = L'
0.B.d.A. nehmen wir an, M und M’ seien vollstindig spezifiziert.
L. YVgeQ VaeX, 3¢ €Q, (¢,a,¢) €A
2. alle ¢ € @ vom Startzustand erreichbar.

Wenn nicht vollstandig spezifiziert:

L Q=Qu{L}
Es gibt keinen Ubergang, der von ¢ mit a wegfiihrt
— erzeuge zusitzlichen Ubergang (q,a, 1)

2. entferne nicht von s erreichbare Zustiande

1. Maschine fiir L

by
Q
FoQ\F
A
2.
Q- Q
B VI sow
' H
© ©
by
QU
F/
AUA U{(q,6,5) | g€ F}
3.

Seite 22 19. Februar 2005



7 ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN DER REGULAREN SPRACHEN

b))
Que
S

FUF'
AUA U{(5,¢5),(5,¢35)}

AUB=AUB
LNL =LulL
Lasse M und M’ parallel laufen.

N

QxQ

(s,8")

F={(gd) | g€ F, ¢ € F'}
A={(p,0),a,(q,4) | (p,a,q) €A, (p,a,q) € A"}

Q ©
51 om 9 5] M’
O ©)

19. Februar 2005 Seite 23



8 ENTSCHEIDUNGSEIGENSCHAFTEN VON REGULAREN SPRACHEN

8 Entscheidungseigenschaften von reguldaren Sprachen

8.1 Satz:

»,Mann kann entscheiden, ob fiir eine gegebene regulidre Sprache L C ¥* gilt L = ¥*.“
Gegeben DEA M, kann entschieden werden, ob L(M) = ¥*.

8.1.1 Beweis

0.B.d.A M vollstindig spezifiziert.
M akzeptiert ¥* <= F = (@)

8.2 Satz

»Gegeben DIA M, kann entschieden werden, ob L(M) = {}, M akzeptiert {} <= alle von s erreichbaren
Zustande sind nicht in F*“

Frage

M,M" DEA’s

kann man entscheiden, aber L(M) = L(M') ?

Antwort

JAl'denn L, L' C ¥*

L=L <+ LUL =%und LNL ={}
wegen AbschluBeigenschaften sind L U L/ und L N L/ regulér . ..

Seite 24 19. Februar 2005



9 MINIMIERUNG“ VON DEA’'N

9 ,,Minimierung” von DEA’'n

Problem
Gegeben: DEA M’ mit méglichst wenigen Zustéinden, sodass L(M) = L(M).
8q(w) ={¢" | ¢ von q iiber Pfad mit Beschreibung w erreichbar}
Ly={weS* | b,(w)CF)

Falls q # ¢ gilt:
L, = Ly heifien ¢, ¢’ ununterscheidbar und man kann auf einen der beiden verzichten.

Falls L, # Ly dann heifien ¢ und ¢’ unterscheidbar.

Beachte: Unterscheidbarkeit ist eine Aquivalenzrelation auf Q
q~q¢ =4q ~q
q~q

q~d N ~q"=q~¢q

d.i. Aquivalenzklassen kénnen zusammengefasst werden, und bilden Zustéinde des minimalen Automaten.

Wie bestimmt man alle unterscheidbaren Zustandspaare U ?
Regel 1
GEF, ¢ ¢ F={qqd}eU

Regel 2

{r} =d(

¢ €Q,aeX: a)
R (1 S

) .t eU={qd}tel
,» Table-filling” Algorithmus (zur Bestimmung von U)

1. Wende Regel 1 an, solange moglich

2. Wende Regel 2 an, solange méglich

Hinweis vom Autor

Es werden die Zustédnde verglichen die von dem jeweiligen Punkt erreichbar sind.

Behauptung

Wenn der Algorithmus terminiert, umfasst U genau alle unterscheidbaren Paare von Zustdnden. Die restli-
chen Paare sind ununterscheidbar.

Beispiel

ZEICHNUNG SEBASTIAN WAINER 5.11.2004.4

3121(11]0
0] x| x
1] x| x
21 X

3
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9 ,MINIMIERUNG* VON DEA’N

{0,1} ¢ U
d.i. Zusténde 0 und 1 sind ununterscheidbar und bilden eine ,, Aquivalenzklasse“ ( Seite )

Beispiel: Keller-Automat

U={{24} | 0<i<3}

(AN BN BN BN BN |
RSN BN BN BN |
2| X H E N
3| x H N
4 x| x| x|x|

01112 |34

{0,1}y {3,4} cU
={0,1} e U

{0,2} {3,4} cU
={0,2} €U

{0,3} %{3,5} € U
={0,3} €U

{1,2} &{4,4} ¢ U
(1,2} B{1,2) ¢ U

{1,3} i>{4:74:} ¢U
(1,3} B{2,21 ¢ U

(2,3} L{4,4) ¢ U
(2,3} B{1,2) ¢ U

2 = 3 = 1
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9 MINIMIERUNG“ VON DEA’'N

Aquivalenzklassen

{0y, {123} {4}

9.1 Korrektheit
9.1.1 Lemma 0
V {p,q} € U gilt: p und ¢ sind unterscheidbar; d.i.

L, # L,

Beweis

Stimmt nach Schritt 2, denn:
peEF&eck,

¢ Feed L,
Regelanwendung in Schritt 3:

(¢} €U - Ly#Ly —3FweLyVw¢ Ly

Regel
= aw€ L,Vaw ¢ Ly = L, # Ly
= {p.p} el

9.1.2 Lemma 1

Sobald in Schritt 3 Reegel nicht mehr anwendbar ist, gilt fiir jedes Paar p # ¢ und {p, ¢} ¢ U, dass L, = L,
also p und ¢ sind NICHT unterscheidbar.

Beweis

Sei ( mit U nach Terminierung des Algorithmus )

X={{p,a ¢U | Lp?éLq}

X = stimmt Lemma

X # 0 Sei w € ¥* das kiirzeste Wort, das fiir irgenein {p, ¢} € X folgendes erfiillt: w € L,, w ¢ L,

p%pl%pg%pgm...mpm er

q%ql%@%%m...rﬂ{qm ¢ r

p1, ¢1 unterscheidbar!
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9 ,MINIMIERUNG* VON DEA’N

Fall 1
{plaql} eU

Algorithmus darf noch nicht terminiert haben: Regel im Schritt 3 noch anwendbar!

Fall 2
{pi,a1} €U — {p1.a1} € X (Lp, # Lg,)

kiirzer als w im Widerspruch zu Wahl von v.

Seite 28 19. Februar 2005



10 REGULARE AUSRUCKE [Q] BESCHREIBUNGSART FUR SPRACHEN

10 Reguldre Ausriicke [¢] Beschreibungsart fiir Sprachen

q reguldrer Ausdruck L(q)

[y

0 regulirer Ausdruck L(0) = {}

€ reguldrer Ausdruck L(e) = {e}

a reguldirer Ausdruck L(a) = {a} VaeX*

a,B regulidre Ausdriicke = af, (a+ ), (a)* sind reguliire Ausdriicke
L(af) = L(a)L(B) = {uv | uwe L(a), ve L(B)}
L(a+ B) = L(a) U L(B)
L((@)*) = L((a))"

10.1 Satz

L=L(q) fiir irgendeinen reguldren Ausdruck ¢
< L=L(M) fir irgendeinen endlichen Automaten M

Beweis

n:>

Gegeben: g, wohldefinierter endlicher Automat Mo, mit L(q) = L(M,)

G

11¢
Sei M ein deterministischer Endlicher Automat

Q={1,...,n} by
q=1

G sei Ubergangsgraph von M, F Endzustéinde
Rfj C ¥* Menge aller Beschriftungen von Pfaden in G mit Anfangszusténden i,
Endknoten j und inneren Knoten < k.
ikt

L(M) = | R,

qEeF

Also wenn qu regulérer Ausdruck mit L (qu) = Rf‘j dann
L(M) = L((¢f, +ai,) +---aiy,)  F={a,--,q}

Ry ={eyulJ{a}" | (i,a,i) € A}
R} ={aeX | (i,a,j) € A}
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10 REGULARE AUSRUCKE [Q] BESCHREIBUNGSART FUR SPRACHEN

b O
M@
SBMQ
0

Annahme

Rfj bekannt fiir alle 4, j

k+1 k k k bk
R =Rj; U Rj (R(k+1)(k+1)) Ri(11)
i<kk+l<kk+l<kk+l<kj
k+1

k k k ok
TGj = dij T Qigkt1) (q(k+1)(k+1)) Ti(k+1)

L ={we{a,b} | #4(w) gerade und #(w) ungerade}

Seite 30
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11 KELLERAUTOMATEN

11 Kellerautomaten

| Eingabeband |

E-Kopf

Arbeitsband

A-Kopf

Eingabekopf bleiben
nach rechts riicken (nichts schreiben!!)
Arbeitskopf  bleiben
nach unten riicken ( 16scht Zeichen )
nach oben riicken und schreiben

11.1 Regeln: je nach Zustand

neuer Zustand
Eingabekopf symbol —— Eingabekopf Bewegung
Arbeitskopf  symbol —  Arbeitskopf Bewegung

11.2 Formalisierung

NKA Nichtdeterministischer Kellerautomat M
by Eingabealphabet

r Arbeitsalphabet

Q Zustandsmenge (endlich)

s €  Startzustinde

C @ Endzustidnde

€' Unterstes Symbol auf Arbeitsband

A C x NS D | x T x Regel
cl@ Q egeln

oyt

11.3 informelle Erklarung

(q,a,A,U,¢') € A

Wenn in Zustand q

Eingabekopf liest a
Arbeitskopf liest A

neuer Zustand ¢’

Eingabekopf riickt nach rechts

Arbeitskopf ersetzt A durch U

U = ¢ — Arbeitskopf riickt nach rechts unten

U = B — Arbeitskopf ersetzt A durch By und bleibt

U = B1B> ... By — Arbeitskopf ersetzt A durch By, riickt nach oben und schreibt By_1 ... B,

19. Februar 2005 Seite 31



11 KELLERAUTOMATEN

11.4 Ubereinkunft
Alphabetsanfangsbuchstaben

klein a,b,c,. .. stehen fiir einzelne Symbole in

grof3 AB,C,... stehen fiir einzelne Symbole in I’
Alphabetsendbuchstaben

klein Z,V,X,. . . e X

greof Z,YX,... eI~

11.5 Welche Worte werden von )M akzeptiert?

Konfigurationen von M
Ky=QxX"xTI*

M in Konfiguration (g, u, W) bedeutet:

M und Zustand ¢

Arbeitsbandinhalt W

Eingabebandinhalt iiber und rechts vom Lesekopf ist u

11.6 Relation
M, auf K
kL g
soll ausdriicken: aus Kopf k kommt M durch 1 Regelanwendung.

(q,az, BY) R (¢,2,UY) g.dw (q,a,B,U{q)eA

(q,x, BY) 2 (¢,z,UY) gdw (q,6,BUJq)eA
Anfangskonfiguraton von M fiir z € ¥*
(s,2,€) = Inity(z)

Endkonfiguration von M

M akzeptiert x € ¥* genau dann wenn:
= ko,kl,...,km c Ky
mit kg = Initp(z) und k,,, € Finy

undkin%ki+1fﬁr0§i<m

Inity (z) 2bs by 5 by 25 D ko1 A Ky € Fingg

Aquivalent dazu

*

—
Sei M die reflexive, transitive Hiille von —.

*
—

M akzeptiert + < 3k € Finy 2 Inity(z) Mk

L(M)={xeX¥* | M akzeptiert x}

Seite 32
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11

KELLERAUTOMATEN

Beispiel

NKA fiir die Sprache {ww® | w € {a,b}*}

Q={sq,f} s=s F={f}

S={ab} T={€AB} <€

A={

}

Eingabebeispiel 1

baab

(s, baaab,€) M (s,aab, B€)
M Regel 4
(s,ab, AB€)
L Regel 7
(¢, ab, AB€)
M, Regel 10
(¢,b, B€)
M
— Regel 11
(g,¢,€)
M, Regel 12
(f,e.€)

S FZ?’LM

Eingabebeispiel 2

baaba

19. Februar 2005
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11 KELLERAUTOMATEN

(s,baaab,€) M, (s, aaba, B€)
M Regel 4
(s, aba, AB€)
LR Regel 7
(¢, aba, AB€)
M, Regel 10

(¢, ba, BE)
M
— Regel 11
(¢,a,€)
WM, Regel 12
(f,a,€)

(f,a,¢€) ist kein giiltiger Endzustand
Der Automat hat nicht die ganze Eingabe gelesen.

11.7 Definition: Einfacher nichtdeterministischer Kellerautomat (NKA)

a ’
(q, . ,B,U,q>

alle Regeln haben Form

mit
e (POP)
U= A ersetzen
CB PUSH C
11.8 Lemma

Fiir jeden NKA M gib es einen einfachen NKA M’ mit

Beweis

Ersetze jede Regel

a ’
<q7 . ,B,U,q>
a
<Q7 € 7Bka7qk>

(qaea Ukakthkfl)
(Qi7€a Uk, Ui—l;Qi—l) fiir 1 <1 S k

von M mit |U| > 1 durch Regeln

q2,---,qk-1

sind neue Zustiande nur fiir die Regel.

Konfiguration

Q X by X r

: f
Zustand Eingabewert  Kellerinhalt

Seite 34
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11 KELLERAUTOMATEN

(q,ax, AU) LR (¢, ax, BU)falls (q,¢, A, B,q')
M * . .- ..
— reflexive transitive Hiille

o M g

kw € L(U) <= (s,0,€) 5" (f,¢,U)
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12 PUMPING LEMMA FUR NKA SPRACHEN

12 Pumping Lemma fiir NKA Sprachen

12.1 Lemma
Jede NKA Sprache hat die folgende ,Pumping Eigenschaft®

P: AN eN VzeK, |z| > N FUnterteilung 2z = wvwzy
lowz| < N lvz| > 1

Vie N: w'wzly e L

Um zu zeigen, dass L keine NKA Sprache ist, geniigt es zu zeigen, dass L nicht die Eigenschaft P besitzt.

Also fiir L gilt "P:

VNeN Fzel, |z2|>N Vz=wvwzy 3z€N: wwr'y¢L

lowz| < N lvz] > 1

Spiel
1. Gegner gibt N € N vor
2. Wir produzieren z € L, |z| > N
3. Gegner produziert Unterteilung z = uvwzxy

4. Wir produzieren i € N, sodass uviwz’y ¢ L

12.2 Lemma
Die Sprache L = {a"b"c™ | n € N} ist keine NKA Sprache.

Beweis

Zeige L hat nicht Eigenschaft P
1. Gegner produziert N
2. Wir wihlen z = aVbVeV € L

3. Gegner produziert Unterteilung z = wowzy, |vwz| < N, |vz| > 1
also vwz enthélt keine a’s (Fall 1)oder keine ¢’s (Fall 2).

4. Wir wéahlen 1

Fall 1
w'wz'y =uwy
|luwy| <3N also uwy enthélt N a’s
weil |vz| >1 also uvwy ¢ L
Fall 2
analog

Seite 36

19. Februar 2005



12 PUMPING LEMMA FUR NKA SPRACHEN

12.3 Korrolar

NKA Sprachen sind echte Teilmengen der DTM Sprachen.
(Wenn man glaubt, dass L von einer DTM erkannt werden kann)

regulare Sprachen C DKA Sprachen c NKA Sprachen

alle Sprachen D 2 DTM Sprachen

12.3.1 Beweis des Pumping Lemmas

L NKA Sprache

b))

Q
r

NKAM g¢eQ mit M(M)=L
FcQ
€ecX
A
o.B.d.A
M einfach, M ,,vollstandig*
|F| =1 und jede akzeptierende Berechnung endet mit leerem Keller.

Statusgraph von M (SG(M))
Status von M (¢, U) € Q x ©*

SG(M) Knotenweg QxTI*
gerichtete Kanten
beschriftet mit
String aus <!

A
q, w I (q/’ W) gdW (Qa Y, A7 €, q/) € A
A Y ’ B /
q, w - q, w gdW (q,y,A,B,q)GA
A B
(q, ) — |¢, A | gdw. (¢y,4,BA¢)eA
w W

Wir schreiben
<z*

(. W) X — (¢, W)
wenn es einen Pfad
(g0, Wo) = (g1, W1) = ... = (g, W)
in SG(M) gibt mit
(g0, Wo) (g, W)
(Qma WM) = (q’, W,)

und Ui ... Uy = U
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12 PUMPING LEMMA FUR NKA SPRACHEN

Beachte

M akzeptiert u € ¥* genau dann wenn

( s€ )x—=>( fie )
~~ ~~
Anfangsstatus Endstatus

12.4 Definition

Ein Pfad
(CIO7WO) ﬂ) (thI) E m (Qman) ESG(M)

heifit Kellersuffix U erhaltend, wenn fpr 0 < i < m gilt

Wi
Wi = U
\%
(QO7WO) U (qman)

12.5 Hauptbeobachtung

X l X/ X i X’
q, A A g, A —ViWel*: (¢ A A q, A
Y v Y w W w

Beweisidee fiirs Pumping Lemma

Numm an fur z € L gibt es akzeptierten (?7) Pfad in SG(M) mit folgender Unterteilung:

w
v A — A x
U A — X A , X —» , A y
(s,€) <q, U) Al a2l x |19 4| 4 (q, U) o (he
U U A U U
U

Tafelbild wird noch nachgereicht, dies ist erst ein Teil!

Muss zeigen: Wenn z lang genug, dann gibt es so eine Konstellation!

12.6 Definition

Ein Kapitel eines akzeptierten (?) Pfades in SG(M) ist eine Kellersuffixerhalnder Teilpfad maximaler Linge

C
BBB
A C

& o

Beachte
1. Verschiedene Kapitel eines Pfades sind entweder verschachtelt, oder disjunkt.

2. (¢,U) Knoten in akzeptierten (?) Pfad P
# Kapitel, die (¢, U) enthalten, entspricht |U]|
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12 PUMPING LEMMA FUR NKA SPRACHEN

(q, é > — (q’, é ) (9, 4,4

Die Anzahl der Typen ist < |Q]| - |P| - |Q| =t.

12.6.1 Typ eines Kapitels

PICTURE

Was passiert wenn bei Akzepterung eines langen Wertes z Stack immer < ¢ bleibt?

= # der verschiedenen Status

QI Y II'=N

0<i<t
Wenn Stack ; t, gibt es Typenwiederholungen auf Stack!
Betrachte Punkt, wo Stack am hochsten
und betrachte oberste Typenwiederholung (muss in obersten ¢ 4+ 1 Stellen passieren).
v = x = € wird verhindert, indem man kiirzesten akzeptierten (?) Pfad fiir z betrachtet.

12.7 Satz

L C X* sei NKA Sprache
Xl =1

= L ist regulér.

Beweis

Hilfslemma 1

INVz € L mit |2| > N: za¥' € L

Hilfskorollar
INVz € Lmit 2] > N:Vie N: za'N' €L

PICTURE
z € L, |z| > N; definiere
m,=min{meN | a" €L, z=a"- a™' fiir irgendein i € N}

M={m, | z€ L, |2| >N}

Behauptung
M| < N
2,2 €L, |z| >N, || >N
|z| mod N!=|z| mod N!
—M, = My
2| = || +kN! keZ

L={welL | |lw<Nyu (] {ama™ | ueN}

endlich, also regular meM regulér

regular

regular

aaa...a(a...a)”
—_——
m N7
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12 PUMPING LEMMA FUR NKA SPRACHEN

Beweis von Hilfslemma 1

L NKA Sprache = L hat Pumping Eigenschaf

INVzEL |2l >N: z=wwzy, |ve|>1, lvwz| <N VieN: w'wr'y €L

2 — glelglvlglwlglel gll

Wahlei:%!—i-l e N

Sorry, dieser Beweis wird hier abgebrochen - Null Struktur, Null Verstédndnis - wer ihn hat, ich freu mich dann

iiber Post
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13 DETERMINISTISCHE KELLERAUTOMATEN

13 Deterministische Kellerautomaten

Ein NKA ist deterministisch (also ein DKA),
,wenn in jeder Situation hochstens eine Regel anwendbar ist“.

gibt es hochstens ein

und

Wollen zeigen

Do 520OM

Y(q,a,A) € Q x X5 xT
{a,e}

(U.¢) el xQ mit(q,z,A,U,¢') € A

DKA
Sprache

C
=

NKA
Sprache

also es gibt Sprache L', sodass L’ NKA Sprache aber keine DKA Sprache.

Idee

1. Zeige, dass DKA Sprachen unter Komplementbildung abgeschlossen sind. Also L DKA Sprache = L

DKA Sprache

2. Gib eine NKA Sprache L an mit L nicht NKA Sprache.
(also auch keine DKA Sprache)

ist keine NKA Sprache

Beweis

Idee

M DKA fir L
tausche Endzustéande
funktioniert ,,fast*

Lope = {a™b"c" | neN}

L :L;bc
-Z/ :Labc

:{aib]‘c’C | i#3j}
:{aibjc’C | i #k}

NKA Sprache
NKA Sprache

= {w hat nicht Form a‘b’ ck} regulédr, also NKA Sprache

19. Februar 2005
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13 DETERMINISTISCHE KELLERAUTOMATEN

Beispiel
L={a,k} Q={spqf} T={€}

A (Saa7€a€af)
(Sa b> €7 €7 q)
(f7 €7€1 €7p)

akzeptiert a
aa wird nicht akzeptiert (nicht vollstdndig konsumiert)
b wird nicht akzeptiert, weil g ¢ F'
Es gibt Pfad:
(5,€) = (f,€) = (0. €)

13.1 Satz
L DKA Sprache = L DKA Sprache

13.2 Korrolar
Lape € NKA Sprachen \ DKA Sprachen

13.3 Lemma 1
Fiir jede DKA Sprache L existiert ein DKA M mit L(M ) = L und M konsumert jede Eingabe vollstindig

13.4 Lemma 2

Es sei M ein DKA, der jede Eingabe vollstéindig akzeptiert. Aus M lasst sich ein DKA M bauen, mit
L(M)=L(M).

13.4.1 Beweis: (Satz)
L DKA Sprache Lemma 1 307 mit L(M) = L und M konsumiert jede Eingabe

Lemma 2 5o o L(M) = L(iM): L = L ist DKA Sprache

13.4.2 Beweis Lemma 2

M = (27 F? Q7 57 F€7 A)
DKA konsumfreudig!

Idee
M = (ZaF7Q787F€’A)
Gegenbeispiel
EF:_{aéb} (s,a,€,€, f)
ostnpy & hesy
F={f} (f..€.€,5)

akzeptiert alle Strings, die in a enden.
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13 DETERMINISTISCHE KELLERAUTOMATEN

Beispiel

aba von M

akzeptiert

aba wird auch von M akzeptiert

also Endzustand von M

Problem

(5,€) -5 (£,€) & (5,€) - (5,€) - (,€) - (5,€) € Q\F

Am Berechungsende kann es Folge von € Ubergingen geben, die dich Endzustéinde und Nicht-Endzustéinde

fihrt.

Idee

Merke dir, ob seit Konsum des letzten Eingabezeichens ein Endzustand erreicht wurde

(¢, 1)
(¢,2)

(¢,3)

bedeutet M
bedeutet M

bedeutet M

Q = Q X {17 2, 3}
ist im Zustand g
seit letztem Eingabekonsum wurde ein Endzustand erreicht.
ist im Zustand ¢
seit letztem Eingabekonsum wurde KEIN Endzustand erreicht.
ist im Zustand ¢
seit letztem Eingabekonsum wurde KEIN Endzustand erreicht.
und um néchsten Schritt muss ein Eingabezeichen konsumiert werden.

also es kann

auch kein Endzustand iiber weitere ¢ Ubergiinge erreicht werden.

5= { Ejg i;? M= (3.1,Q,5 F,€A)
F={(3) | ¢}
A= (q,6AUp) €A
pEF ((qa1)7€’A?U7 (pvl)) Eé
((Qa2)7€7A7Ua (p7 1)) S 4
p¢F ((Qa1)767A7Ua (pvl)) 64
(4:2). AU, (p,1)) € A
() ((%2)767*’47"47 (Q73)) € é
pGF ((q,S),a,A,U, (pvl)) 64
((q7 1)70,, A7 U7 (p7 1)) €A
((¢:2),a,A,U ... Konflikt mit ()
p¢F ((Qag)’aaA,Ua (p72)) 64
((¢:1),a,A,U, (p,2)) € A

M akzeptiert z € ¥*, genau dann wenn M = nicht akzeptiert.

13.4.3 Beweis zu Lemma 1

Es sei M = (£,T,Q,s,F,€,A) ein DKA fiir L. Wie kann es sein, dass M nicht die gesamte Eingabe

konsumiert?

1. es fehlt anwendbare Regel
,Friedhofzustand“ iibergehen, in dem Rest des Wortes gelesen wird

19. Februar

2005

Seite 43



13 DETERMINISTISCHE KELLERAUTOMATEN

2. Keller leer
zusétzliches neues Kellerbodensymbol, zu Friedhof, wenn je erreicht!

3. Es gibt Zyklus von e Ubergéngen
wenn so ein Zyklus beginnen wiirde, gehe zu Friedhof

A: (§,€, €é, S) € A zusitlicher Kellerboden

Vg e @ : (q, e,é, é, c) € A neuer Keller leer zu Friedhof

Vg € Q, VA € I' :Falls in Status (g, AU )keine Regel vorhanden
(VU eT™)

(q,a,A,A,c)€A
Va € ¥(c,a,A, A, c) eA
VAeTl

Vg € Q, YA € T :Falls es aus Status (g, A)beliebig lange folgenden von ¢ Ubergiéngen gibt
mathematisch wohldefiniert, aber nicht offensichtlich ,,entscheidbar*

dann
(g,€,A, A, c) € Afalls in der Folge kein Endzustand vorkommt.

(g6, A, A, f ) € Afalls in der Folge ein Endzustand erreicht wird.

fiir Existenz M ist »entscheidbar® irrelevant.
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14 ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN VON NKA SPRACHEN

14 AbschluBeigenschaften von NKA Sprachen

14.1 Satz
L, L' NKA Sprachen, R regulire Sprache

1. LUL" NKA

2. LN R NKA

3. L- L' NKA

4. L'  NKA

5 LNL 1iA. nicht NKA

6. L i.A. nicht NKA

14.2 Beweis

M NKA fiir L
M' NKA fiir L'
N DEA fur R

1. Baue Maschine mit neuem Startzustand 5 aus 5 e Ubergingen zu ; und M, M’

2. Idee, lasse M und N ,,parallel” laufen

3. lasse M bei Akzeptanz Keller leer machen
¢ Ubergéinge von Endzustinden von M zu s’

4. ,trivial®

Lape = {a™b"c" | n €N} ist keine NKA Sprache
{a™b"c" | m,n € N} {a"b"c" | n,k € N}

NKA NKA

6. schon bewiesen
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15 GRAMMATIKEN
ANDERER MECHANISMUS ZUR SPRACHSPEZIFIKATION

15 Grammatiken
anderer Mechanismus zur Sprachspezifikation

g b Sprachalphabet ,, Terminale®
% Variablen ,Nicht Terminale“
S €V Startsymbol

PC(SUV)*V(SUV) x (SUV)*

Produktionen, Regeln.

15.0.1 Schreibweise

(a,8) € P schreibt man a— [

15.1 Beispiel
G=(%,V,5,P) Y={abc} V={AB,C, S}

P={S—aSBC 1
S —aBC 2

CB — BC 3
aB — ab 4
bB — bb 5
bC' — be 6

7

cC — cc

}
G definiert Relation auf (V U X)*

u:G>v falls u = 2yz, v=ay'z, y -y € P

»aus u leutet sich v ab“
,Ableitungsschritt® - ,,Derivationsschritt*

*

G . o, . G
— reflexsiv transitive Hiille von —=—

*

G
U= v
. G . .
heifit Jug, w1, ..., ur so dass u;_1 = u,; fir 1 <i <k
G G G G

Uy — U] —~> Uy —~ ... — UL

,Ableitung® - , Derivation*

nach Grammatik spezifizierte Sprache

1G) ={wes | s w}

Seite 46
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15 GRAMMATIKEN

ANDERER MECHANISMUS ZUR SPRACHSPEZIFIKATION

15.2 Beispiel

Behauptung

Beweis

i)

2 € Lgpe = z € L(G)
z=a"b"c"

Gib Ableitung fiir z an

i)

S =%, aSBC

=%, aaSBCBC
:G>2 aaaBCBCBC
=%, 5 aaaBBCCBC
=%, aaabBCCBC
=% . waabBCBCC
=% . waabBBCCC
=, . aaabbBCCC
. - aaabbbCCC
:G>6 aaabbbeCC
:G>7 aaabbbeeC

G
=7 aaabbbcce

L(Q) = {a"b”c" | n = 1} = Labe

s -5 aSBC

< 5 Reget 10...aSBCBC ... BC

n—1 n—1
=5 Reget 20...aBCBC ... BC

n n

G
:>Regel3a...aB...BC...C
— N

n n n

:G>Regel4a...abB...BC...C’

n n—1 n
G
= Regel 2a...ab...0C...C
NEQSEA RS
n n
& peget 6@ -ab...beC...C
T NSNS ——

n n n—1

G
==, _ a...ab...bc...c
n—mal Regel 7

n n n

Z € L(G) = z € Lape, also z hat Form a™b™c"

19. Februar 2005
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15 GRAMMATIKEN

ANDERER MECHANISMUS ZUR SPRACHSPEZIFIKATION

Behauptung 1

G*
S = «, dann

Beweis

Gilt fiir « = S und wird durch jeden Ableitungsschritt erhalten! (priife jede Regel)

Behauptung 2

G*
=z€¥* S= 2z dann

#a(@) = #o(a) + #p(a) = #c(@) + #c(@)

#a(2) = #o(2) = #c(2)

*
S =% &/'Ba" =% o/ba’ dann gilt o/ Ba! hat Form a"b" Ba".

Behauptung 3

Analog fiir ¢’s

o’

15.3 Kontextfreie Grammatiken (KFG/CFGQG)

linke Seite jeder Produktion besteht aus genau einer Variablen

15.3.1 Beispiel

PCVx(SUV)*

kontextireie Grammatik fiir arithmetische Ausdriicke

Links Ableitung

g:(Equ7P) ZZ{(I,(,),*,—F}

E —-T
T—-E+T
T—F | TxF
F—a | (E)
E=F + T
=T + T
=T x F + T
=F x F + T

=(E)* F+T

E+T)xF+T
+T)« F + T
T)+«F + T

es wird immer Produktion am linkesten nicht Terminal der schon abgeleiteten Satzform angewendet.
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15 GRAMMATIKEN
ANDERER MECHANISMUS ZUR SPRACHSPEZIFIKATION

15.4 Syntaxbaum (Ableitungsbaum)

Baum
Knoten markiert mit Elementen von VU X

v markiert A
v1,...,U, Kinder von v v; markiert mit o; € (V UX), dann muss es Produktion
A— ajag...q

Der String « der sich aus Markierungen der Blétter des Baumes ergibt (wenn von links nach rechts abgelesen),
hat die Eigenschaft, dass A =* «, wobei A Markierung der Wurzel

15.4.1 Satz

L Sprache

JKFG G mit L(G) =L & 3 NKA M mit L(M) =M

15.5 Satz

L ist NKA-Sprache < L ist kontextfreie Sprache
I NKA M mit L(M) = L < 3 kontextfreie Grammatik G mit L(G) = L

Anmerkung

NKA Sprachen heiflen daher iiblicherweise kontextfreie Sprachen.

Beweis: ,,<*
Kontextfreie Grammatik

G=(%V,5P)
wollen NKA M Kkonstruieren, sodass

L(M) = L(G)

Idee

M soll Linksableitungen ,,simulieren*

Terminalprafix &~ konsumierten Eingabe
Rest ~ Kellerinhalt

Vorlesung Mittwoch

Also, diese Vorlesung wird noch nachgetragen ...
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16 TURING MASCHINE

16 Turing Maschine

PICTURE

16.1 Formalisierung

() Zustandsmenge
3 Eingabealphabet
T Arbeitsalphabet
b € T Leerzeichen
s € @ Startzustand
F C @ Endzustand

AC(@x (XU} xT)x(QxKxT xK)

16.2 Konfiguration einer Turing Maschine

e Zustand

Eingabeband Inhalt

Position des Eingabe Lesekopfs
Arbeitsbandinhalt

Position des Arbeits Lese/Schreibkopf

QXY*"XZXxBXZ
B={B: Z—T | fiir nur endlich viele i € Z gilt B[i] # b}

16.3 Ausgangskonfiguration
init (x) = (s,z,1, By, 0)
Bolil]=b Vi€Z

16.4 Endkonfiguration
(¢,---,) q€F

16.5 Rechenschrittrelation zwischen Konfigurationen

(¢,2,4, B, j) " (¢ a,i, B', ')

g.d.w.
g, a,A,¢ 1, A", N) € A

mit

alif =a i =i+u

. A 1=

Bljl=A B = :

=4 510={ 5y 12

J=7+A

z[l] = b fiir [ <0 und fiir
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17 MEHRBAND TURING MASCHINEN

*

M, reflexiver, transitiver Abschluss von M

x € ¥* wird von M akzeptiert, g.d.w.
L M * .
init (r) — k k . ..Endkonfiguration

L(M) ={zeX* | M akzetiert =}

16.6 Beispiel fiir Turing Maschine

L(M){a™b"c" | n €N}

Idee

1. Lese a’s von Eingabe und kopier auf Arbeitsband
2. Lese b’s von Eingabe und vergleiche mit #a’s auf Arbeitsband (ziehe Arbeitskopf links!)

3. Lese ¢’s von Eingabe und vergleiche mit #a’s auf Arbeitsband (ziehe Arbeitskopf rechts!)

(S,a,E , S,+1,a, —|—1)
(s,b,B . q,0,b, 1)
(¢;b,a , gq,+1,a,—1)
(q,cj) . ¢,0,b, —|-1)
)

,0)

)

(¢ c;a , ¢ +1,a,+1

(s,b,b , h,0,b,0
{h}=F
17 Mehrband Turing Maschinen
PICTURE

17.1 Ubergangsregeln

C(@Qx (ZU{b}) xTF) x (Q x K x (T x K))

17.2 Konfigurationsmenge
Q x (% X Z) x (B x Z)*

k-Band Turing Maschine kénnen nicht mehr als 1-Band Turing Maschinen

17.3 Satz

Sei M eine Turing Maschine mit k Arbeitsbédndern.
Dann gibt es eine 1-Band Turing Maschine M mit L(M) = L(M).
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17 MEHRBAND TURING MASCHINEN

Beweis
Idee

Betrachte die k Bander von M als k Spuren eines Bandes
Merke, wo die einzelnen LEsekopfe sich befinden

f‘:(PVX {0»1})k

Fiir jede Regel (¢, a, A1, ..., a5, ¢, p, AL, A, o AL M)
Baue ein ,,Unterprogramm®, das den Effekt dieser Regel simuliert.
Lese/Schreibkopf von M steht am linken nde des benutzten Teils des Arbeitsbandes.

A/B|C|A|A|B|B|C|A
0j{0|0|O0Oj0O]|0O0]O|0]|T1

Fiir jedess von 1 bis k:

Arbeitskopf von M fihrt nach rechts, bis Ez Kopfposition von M auf auf Bandstreifen 4 findet.
Mache Operation der Regel auf Band i nach.

Fahremit Kopf zuriick zu linkem Ende.

Beobachte Initialisierung der k-Streifen Zellen am linken und rechten Ende des bearbeiteten Teils.

Beachte

Wenn M be Eingabe z f(z) Rechenschritte macht, dann braucht M < O(f(z)?) Rechenschritte

denn, Simulation jedes der f(z) Schritte von M braucht k = O(1) Liufe von M iiber den bearbeiteten Teil
des Arbeitsbandes. Dieser Besteht aus hochstens f(x) Zellen, da mit jedem Schritt von M nur hdchstens
eine weitere neue Arbeitszelle dazukommt.

Turing Maschine M heifit deterministisch, wenn in jeder Situation hochstens 1 Regel anwendbar ist.
Sonst nicht deterministisch

17.4 Satz
Sei M eine nicht deterministische Turing Maschine ( mit 1 Arbeitsband ).
Dann gibt es eine deterministische Turing Maschine M’ mit L(M') = L(M).

reguldre Sprachen C DK A C kontextfreie C DTM = NTM C alle Sprachen

17.5 Beweis
M = (E,F, Q,s, F,b, A) nicht deterministische Turing Maschine

k(g,a,A) = # Regeln in A die in ¢, a, A anwendbar sind
QxXxT
ko= max{k(g.a,4) | (g.0,4)x Qx5 xT}

Pro Situation (g, a, A) sind die anwendbaren Regeln durchnummeriert.

Baue Maschine M’ mit 2 Arbeitsbindern ﬁg; deterministisch.

AB1 simuliert® Arbeitsband von M
AB2 enthilt ,Leitstring®*  I1,1la,13,...,1,
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17 MEHRBAND TURING MASCHINEN

Idee

Bei Verwendung von Leitstring I, 12,13, ..., 1, soll in schrittweiser Simulation von M im iten Schritt die I;te
anwendbare Regel verwendet werden.
Wenn keine [;te Regel vorhanden oder Leitstring erschopft, dann

1. generiere nichsten Leitstring auf AB2 und bewege Kopf auf linkes Ende
2. Losche Inhalt von AB1
3. Bewege Eingabekopf aufs linke Ende als Eingabe

Beginne Simulation von neuem
M’ hilt, wenn eine der Sumulationen hilt.

Wenn x von M akzeptiert wird

= 3 Rechenschrittfolge der Linge m, die von Init (x) zu Haltekonfiguration fiihrt.

= Unter den Leitstrings [ der Lidnge m ist einer dabei, der genau zur Simulation dieser akzeptierenden
Rechenschrittfolge fiihrt.

17.6 Satz

L Sprache C ¥*

3TM M mit L(M) = L < 3 Grammatik G mit L(G) = L
Beweis ,, <"

Brauchen: TM M, die w € ¥* genau dann akzeptiert, wenn w von G generiert werden kann.
3 Derivation S —4, 01 =g as =g ... g Tn =w

M nicht deterministisch.

erzeugt auf Arbeitsband eine Derivation

simuliert NICHT DETERMINISMUS

nnach der Grammatik, wenn nur mehr (?noch): Terminalsymbole auf dem Arbeitsband stehen, wird In-
halt von Arbeitsband und Eingabe verglichen, wenn gleich, halt M.
Beweis ,, ="

Sei M eine Turing Maschine
Wollen Grammatik G mit L(G) = L(M)

EINSCHUB: Einfache Turing Maschine

Nur 1 Band anfangs Eingabe mit Lese/Schreibkopf ganz links
auf diesem Band kann uach geschrieben werden

Beobachtung
M Turing Maschine mit Arbeitsband, dann gibt es eine einfache Turing Maschine M, mit L(M) = L(M).

Beweis analog zur Simulation von k Arbeitsband Turing Maschinen durcth 1 Arbeitsband Turing Maschine.

TM M = 3 einfache Turing Maschine M, mit L(M) = L(M)
Wollen grammatik G mit L(G) = L(M)
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17 MEHRBAND TURING MASCHINEN

Beachte Gegensatz

M beginnt mit w € ¥*

manipuliert es, bis Haltezustand erreicht
G beginnt mit Symbol S

manipuliert es, bis w erreicht ist

Idee

Mache Umkehrung von akzetierten Rechenschrittfolgen von M zu Derivationen von G.

o.B.d.A.

a)

Startzustand von M wird nach Start nie wieder erreicht.

b)

M wird umgebaut, sodass nie ein b geschrieben wird.

fiihre neues Zeichen b ein, dass statt b geschrieben wird und sonst gleichen Effekt wie b hat.

Stringkodierung von Konfigurationen von M.

bbA1 AsAs Ay ...l A, bbb
1 TM Zustand
A1A2A3(q, Ag) As oo A
Startzustand Endzustand
(s,w1) (0 U 1) an, (h, Aj)?

Idee fiir G
1. Erzeuge Endkonfiguration von M

2. ermégliche genau diese Ableitung, die Rechenschritt von M reversiert

3. Erzeuge aus Startkonfiguration das Eingabewort von M

1)

2)

G=Tul'u{S}tu(gxT1"),%, 8, P)
I''={4" | A3r}

VA €T ALAL(h ADAL, Al

S — SA
S — A'S

VA" €Y VYheF
S — (hA)

(¢,A,B,p,0) € A
(p.B") — (¢, A)
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3)

Yo' €Y'
(s,a" )b’

(s,a)
(s,0')

o' e ¥
— a(s,b')
— a(s,b)

— €
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18 GRAMMATIKEN =~ TURING MASCHINEN

18 Grammatiken ~ Turing Maschinen

Anderer Rechenmechanismus

18.1 Register Maschinen

n Register, jeder kann eine natiirliche Zahl fassen
L1y, L2y, Tp

18.1.1 Befehle

Ti=x;o0pc op € {+,*,div, mod, =}

e Jz—y falsz>y
t y_{O sonst

18.1.2 Pradikate

?
18.1.3 Programm
Label: Befehl goto Label
Label: if Préadikat then Befehl goto Label else Befehl goto Label
spezielle Labels:  START .. .
STOP Jedes Programm fiir so eine
Eingabe: Inhalt von z1,...,z. Am Rechenanfang
Ausgabe: Inhalt von z1,...,2. Am Rechenende
Maschine berechnet eine (partielle) Funktion
f: N — N*
Beispiel
fi NP =N flry) =2y
e=2
a=1
T 5
T2 7
START: if x1=0 then NULL goto L1 // x1x x2y x30
else x1=x1-1 goto L2
L2: x3=x3+1 goto START
L1: if x3=0 then NULL goto STOP // x1 0 X2y x3 X
else NULL goto ADDYTOX1
ADDYTOX1: if x2=0 then NULL goto L3
else x2=x2-1 goto L4
L4: x1=x1+1 goto L5
L5: x4=x4+1 goto ADDYTOX1
L3: if x4=0 then NULL goto L6 // xl +y x2 0 x3x x4y
else x4=x4-1 goto L7
L7: x2=x2+1 goto L3 // x1 +y x2y x3x1 x40
L6: x3=x3-1 goto L1
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18 GRAMMATIKEN ~ TURING MASCHINEN

18.2 Satz

Sei M = (Q, v, T,s, F,b, A) eine deterministische Turing Maschine.
Es gibt ein Programm II fiir eine 3 Register Maschine

Yw € ¥*: M hilt auf Eingabe w

< II hilt auf Eingabe (w),

wobei

S={0_1L....t=1} (wo,wy,...,wp), = > wit'
5 0<i<k

Also: Registermaschinen ,kénnen“ mindestens so viel wie Turing Maschinen

18.2.1 Beweis
Idee

IT soll M schrittweise simulieren.
0.B.d.A. M ist Turing Maschine ohne Arbeitsband und verwendet Eingabeband als Arbeitsband.

00053217396510300...0\

Kodierung der Konfiguration

x1 = (r)

z1 = (e®),

Zustand wird durch Programmstiick , kodiert®.
Fiir jeden Zustand g € @ enhélt II ein Programmstiick.

Ly,: 1) extrahiere das Symbol a unter dem Kopf aus z;
und speichere es in 3
2) je nach a, simuliere Kopfbewegung
gehe zu L, mit (¢,a, 4, i, p)

Lqg: r3=2x17 modt
if x3 =0 then AKTION fir (¢,0) € Q@ xT
else x3 =x3—1
if 3 =0 then AKTION fir (¢,1)
tmal  elge r3=x3 — 1
if x3 =0 then AKTION fir (q,2)
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19 EINFACHE K REGISTER MASCHINE

AKTION fiir (¢,a)

r3 =217 modt

T =21 — T3 existriert a durch A

r1 =21+ A

1) Fall: p=0 GOTO L,

Fall: p=-1 Ty =21t

T3 = x5 modt

To = xodiv t

r1 =21+ I3

GOTO L,

Fall : p=+1 To =X -1

r3=x7 modt

r1 = x1divt
To = T2 + T3

GOTO L,

19 Einfache k£ Register Maschine

Wie k Registermaschine, aber als Operationen

Pradikator

19.1 Satz

xr =x +1

L]
T =o — 1

?
kaO

Fiir jedes Programm II fiir eine normale k Registermaschine RM existiert eine Programm II’ fiir eine einfache
2 Register Maschine SRM , sodass IT und II' bei geeignet Eingabekoordierung das gleiche Akztanzverhalten

zeigen.

Kodierung der k Registerinhalte von RM in einem Register von SRM

2931 . 31?2 . 5:63 . 714 . 11935 .. pik

Idee
Baue k' Register SRM fiir II.

nur Operation z; + 1, x; — 1, z; 2o

p; ite Primzahl

Simuliere diese einfache Programm IT auf 2 Registern!

Brauche simulierende Programmstiicke fiir

k' Register SRM

r, =x; +1 —
T, =y — 1 —
1;1;0 —

2 Register SRM

T1 = X1 Pi
X1 :if X1
1 mod p; #0

mod p; # 0 thenx; = z1div p;
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19 EINFACHE K REGISTER MASCHINE

Durchfithrung mit +1, 1, < 0 mir 2 Register

r1=x1—p;: L: ifan;OthengotoLL
else t1 = x1 — 1 goto L1
Ll: xzy=x5+1 goto L2
L2: xzy=ux9+1 goto L3

LL: if xo =0 then goto LL
To=x0— 1, z1 =271+ 1

19.2 Register Maschinen

k Register x1,...,x, jeder hilt eine Zahl aus N
Eingabe auf x4, ..., z. Resit ist ,,0¢

19.2.1 Operationen
Lj = Ti OP CKonstante

op € {—&—,17*,/, mod}

19.2.2 Tests

?
xizo

19.2.3 Programme

label: Operation Goto label
if Test then Operation Goto 1label else Operationen goto

Jede Turing Maschine lésst sich durch 4 Register Maschinen simulieren.

Maschine M lidsst sich durch M’ simulieren
1. M akzeptiert L C €
2. M’ akzeptiert L' C €

3 Kodierung K : ¢ — €

Vo € €: M akzeptiert z < M’ akzeptiert K(z)

19.3 Einfache Registermaschinen

19.3.1 Operationen

T, =x; + 1
T; =T; z 1
19.3.2 Test
?

label
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19.4 Satz

Jede k Register Maschine lasst sich durch eine einfache (k + 2) Register Maschine simulieren.

19.5 Korrolar

Jede Turing Maschine l&sst sich durch eine einfache Register Maschine simulieren

19.6 Satz

¢

,Jede einfache k Register Maschine M l&sst sich durch eine fache 2 Register Maschine M’ simulieren.*

19.6.1 Beweis

M Register z;, ...,z
M’ Register y,
M’ speichert Registerinhalt von M als
y=pi'p32...ps"  p; ite Primzahl

Wollen zeigen: M’ kann Effekt der Operationen

T, =x; +1
T; =T; z 1
und Test
simulieren.
M M’

T =x; +1 y=y+p£’_
{y=11Ip;", z=0}
while y # 0 do

y=y—1
z=z+1
p; mal
z=z+1
od

{y=0, z=p; - [1p;"}
while z # 0 do
z="1
y=y+1
od
{y=p; -IIp;, 2 =0}

z; 20 p; test y nicht

Brauch Programmstiick, das testet, ob p Register y teilt, aber den Inhalt von y und 2z unberiihrt lasst.

{y=Y, =0}
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19 EINFACHE K REGISTER MASCHINE

while y # 0 do
Y=y 2 lif y =0 then goto Restistl p; mal

Y=y h 1if y = 0 then goto Restist2

Y=y L lif y = 0 then goto Restist2 end

y=y—1
z=z-1
od

LY
y_ ’Z_P

while z # 0. ..
Restistp; — ly=y+1
{y=0, 2= |Y/P]}

y=pi-z=(pi—1)
Restistp;, —2y =y +1

Restistly =y +1
while z # 0 do
y=y+1 p; mal
y=y+1

z=2z—1 end

M M’

x;=xi — 1 if p; teilt y then y =y /p;
Programmstiick p; teilt y?

19.7 Satz

Jede einfache 2 Register Maschine R ldsst sich durch Turing Maschine M simulieren.

19.7.1 Beweis
R M

Y mal
_N—
y Y 2 Arbeitsbinder b1...17bb

Z mal
__ —N— —
z Z bb1...175b
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20 UNIVERSALITAT VON TURING MASCHINEN

Eingabe auf dem Arbeitsband 1 kopieren
offentsichtliche schrittweise Simulation

19.8 Korrolar

Jede Register Maschine lésst sich durch Turing Maschine simulieren.

19.9 Satz

Turing Maschinen und Registermaschinen sind ,,gleichméchtig®, d.i.
Lc{l,...,t—1}" (L) ={{w);y | wc L} CN
3 Turing Maschine M die L akzeptiert < 3 Programm fiir Register Maschine das (L); akzeptiert.

Grammatiken
yrekursive Funktionen“ (Klasse)
Markov, Kolmogoroff
A Kalkiil (Church)
Register Maschine

Turing Maschine

Qaaa

19.10 Church Turing These

»Alles, was (intuitiv) berechenbar ist, l4sst sich durch eine Turing Maschine berechnen.*
»,Wenn etwas von einer Turing Maschine nicht berechnet werden kann, dann kann es tiberhaupt nicht be-
rechnet werden.*

20 Universalitdt von Turing Maschinen

Idee

Programmierbare Turing Maschinen.

Eingabe: 1) ,Programm®: als String codierte Turing Maschine M
2) ,Eingabe“: String w

U soll (M) (w) akzeptieren < M w akzeptiert

Kodierung (w) von w notwendig, damit Eingabealphabet ¥3; von M ins Eingabealphabet Xy von U einge-

bettet werden kann.

Wir wollen eine Turing Maschine U:

M = QMaEJV]aFM, S F,7Z_)7A
EQM €QM

AC(@xZU{b}xT) x(Q@xK xT xK)

Qm ={q1,. .. an} 5=q
ZM:{al,...,an} l_):a():bo
Ly ={bi,....b,} b=ag=by

(g;) 01°0" 10
n+2

{a;) 01°0° 710
o+2

(b;) 0170710
v+2

F= {qilvqizw"aqif}

Seite 62 19. Februar 2005



20 UNIVERSALITAT VON TURING MASCHINEN

20.1 Kodierung von M

(M)y= 010 01°0 0170
(n) {0} {0

(01)(d2) ... (6p)

Kodierung von w = wy ... wy,  {(w) = (w1 ){ws) ... (wny)

20.2 Satz

Es gibt eine universelle Turing Maschine U, d.i. auf Eingabe (N) (w) terminiert U genau dann wenn M mit
Eingabe w terminiert (mit gleichem Akzeptanzverhalten).

20.3 Beweis
Eingabeband: (M){w)

Al simuliert Eingabeband von M
A2 simuliert Arbeitsband von M

A3 enthélt aktuellen Zustand von M
A4 (n)y ...1"

A5 (o) ...1°

A6 (vy ...17

20.3.1 Arbeitsweise von U
Initialisierung

e (w) von Eingabeband auf Al kopieren und Kopf ganz links

q1) auf A3 schreiben
n

) auf A4 schreiben

(
(
(o) auf A5 schreiben
(

) auf A5 schreiben

Loop Invariante

e EK: Steht am linken Ende der Endzustandskodierungen
e K-Al: steht auf linkem Ende eines kodierten Symbols

e A2: enthilt Kodierung des Inhalts von Arbeitsband von M
Kopf steht auf linkem Ende, der Kopf des entsprechenden Symbols

e A3: Kopf ganz links

Loop Durchlauf soll einen Schritt von M simulieren
1. Teste, ob der(?) Zustand g € F

wenn ,Ja!“, akzeptiere

2. Suche eine anwendbare Regel in A

wenn gefunden: — neuer Zustand auf A3, neues Symbol auf A2, Bewege Kopfe

19. Februar 2005 Seite 63



20 UNIVERSALITAT VON TURING MASCHINEN

SAM ={we{0,1}' | w= (M) und M akzeptiert w}

Selbst akzeptierende Maschine

{(M) | (M) € L(M)}

20.3.2 Korrolar

SAM ist eine Turing Maschine Sprache

20.3.3 Definition

rekursiv aufzdhlbar
,r.e. - recursive enumerable

Turing Maschine

Q&

20.4 Satz

SAM ist nicht rekursiv aufzéhlbar, also keine Turing Maschine

20.4.1 Beweis

Miissen zeigen, es gibt keine Turing Maschine M mit L(M) = SAM fiir alle Turing Maschinen M gilt
L(M)+# SAM

Turing Maschine M (M) € L(M) = (M) € SAM = (M) ¢ SAM, also L(M) und SAM unterschiedlich
(M) ¢ L(M) = (M) ¢ SAM = (M) € SAM, also L(M) und SAM unterschiedlich

Nebenbehauptung

Das gleiche Ergebnis gilt auch fiir andere, analoge Rechenmechanismen, z.B. SML Programme, etc

20.5 Modifikation von Turing Maschinen

Es gibt ,,beschriftete Endzusténde: ( JA / NEIN )

20.5.1 Definition

Eine Turing Maschine M entscheidet eine Sprache L C ¥*.
Wenn M fiir jedes w € ¥* hélt, und w € L <= M hélt an einem JA Endzustand.

20.5.2 Definition

L C ¥* heifit entscheidbar (bzw. rekursiv), wenn es eine Turing Maschine gibt, die L entscheidet.

20.5.3 Lemma

L entscheidbar < L ist r.e. und L ist r.e.

20.5.4 Beweis ,,="“

Nimm M, die L entscheidet und modifiziere JA (bzw. NEIN) Endzusténde zu nicht terminierenden Loops
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20 UNIVERSALITAT VON TURING MASCHINEN

20.5.5 Beweis ,, <"

Lre = d Turing Maschine M, die L akzeptiert
Lre. = 3 Turing Maschine M ~, die L akzeptiert

Baue Maschine M, die M+ und M~ schrittweise simuliert.
Stoppe, wenn einer der beiden Maschinene einen Endzustand erreicht.

MT JA

Endzusténde von { M- NEIN

Korrolar

SAM ist NICHT entscheidbar

’ entscheidbare Sprachen ‘ - ’ Turing Maschinen Sprachen

UNIV = {(M) (w) | M akzeptiert w}

20.6 Satz

UNIV ist r.e. aber nicht entscheidbar.

20.6.1 Beweis

r.e. wegen vorherigem Satz

Behauptung

Wiére UNIV entscheidbar, dann wire auch SAM entscheidbar.

Nebenbehauptung

UNIV =~ Halteproblem von Turing Maschine
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21 AUTOMATEN FUR UNENDLICHE WERTE

21 Automaten fiir unendliche Werte

Lcyr Y. endliches Alphabet

¥¥o{o: N> X}
reX: o(0),0(1),0(2),...
Y ={a,b,c} o =aabaacacbaa... w Wort

Mochten mit endlichen Automaten eine MEnge von w Worten spezifizieren.
(,w Sprache®)

M=<Q,x s, F, A
~ )
CQR CQ CQxXxQ

le”

L auf fiir o, wenn [(0) = s und V € N ¢ (I(i),0(i),l(i + 1)) € A also,l ist ein endloser Pfad durch
Ubergangsgraphen von G und [ ist mit o beschriftet.
[ ist erfolgreich fiir o, wenn Inf (1) N F # 0, M akzeptiert o, 3 ein erfolgreicher Pfad fiir o

21.1 Biichi Automat
L(M)={0€X¥ | M akzeptiert o}...w Sprache
L C 2% heifit w regulér, wenn es Automat M ibt, mit L(M) = L.

21.2 Beispiel
¥ ={a,b,c}
L, ={o € ¥ | nach jedem Auftreten von a in ogibt es irgendwann ein b }

PICTURE MAXI AUTOMAT L,

Ly = {0 € ¥* | nach jedem Auftreten von a in ogibt es irgendwann ein b } = L,

PICTURE MAXI AUTOMAT Lo

Ly ={c € ¥ | zwischen jeden 2 a’s gibt es eine gerade Anzahl von b’s ohne ¢'s } = L;

PICTURE MAXI AUTOMAT Ls

/

w
q—4q
q' von q iiber Pfad mit Beschriftung w erreichbar.
Wyq = {w ey | ¢ q’}

reguldre Sprache
L(M) = U WsqWeq
qeF

21.3 Satz

L w reguldre Sprache <= L ist endliche Vereinigung von U(V)* mit U,V regulir.
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21 AUTOMATEN FUR UNENDLICHE WERTE

21.4 Frage

Gegeben Biichi Automat M.
Gilt L(M) = (?

Ist entscheidbar:

Betrachte den Ubergangsgraphen G von M. Bestimme die stark-zusammenhéngende Komponenten von G.

z,y Knoten zu G.
z,y in der gleichen starken Zusammenhangskomponoente

x=y oder (xz~ yundy~ x)

Bestimme ob es Komponenten gibt, die nicht beim Schnitt mit F' haben und von s erreichbar sind.

Im Fall L(M) = () wird w Wort produziert: u v*

21.5 Frage
Wenn L(M) w regulir, gilt L(M) w regulér?

21.6 Achtung

Es gibt w Sprachen, die w regulér sind, aber von keinem deterministischen Biichi Automaten erkannt werden.

21.7 Beispiel

Y ={a,b,c}

Ly ={o € X% | o enthilt endlich viele a’s}
PICTURE MAXI AUTOMAT Ly

Beweise
M deterministischer Biichi Automat

L(M) # Ly
Hinweis: Betrache w Werte

{a"k“ | n €N}

21.8 Satz

L wregulair =  w regulér
M Biichi Automat fiir L (mit n Zusténden)
M Biichi Automat fiir L M hat 20187 Zystinde

21.8.1 Lemma
L, L' tregulir = LUL wregulir

21.8.2 Korrolar
L, L' yregulir = LNL wregulir

21.8.3 Korrolar
Gegeben L, L’ jeweils durch Biichi Automaten M, M’ kann man testen ob LN L' = ()
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22 FORMALISMUS ZUM KATEGORISCHEN AUFSCHREIBEN VON EIGENSCHAFTEN
VON (ZEIT-)FOLGEN

21.9 Anwendungen: ,, Temporale Logik*

Objekte
! Werte o
Suffix von ¢ ¢(0),0(1),0(2),... wieder ¢ Werte

Pradikate iiber { Werte
P: X' — {true, false}
z.B.

a(o) = { true  s(o) =a

false sonst

b(o), c(o0)
Operationen
O ,,Immer* d.i. fiir alle Suffices
¢ ,Irgendwann®  d.i. fiir irgendein Suffix
o ,nichste” d.i. fiir den ersten Suffix
Beispiel
Ob Irgendwann b

d.i. ? Werte mit irgendeinem Suffix, den mit b beginnt.
d.i. ! Werte die ein b enthalten
SOb Irgendwann Immer nur b’s
d.i. nach endlich vielen Stellen in ¢ kommen nur noch b’s
OO(MBVe) = Ly eskonnen nur endlich viele a’s
O(a — b ~ 1Ly

22 Formalismus zum kategorischen Aufschreiben von Eigenschaften
von (Zeit-)Folgen

Idee

Unendlicher Prozess wird durch temporale Logik Formal F spezifiziert.
Hat dieser so (durch F) spezifizierte Prozess eine gewisse Eigenschaft E?

F=%E
nicht sein darf

FA-FE
22.1 Problem
Brauchen Test fiir: ,,Ist temporale Formel G* falsch?

L6sung

Konstruiere Biichi Automat M, der dquivalent zu G ist, und teste ob L(M) = 0.

FA-FE
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24 TM ERWEITERUNG

23 Wiederholung
Church-Turing These

e iiberhaupt berechenbar“ = von TM berechenbar

e von TM nicht berechenbar = iiberhaupt nicht berechenbar

24 TM Erweiterung

e normale TM: akzeptiert Worte
e TM: akzeptiert oder verwirft Eingabe (JEDE)

e funktionale TM: berechnet Funktion f : ¥* — T™* hat Ausgabeband, enthilt nach ,Ende“ der
Berechnung fiir Eingabe « € ¥* die Ausgabe f(x) € T*.

L C ¥* TM-Sprache, akzeptierbar, rekursiv aufzdhlbar, recursively enumerable, r.e.
Lc¥ entscheidbare, rekursive, decidable recursive 3 entscheidende TM, die bei

24.1 Lemma 1l

L entscheidbar = L r.e.

24.2 Lemma 2
L entscheidbar < L ist r.e. UND L ist r.e.

24.3 Kodierungen von TMen und Strings

Y Alphabet  Jeder String w € ¥* lasst sich als bindrer String (w) kodieren.
M=(Q,%T,...) T™M Jede TM M lésst sich als bindrer String (M) kodieren, und zwar so, dass jeden binére
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25 UNIVERSELLE TM

25 Universelle TM

Es gib eine TM U, die die Eingabe (M) (w) genau dann akzeptiert, wenn TM M Eingabe w akzeptiert.

(U simuliert M auf Eingabe w)

(M) (w) € L(U) <= w € L(M)

Universelle Sprache:
UNIV ={(M){(w) | we L(M)} C{0,1}*

UNIV ist r.e. (wegen U)

25.1 Satz
UNIV ist NICHT entscheidbar.

,,Halteproblem*
Es lisst sich nicht automatisch entscheiden, ob ein Programm (TM) bei gegebener Eingabe halten wird.

SAM = {{M) | (M) e L(M)} ,selbst akzeptierende Maschinen*

Beachte
SAM ist r.e.

Hauptsatz
SAM ist NICHT entscheidbar.

Beweis

Nach Lemma 2 reicht es zu zeigen SAM nicht r.e.
d.i. 3 keine TM N mit L(N) = SAM

d.i. V TMen N gilt L(N) # SAM

(N)e L(N) = (N) ¢ SAM

(N) ¢ L(N) = (N) € SAM

SAM und L(N) unterscheiden sich in (N)

Beweis

Annahme X ist TM, die UNIV entscheidet.
Wollen zeigen, dass es eine TM Y gibt, die SAM entscheidet.(Widerspruch zum Hauptsatz)

Was macht YV
Bei Eingabe (M) ldsst sie X mit Eingabe (M) (M) laufen.
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(M) € SAM += (M) (M) € UNIV

u String
ACC, = {(M) | we L(M)}

25.1.1 Satz
Fiir jedes u gilt: ACC,, ist nicht entscheidbar.

25.1.2 Beweis

Annahme: 3 TM X, die ACC,, entscheidet.
Wollen damit TM Y bauen, die UNIV entscheidet.

Widerspruch zur Unentscheidbarkeit von UNIV also ist die Annahme falsch, s ein X gibt es nicht.

Y: Eingabe (M) (w)

1. Baue Beschreibung <Z<M><w>u> von TM Z a1y (wyu
Z (M) (wyu: Eingabe v
Lasse universelle TM U auf (M) (w) laufen.
Falls v = u terminiere, sonst divergiere.

Beachte: Z(nry(w)u akzeptiert v g.d.w. M akzeptiert w.

2. Lasse X auf <Z<M><w>u> laufen.

X akzeptiert <Z(M)(w>u> g.d.w. Z(M)(w}u akzeptiert u
<M> <w> e UNIV <= <Z(M)<w>u> € ACC,

LEER = {(M) L(M == 0}

25.2 Satz
LEFER ist nicht entscheidbar.

25.2.1 Beweis
Annahme 3 TM X, die LEER (ETW AS) entscheidet, wollen damit TM Y bauen, die UNIV entscheidet. 4

Y: Eingabe (M) (w)

1. Baue Beschreibung <ZZ<M><w>> von TM ZZ(M}(w)

ZZ vy (w): Eingabe v
Lasse U auf (M) (w) laufen.
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akzeptiere

2. Lasse X auf <ZZ<M><w>> laufen.

ZZ wry(wy akzeptiert irgendwas <= M akzeptiert w.

(M) (w) € UNIV <= (ZZnry(w)) € LEER

26 Reduktionen zwischen Sprachen

26.1 Definition

L,S C ¥* riickfithrbar
L heifit auf S reduzierbar, wenn es eine durch eine Turingmaschine berechenbare Funktion

f: X —%

gibt, so dass
rel<—f(x)e s
r¢ L<f(x)¢S
Man schreibt:
L <S8 L ist leichter als S“

26.2 Satz

1. L < S und S entscheidbar = L entscheidbar

2. L < § und L nicht entscheidbar = S nicht entscheidbar

Beweis 1)
L <S5 3 Turingmaschine F' berechnet Funktion f

re€Ll<— f(x)e S
S entscheidbar: 3 Turingmaschine M die S entscheidet.

N Turingmaschine Eingabe x N entscheidet
lasst F' auf x laufen, berechnet f(z) L
lasst M auf f(z) laufen

26.3 Satz von Rice

RE Menge aller reelle Sprachen
S C RE sodass S # 0 und S # RE
Die Sprache

ist NICHT entscheidbar.
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26.3.1 Anmerkung
Jede Sprache der Form
» {(M) | L(M) besitzt irgendeine nicht-trivialen Eigenschaft} “

ist nicht entscheidbar:
{M) | we L(M)} = ACCU

{{(M) | L(M) endlich}
{(M) | L(M) ist Turingmaschine akzeptierbar} = RE

26.3.2 Beweis

SCRE oBdA 0¢S8

L € § Turingmaschine M}, akzeptiert L

Wollen zeigen: UNIV < C(S)

d.i. wir brauchen berechenbare Funktion f: {0,1}* — {0,1}*, sodass

(M) modwe UNIV <= f((M)(w))eC(S)
N———

<ZZZ<M><w>>

L (ZZZ(M)<w)) eS

Turingmaschine zzz(nr) () : Eingabe v
1. Lasse U auf (M) (w) laufen
2. Lasse My, auf v laufen

Wie verhilt sich zzz(ary(w)?
Wenn M w nicht akzeptiert, dann akzeptiert ZZZ ) gar nichts

L(Z2ZZpnyw)) =0 <= (Z2ZZ 01y (w)) ¢ C(S)
Wenn M w akzeptiert, dann verhélt sich ZZZ .y wie My, also
L(ZZZywy) =L €S <= (ZZZnyw)) € C(S)

26.4 Post’sches Korrespondenz Problem

Y. beliebiges Alphabet
Gegeben

($17y1>7(3327y2)7---a($k7yk) wiayiez*

Frage
3 Indexfolge I = (i1,i2,...,ik) € {1,...,k}* mit

Ly LigTig «+ - Tjp, = YiyYirYiz -+ - Yiy,

X1 2 Tk
yi || y2 || uk

Ty | 1 | X1 | X7 | X8 | T2 | T1
Y2 | Y1 | Y1 | Y7 | Ys | Y2 | Y1
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26.4.1 Beispiel 1
¥ ={0,1}

(1,101), (10,00), (011, 11)

1 10 011
101 00 11

Losung

I=(1,3,2,3)

1 011 10 011
101 11 00 11

26.4.2 Beispiel 2

001 01 01 10
0 011 101 001

Losung
Kiirzeste: |I| = 66
PCPs = {((xl,yl), (z2,92), -, (@r,yx)) € (B x E+)+ | 3 korrespondierende Lésung}
X = (a1,...,25) € (TH)"
I=(i1,... i) €{1,.... k}"
X[I] =Ty Tjy -+ - Ty,
Alternative
PCPs = {(k, X, Y) € Noo x (54)" x (29)" | X[ =711}

26.5 Satz

PC Ps ist nicht entscheidbar.

26.6 Idee
UNIV < MPCPs: < PCPx
MPCPs: ={(k,X,Y) | 3I = (1,i2,...,i,) € {1,...,k}" sodass X[I] = Y[I]}

26.7 Lemma

MPCPs < PCPsyys, 4y
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26.8 Beweis
W=ai1az...0mn, ext
W = FarFFasFtas ... Fam#

W = Far#asFFaz# ... H#am
W = ajax#az#f . .. Fam#

2
T= (k7 (55171'2,. "7mk’)7(y17"' 7yk)) e Nx (Z+k)

f(T) = (k + 27 (12717%,17',17/2733,37 .. 'am,k7$) ) (y17y17y27y33 cee 7yka#$))

T besitzt Losung mit i3 = 1 <= {(T) besitzt Losung

":>
L1LiyLig « -« Lipy = Y1Yix Yig - - - Yiy,
[

n<:

Jede Losung von f(¢) muss mit {#7,y;} beginnen, sonst # Mismatch

27 Das Wortproblem fiir aligemeine Grammatiken

27.1 Instanz
Grammatik G = (X,V, S, P)
Wort =w € &*
27.2 Frage
Gilt w € L(G)?
d.i.
S:g> w

{{G) (w) | we L(G)}
27.3 Lemma
27.3.1 Beweis

Miissen zeigen, aus jeder Turing Maschine M ldsst sich Grammatik G erzeugen mit
weL(M) < welL(G)

(schon gezeigt!)

27.4 Lemma

WORT < MPCP
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27.4.1 Beweis

Wollen aus Instanz (G) (w) von WORT eine Instanz F({G) (w)) von M PCP konstruieren, sodass

(G) (w) € WORT = F((G) (w)) € MPCP

3 Derivation

sy Ly, £

w € L(G)

:g>Un:g>w

wgvu, L. L, L, Lu £

27.5 ldee

Baue Instanz von M PC'P deren Losungen Derivationen von w darstellen.

27.6 Beispiel

ist Produktion in G

CAb — acb

abCAbba <« S$abacbba <«

,a|2‘7<:,0l1...,0llp‘,¢}

$abacbba
G=(%,V,PS)
P={z; = p; | 1<j<|P[}
V={4, | ...}
Y={a; | ...}
wex*
27.7 Instanz von M PCP
k=
:($U)<:,A1,...,A|V‘,(Z1,...
Y:($,A1,...,A|V|,a1,...7a|g‘,<:7ﬁ1...

Jede Losung der Instanz entspricht einer Derivation w

27.8 Satz

Die folgenden Probleme sind NICHT entscheidbar.

Gegeben
Kontextfreie Grammatik Gi, Go

1. Frage: Gilt L(Gy) N L(Gy) = (07

2. Frage: Gilt L(G;
L(G2)?

4. Frage: Gilt L(Gy) = L(G2)?

(G1)
(G1)
3. Frage: Gilt L(G)
(G1)
(G1)

5. Frage: Gilt L(G1) N L(G2) ist kontextfrei?

N
N L(G2) ist unendlich?
C

75|P\7<: S ¢}
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27 DAS WORTPROBLEM FUR ALLGEMEINE GRAMMATIKEN

27.9 Anmerkung

Die gleichen Fragen sind fiir rechtslineare Grammatiken (regulire Sprachen) alle entscheidbar.

27.9.1 Beweis

Wollen zeigen, das sich durch Beantwortung dieses Fragen PCP lsen lisst.

27.9.2 Beweis 1

k, X,Y Instanz von PCP
Betrachte Sprachen

Sx ={I"$X[I] | Te{1,....k}"}
Sy ={JRS$Y[J] | Je{l,....k}"}

1. SxNSy #0 <= quad PCP Instanz besitzt Losung
2. Sx ist kontextfrei Gx = ({1,...,k}UX,[S],S5,5 — S,)

3. Sy ist kontextfrei

27.9.3 Beweis 2

Beachte:
)_([I} = }7[[]
bedeutet
X[II] = Y[II] X[I"] = Y[I"} VYn >0
Also

Sx ﬂSy =0 = Sx NSy ist endlich

Sx NS, #0 = [Sx N Sylist endlich

27.9.4 Beweis 3

Beachte:
ACB <<= ANnB=10

SNB=(0«<= ACB

Sy ist deterministisch kontextfrei, also gilt Sy ist deterministisch kontextfrei.

Frage

L(G1) N L(G2) =0

lasst sich in diesem Fall reduzieren auf
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27.9.5 Beweis 4
ACB <= AUB=B

PCP kXY

1

Gz s Gy

1

Gx , Gy

1

G, Gyl

L(G) = L(G,)

27.9.6 Beweis 5

k,X,Y Instanz von PCP
betrachte: B
Ly = {I"#KSKR##X[I] | I,K € {1,....k}*}

Ly = {JR#KSK"##V[J] | J K €{1,...,k}*}
Jedes Wort in Ly N Ly hat Form
TRHISIRHX[I] mit X[I] = X[]]

ergibt eine Losung des PCP.
weil dann X [I™] = Y[I"] fiir alle n > 0 gilt;
ist In" £ I"#X[I"] in Sx USy Vn >0

Problem
Entwerfen S eine SML [ Funktion

self: void -> string

self () = der eigene Programmtext ...
"fn() -> ..."

Problem 2
Hiitte gerne ein SML Konstrukt

f=1fnx -> ...
let
s = programmtextdieserfunktion()
in

end; (* ni <- lol ;) *)

IMosML, SML/NY, ...
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DER REKURSIONSSATZ

28

Der Rekursionssatz

28.1 Gesucht: SELF
Eine Turingmaschine SELF mit

1.

16scht Eingabe

2. schreibt eigene Kodierung aufs Band

3. halt

28.2 Anmerkung

1.

In dieser Vorlesung haben alle Turing Maschinen nur 1 Band:
gleichzeitig Eingabe, Arbeits- und Ausgabeband.

. Komposition von Turing Maschinen

(A)#(B)

Kodierung der Turing Maschinen die Zuerst A auf Eingabe x laufen lisst, produziert Ausgabe y und

dann B auf y laufen ldsst.

. Wenn Turing Maschine M eine Funktion f(z,y) berechnen soll:

Eingabekonvention: z$y

28.3 Behauptung

3 Turing Maschine @, die bei Eingabe w € ¥* die Kodierung (PRINT,,) einer Turing Maschine PRINT,,
produziert. @ berechnet Funktion

PRINT,,
r — w

qg: X — X"

28.4 Konstruktion von SELF

(SELF) = (A)# (B)

z

B Turing Maschine mit Ein- und Ausgabeverhalten: 1
(PRINT,) #z

A Turing Maschine A= PRINT gy

28.5 Was macht A gefolgt von B?
Eingabe
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Lemma

Es gibt Turing Maschine SELF', die Eingabe 16scht und eigene Kopdierung ausgibt.

28.6 Rekursionssatz

Seit: ¥* x ¥* — ¥* von Turing Maschine T' berechenbare Funktion.
Eingabe hat Form u$v.

3 Turing Maschine R, die die Funktion r : ¥* — ¥* berechnet mit Yw € ¥* : r(w) = t({(R) , w).

28.7 Beweis
Fiir z € ¥* sei PREPRINT, Turing Maschine:

Gegeben z ist (PREPRINT,) berechenbar.
Sei T' Turing Maschine

2$w
(PREPRINT,s) #28w

A (= PREPRINT By (T)s )

(B) # (T) $w

B

<PREPRINT<B>#<T>$> #(B)# (T)$

A

28.8 Problem

Ist eine SML Funktion, die mit dem kiirzesten Programmtext fiir vorgeschriebenes Verhalten

MIN = TM = {{M) € {0,1}" [ V(N): L(N) = L(M) = [(M)| <[ (N) |}
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Instanz

(M) M Turing Maschine

Frage
Gibt es eine Turing Maschine mit | (M) | < |(N) | und L(N) = L(M)?

28.9 Satz
MIN — TM ist NICHT entscheidbar.

Beweis

Annahme MIN — T M ist entscheidbar, und zwar durch Turing Maschine E.
Baue neue Turing Maschine A:
Eingabe x

1. Bestimme w = (A) (geht wegen Rekursionssatz)

2. 1 =w|

3. fori=1+1to
fiir jedes (N) € {0,1}* teste mit E, ob (N) € MIN — TM, wenn ja, gehe weiter

4. simuliere N auf =

Loop in 3) terminiert, da es oo viele Turing Maschinen Sprachen gibt und dabei oo viele kiirzeste Turing
Maschinen Kodierungen, aber nur endlich viele Turing Maschinen Kodierungen ausgeschlossen werden.

Beachte
L(A) = L(N)
aber
(A [ =1 <[(N)]
in Widerspruch zu (N) € MIN — TM
Widerspruch zu Existenzannahme von E. 4

28.10 Problem

Ist es moglich, dass a.out.gz exekutierbar ist und dasselbe Verhalten wie a.out hat.
JA!

28.11 Fixpunktsatz

Seit: ¥* — ¥* durch Turing Maschine 7" berechenbare Funktion.

J(M) € 2%+ t((M)) = (N) und L(N) = L(M)
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Beweis

Betrachte Turing Maschine F
Eingabe x

1. Sei (F) eigene Kodierung (OK wegen Rekusionssatz)
2. Berechne (M) = t((F)) (von T berechnet)
3. Simuliere M auf z
L(F) = L(M) wnd (M) = t({F)
Bild s. Schoning

Negativergebnis

Sprache X ist nicht entscheidbar

Was wenn

X ist entscheidbar, aber
e jede T'M braucht dafiir "Sehr viel,, Zeit (Rechenschritte)
e oder "Behr viel, Platz (Bandzellen)

SCHWARZ GRAU WEISS
unentscheidbar - - - e --- entscheidbar

28.12 Definition

f,g: N—R

f>mg: VnéeN, bisauf endlich viele Ausnahmen, gilt f(n) > g(n)
f<mg: IneN.VYn>ng: f(n) > g(n), analog

28.13 Definition

fr92m 0
O(f) = {9 | Ie>0:9<gc-f} (1)
W) = {9 | Ve>0:g<mc-f} (2)
Qf) = {91 3>0:9>mc-f} (3)
Wf) = {g | Ve>0:9>mc-f} (4)
O(f)70(f) NQ(f) (5)
Beispiel
g(n) =2n?+5n -7
Behauptung:g € O(n?)
M2 4+5n—T7<2m>+5m<2n’+5n>=7n> VneN
Vn € N:g(n) < 7n?
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Behauptung:g ¢ O(n)

M2 4+5n—T<2n®+5n<gc-n Vn>ng

7
2n+5——<c VYn>ng
n

28.14 Definition

1. Wir sagn, eine deterministische Turingmaschine M hat eine wosrt-case Laufzeit von g(n), wenn (Lauf-
zeit im schlechtesten Fall)

M fiir jedes Eingabewort w nach hochstens g(|w|) Schritte hélt.

2. Wir sagen, eine deterministische TM M hat einen worst-case Platzverbrauch von g(n), wenn M fiir
jedes Eingabewort w hochstens g(Jw|) Speicherzellen pro Arbeitsband verwendet.

3. M nicht-deterministische TM
M hat worst-case Laufzeit g(n), wenn fiir jedes w € L(M) es eine akzeptierende Berechnung gibt, die
aus hochstens g(Jw|) vielen Rechenschritten besteht.

4. M nicht-deterministische TM

M hat worst-case Platzverbrauch g(n), wenn fiir jedes w € L(M) es eine akzeptierende Berechnung
gibt, die pro Arbeitsband hochstens g(|w|) viele Zellen verwendet.

28.15 Definition Komplexitatsklassen
f:N—Rt

e DTIME(f)

ist die Familie aller Sprachen, die durch irgendeine deterministische TM mit worst-case Laufzeit

in O(f)
e DPSACE(f)

ist die Familie aller Sprachen, die durch irgendeine deterministische TM mit worst-case Platzver-
brauch in O(f)

o NTIME(f)

ist die Familie aller Sprachen, die durch irgendeine NICHT-deterministische TM mit worst-case
Laufzeit in O(f) akzeptiert werden kénnen.

o NSPACES(f)

ist die Familie aller Sprachen, die durch irgendeine NICHT-deterministische TM mit worst-case
Platzverbrauch in O(f) akzeptiert werden kénnen.
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Beispiel
S ={a'b’ | i e N}

1. S € DTIME(n?)

TM : lasse Kopf zwischen linkem und rechtem Ende hin- und herwandern und streiche jeweils ein
a oder b,...

Laufzeit: n = 2¢

Sicj<i2i= 2("th) = 0(i?) = 0(n?)

2. Se DTIME(n -logn)
a fa fab bb bb

log ¢ Phasen in jeder Phase streihe jedes 2. a und jeedes 2. b wg. Paritét.

3. Se DTIME(n)
Verwende 2-tes Band!

4. Se€ DSPACE(logn)
Man braucht nur 2 Zahler, die bis héchstens n zdhlen kénnen miissen.

Wie zeigt man S € DTIME(f)?Wie zeigt man S € DSPACE(f)?Gib geeignete TM an!'Wie zeigt man S ¢ DTIME

28.16 Lemma 1

DSPACE(f)

Vf:DTIME(f) C { NTIME(f)

} C NSPACE(f)

28.17 Frage
Warum gilt & DTIME(n) & NTIME(n)

28.18 Lemma 2

DTIME()

s — DTIME(g)
DSPACE(f)NTIME(f)NSPACE(f)

€ DTIME() pgpACE(g)NTIME(g)NSPACE(g)

28.19 Frage
Unter welchen Bedingungn fiir f und g gilt DTIME(f) & DTIME(g)

28.20 Lemma 3

L€ DTIME(f) = L e DTIME(f)
L € DSPACE(f) = L € DSPACE(f)

28.21 Frage
Gilt Analoges auch fir NTIMFE und NSPACE?
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28.22 Beispiel
L?{w € {0,1}* | (w), ist zusammengesetzte Zahl}

Lemma
DTIME(f) € DSPACE(f)
- -
NTIME(f) C NSPACE(f)
Lemma A

1. Le DTIME(f) = L& DSPACE(f)
2. L € DSPACE(f) = L& DTIME(a/™)

fiir irgendeine von L abhingige Konstante a.
Vorraussetzung: f(n) > logn

Lemma B
1. Le DTIME(f(n)) = L& NTIME(f(n))
2. L€ NTIME(f(n)) = L& DTIME(®™)

fiir irgendeine von L abhéngige Konstante b.

Lemma C
1. L e DSPACE(f(n)) = L& NSPACE(f(n))

2. L€ NSPACE(f(n)) = L& DSPACE(f%(n))

Vorraussetzung: f kann unter Verwendung von f2(n)Platz berechnet werden.

Korrolar
~v: N — R*, nicht fallend, lim f(n) = oo.

n—oo

log®n a(a(a(n)))

DSPACE(f(n)) C DTIME(2YMIm)
NTIME(f(n)) C DTIME(2"™/()
NSPACE(f(n)) € DSPACE(f?(n))

Beweis: Lemma A

1. trivial

in X Schritten kénnen hochstens X Bandzellen pro Band beriihrt werden.

2. L e DSPACE(f(n)), d.i. 3 Turing Maschine M, die L mit worst-case Platzverbrauch cf(n) entschei-

det, ¢ Konstante
M : Q . ..# der Zustande

B ...Grofle des Arbeitsalphabets

k...# Arbeitsbiander
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Eingabe w, n = |w|, N = ¢- f(Jw|)
Wieviele verschiedene Konfigurationen kann M bei Eingabe w erreichen?
Z=Q-n-(BV)". N

Jede Konfiguration kann wéhrend Berechnung héchstens 1 mal besucht werden (sonst LOOP!).
Also terminiert Berechnung nach < Z Schritten.
@ < N wenn n grofl genug

n-(BM)F. NF Zfm) (BNYF . Nk
Q-n-(BY) Nt < Nz (BYN)". N
<ZN ZN
< 2/ (k1) (pM)F N=c-f(n)
f(n)

—|9. (2k+1)N . (Bk)c

=a

Beweis: Lemma B
1. trivial

2. M sei nicht-deterministische Turing Maschine, die L in ¢ - f(n) Zeit akzeptiert.
Baue deterministische Maschine M’ mit einem extra Band, das LEitstring enthilt, der die nicht-
deterministische Entscheidung in jedem Schritt bestimmt.
Eingabe w, n = |w|
es gibt akzeptierenden Pfad der Linge < ¢- f(n)
Es reicht ein LEitstring der Lénge ¢ - f(n)
M’ pribiert M fiir jedden der a® /(™ vielen Leitstrings, a = max # Wahlméoglichkeiten pro Schritt.
Laufzeit von M’ ist

<o . fln)<ec- 2ab
—— ~~
<2f(n)

w ¢ L: Wird festgestellt, wenn jeder Leitstring scheitert.

Beweis: Lemma C
1. trivial

2. ,,Satz von Savitck*
M nicht-deterministische Turing Maschine, die L mit ¢ - f(n) Platz akzeptiert.
Eingabe w, n = |w|, N = ¢- f(|w])
Idee:
Betrachte den Konfigurationsgraphen, und stelle fest, ob es einen Pfad von INIT(w) zu einer End-
konfiguration gibt.
Sei Gy = (Cy, Ey) ,relevanter Teil“ des Konfigurationsgraphen.
C,, alle Konfigurationen mit w auf Eingabeband und < N verwendeten Zellen pro Arbeitsband.

|C| < af (™

E,, gerichtete Kanten zwischen Konfigurationen und C,,

Beachte: i) Jede Konfiguration K € C,, ldsst sich in O(f(n)) Platz darstellen.
ii) Fir K, K’ € C, lisst sich feststellen, ob [K, K') € E,,

iii) Man kann alle Konfigurationen in C,, aufzéhlen.

iv)  Man kann feststellen, ob K € C,, eine akzeptierte Endkonfiguration ist.
Algorithmus (deterministisch!) fiirs Testen, ob M Eingabe w akzeptiert:
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for each F in C_w do
if F Endkonfiguration AND Pfad(init(w), F, |C_wl)
then akzeptiere w
stop
verwerfe w
stop

Pfad (A, B,1) testet, ob es einen Pfad von A nach B der Linge hochstens [ in G, gibt.
Pfad (A, B, 1) vie tiefensuche zu realisieren braucht viel zu viel Zeit.

Divide and Conquer!

Pfad (A, B,I)

if 1=0 and A=B
then YES
else
if 1=1 and [A,B> ist Kante in G_w
then YES
else
for each X in C_w do
if Pfad( A, X, floor(1/2) ) and Pfad( X, B, ceil(1/2) )
then YES
NO

S(1) Platz, die von Pfad (A, B,!1) verwendet wird.
5(0) = 5(1) = O(f(n))

s(l) = O(f(n)) +5(1/2)
= S() = O(f(n)logl)

Lemma D: Komplementbildung
1. Le DTIME(f) = L& DTIME(f)
2. L € DSPACE(f) = L DSPACE(Y)
3. Le NSPACE(f) = Le NSPACE(f)

»Satz von Immermann / Szelepcsényi“

Beweis zu 3)

M nicht-deterministisch Turing Maschine fiir L, Platzverbrauch ist O(f(n)).

Yw e L
existiert ein Pfad in G, = (Cy, Ey) von init,, zu irgendeinem Knoten in Finit,, C C,, der Linge < c-af™ =
A, no=|w|.

Gesucht:
NICHT-deterministische Methode, die fiir w ¢ L beweifit, dass es so einen Pfad nicht gibt und dabei nur
O(f(n)) Platz verwendet.

cw(l) ={K € Cy | es gibt Pfad des Linge < [ von init,, nach K}

Nu(l) = |Cu(D)] < ¢-af™

Ziel:
Zeige fiir alle K € Finit,,, dass K ¢ Cy,(Lambda)
denn das bedeutet, es gibt keinen Pfad von init,, nach Finit,,.
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Behauptung 1

Mann kann nicht-deterministisch mit O((f(n)) Platz beweisen, dass gegebene Konfiguraton K in C,,(1).
Beweis
Rate Pfad durch G,, (zdhle Linge mit) < 2 Knoten miisssen gleichzeitig gesucht werden.

Behauptung 2

Wenn N, (1) bekannt ist, dann kann fiir gegebene K mit O(f(n)) Platz bewiesen werden, dass K ¢ Cy (1)
nicht-deterministisch.
Beweis

z=20

for each X in C_w \ {K} do
falls X in C_w(l) dann beweise dies mit Behauptung 1
und z = z+1

if z=N_w(1-1) mit O0(£f(n)) Platz

Behauptung 3

Gegeben N, (I — 1) kann man N,, (1) mit O(f(n)) Platz nicht-deterministisch berechnen.
Beweis

y=0
for each X in C_w do
for each Y in Vorg"'ange( X ) U {K} do
if Y in C_w(1-1) then y =y + 1;
break
Y - loop
N_w() =y

Behauptung 4

N,(0)=1

28.23 Algorithmus: Test auf Akzeptierbarkeit

Algorithmus zum Test, dass w nicht von M akzeptiert wird:
for i=1 +to LAMBDA do
berechne N_w(i) von N_w(i-1) ( Nach Behauptung 3)

for each X in C_w do
if X in Finit_w and X in C_w(LAMBDA) then return true;

Lemma E

e DTIME(f) < DTIME(g)

e DSPACE(f) < DSPACE(g)

trivial
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Lemma F: ,,Hierarchiesatze*

L feg)
g in O(g) Platz

SPACE(f(n)) & DPSACE(g(n))

9(n)
2. f(n) €2 (logg(n))
g in O(g(n)) Zeit berechenbar

DTIME(f(n)) C DTIME(g(n))

28.24 Einschub: ,,Borolin’s Gap Theorem*

Es gilt eine berechenbare Funktion f: N — N mit lim = oo so dass

n—oo

DSPACE(f(N)) = DSPACE (222”"’)

Beweis Lemma F

1. Wollen zeigen:
3 Sprache a, die mit O(g(n)) Platz entschieden werden kann, aber nicht mit (g(n)) Platz.

Spezifizieren A tiber Turing Maschine D
D: Eingabe v/

a) n=|w|

b) berechne g(n)
¢) berechne 29(")
d) w nicht von Form (M) $0* — antworte NEIN

)

e) Simuliere M auf Eingabe w

Zahle # Schritte von M;

> 29(") . antworte NEIN
Zahle verwendete Bandzellen
> g(n) — antworte NEIN

f) wenn M das w akzeptiert, dann antworte NEIN, sonst antworte JA

2. siehe Sipser, Hopecroft
Behauptung 1
Platzverbrauch von D ist O(g(n)) also
A e DPSACE(g(n))
Behauptung 2
Sei N Turing Maschine mit Platzverbrauch f(n), f(n) € ((g(n))

= L(N)#A
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Idee
Zeige 3m € N: (N)$0™ € L(n)
<« (N)SO™ ¢ A
Betrachte V:
Bei Eingabe u, |u] =n

< f(n) Platz
< af (™) Schritte fiir irgendein a

f(n) € alg(n)) = f(n) < g(n)fiir n > no
af™ < 29 fiir > ny
wihle m = max{ng,n}
Bei Eingabe (N) $0™ erreicht D Schritt 6, und dann gilt
———

=w

w e L(D) < w ¢ L(N)

29 Komplexitatsklassen

P =) DTIME(n*)
k>0

Probleme, die sich in polynomieller Laufzeit deterministisch 16sen lassen.

NP = | J NTIME(n)
n>0

Probleme, deren Losungen sich in polynomieller Zeit verifizieren lassen.

PSPACE = | | DSPACE(u")
K>0

NSPACE = | | NSPACE(u")
K>0
L =DSPACE(logn)
NL =NSPACE(logn)
LCNLCPCNPCPSPACEC NPSPACE

Behauptung: PSPACE = NPSPACE
Beweis

1. Le PSPACE = L€ NPSPACE v

2. Le NPSPACE =— L& NSPACE(n*)= L € DSPACE((n*)?)
— | Y —
= U NSPACE(n*) fiir irgendein k
k>0

— L € PSPACFE

Behauptung NL # PSPACE

Beweis

NL = NSPACE(logn) € DSPACE(log®>n) C DSPACE(n) C PSPACE
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P ... Probleme, die in polynomieller Zeit 16sbar sind.

‘éffizient 1osbar®

polynomiell «~ ,gut*

superpolynomiell «~ ,schlecht®

Warum diese Definition?

e mathematisch angenehm (Polynome sind abgeschlossen unter Addition, Multiplikation und Komposi-
tion)

e verschiede Arten von Losbarkeit fallen zusammen.

Beispiel

Definition
G = (V, E) ungerichteter Graph
W C V heifit Clique, wenn V u,v € W:u #vu,v} € E

29.1 3 Varianten des Clique-Problems

1. Variante (Entscheidbarkeit)
gegeben: Graph G = (V, E), k € N Frage: 3 Cligue W in G, mit |W| =k

2. Variante (Optimierungsproblem) gegeben: Graph G = (V, E) gesucht: Finde gréfites k, sodass G eine
Clique der Grofle k besitzt.

3. Variante (Optimierungs-/Berechnungsproblem) gegeben Graph G = (V, E)
Berechne Clique W von maximaler Grofle.

maximal clique <= , nicht vergtferbar®
maximum clique <= , gréft-moglich“

Klar

Von 3 in polynomieller Zeit 16sbar = Var 2 in polyomieller Zeit 16sbar.
Von 2 in polynomieller Zeit 16sbar = Var 1 in polyomieller Zeit l6sbar.

29.2 Lemma

(i) Var 1 in poly. Zeit losbar = Var 2 in poly. Zeit losbar.

(i) Var 2 in poly. Zeit losbar = Var 3 in poly. Zeit losbar.

Beweis fiir (i)

Losung fiir Variante 2:

Probiere fiir jedes k zwischen 1 und n = |V, ob es Clique der Grofe k gibt.
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Beweis fiir (i)

Bestimme k& = Grofle der maximum Clique G

Nimm sukzessive Knoten weg und teste, ob Graph weiterhin maximale Clique der Grofle k£ hat.

29.3 Frage: Gibt es einen effizienten (also poly. Zeit) det. Algorithmus fiir das Clique
Problem?

Vermutung NEIN!!

Achtung: Das Clique Problem (Entscheidungs-Var) ist in NPd.h. 3 nicht det. Methode, die in poly. Zeit
verifiziert, dass G eine Clique der Grofle h hat.

Das ist ein Beispiel von vielen wichtigen Problemen, fiir die eine Losung effizient verifiziert werden kann,
man aber nicht weif}, wie man die Losung effizient findet.

Weiter Beispiele

BIN PACKING:
Gegeben: ay,...,a,,b € N binidr kodiert

Frage
af: {1,...,n} — {1,...,k}, so dass fiir jedes j, 1 < j < k gilt
Z a; § b
if (i)=7
29.4 TRAVELLING SALESPERSON

Gegeben

vollstéindig gerichteter Graph G = (V, E') mit Kantengewichten.

Frage

3 Permutation IT € S,,, so dass
c([IL(1),11(2))) + c([I1(2),11(3))) + ... c([II(n — 1),1I(n))) + ¢([I1(n),1I(1))) < B

,kiirzeste Rundreise®

29.5 Polygon Wachmann Problem
Gegeben

Einfaches Polygon in der Ebene.

keN

Frage

Kann man k& Wachménner so im Polygon stationieren, das jeder Punkt im Polygon von mindestens einem
der Wachménner , gesehen“ wird.
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29.6 INTEGER PROGRAMMING
Gegeben
a;; € Z

1 <1< m,0<j <n, bindr kodiert.

Frage
xy,...,zy) €Z"

so dass fir 1 <7 <m:
Ain 1 + A< 40
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30 Polynomzeit Reduktionen

Definition

Seinen L, L’ C ¥* Sprachen.
L heifit polynominell leichter als L’ (L polynominell reduziertbar auf L’)

L<,L
wenn es eine Funktion f: X* — 3* gibt mit
l.Vwe¥*wel < fw)elL
2. f ist in polynomieller Zeit berechenbar
Lemma 0
L<,L
und
L'eP=LeP
Beweis

L<,L

3 Turing Maschine F', Polynomialzeit O(n*) berechnet Funktion f: w € L <= f(w) € L'
L'eP

3 Turing Maschine M’, Polynomialzeit O(n¢) M’ entscheidet L’

Baue Turing Maschine M fiir L:
Eingabe w

Berechne f(w) mit F

Teste ob f(w) € L’ mit M’

Lemma 1
L<, L’
und
LI Sp LII
= L<,L"
Beweis

siehe Ubung

30.1 Definition
Eine Sprache S heifit N P-schwer, wenn fpr L € NP gilt

L<,S

S heifit NP-vollstdndig, wenn S N P-schwer und S € NP
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30.2 Satz 1

S N P-vollstindig und S € P = P= NP
(P # NP und S NP-vollstindig = S ¢ P)

Beweis

Wissen P C NP
Miissen noch zeigen Annahmen = NP C P

Le NP=LecP

LeNP
S NP-vollstindig =L <,S =LecP
Wenn man von einer Sprache L zeigt, dass L N P-vollstindig, dann ist dies auf Grund der Vermutung
P # NP ein sarker Grund zur Annahme, dass L ¢ P, also, dass L nicht effizient losbar ist.

Wie zeigt man. dass L. N P-schwer?
1. direkt

2. mit Lemma 2
Suche dir ein N P-schweres Problem L’

Lemma 2

L' N P-schwer

I'<,L } = L N P-schwer

SeNP

/
L’ N P-schwer }iLSSpL}:ng’L

Gibt es N P-vollstandige Sprachen?
JA

Beispiel 1
P—UNIV = {(M)${(w)$1™ | nicht-deterministische Turing Maschine M akzeptiert w in < m Schritten}

Behauptung
P —UNIV ist N P-vollstandig.

1. P-UNIV € NP
simuliere M ein Eingabe w fiir m richtig geratene Schritte

2. L € NP, miissen zeigen L <, P - UNIV
= 3 nicht-deterministische Turing Maschine M mit L(M) = L und Laufzeit c - n*
w e X*
Erzeuge
(M)$ (w) $1°1*" e P_UNIV
~~ S~

0@1) o) OmF)
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Beispiel 2
Mehrwertige Erfiillbarkeit M ERF
Instanz:
Variablen Y7,...,Y,, endliche Wertebereiche By, ..., B, jede Variable Y; kann einen der Werte auf B; an-
nehmen.
Formel F' aufgebaut als A und V von Termen:
Terme:
Yi=a Yita Yi=Y; Yi#Y]
Frage

Gibt es eine Variablenbelegung, die F' wahr macht?
Beispiel
Y17Y27YE’) BZ:{17273347}1§71§4
F=Y1=1VYa=3)A(Ya=2VXs=1)AY1=2VY3s=2)A Xo = X3

wird war mit Belegung

Y, =1
Yy =2
Yy =2

MERF = {(Y}) (Ya).. (Y,)$(By)...(B,)$ (F) | F erfiillbar }

Behauptung
MFERF ist N P-vollstandig.

1. MERF e NP
errate vorraussichtliche Belegungen, verifiziere F’

2. MERF N P—schwer
fiir jedes L € NP git L <, MERF

L € NP = 3 Turing Maschine M = (Q,%,T', S, F,b, A) mit L(M) = L
CQRxXxGammaxQxBxI'xB
mit Laufzeit g(n) polynomiell!
gegeben:

w ind*
Konstruiere M ERF Formel F', so dass

F erfiillbar <= M akzeptiert w (m < p = |g(w)| Schritte)

Idee fiir I

Simuliere Schritt von M
Zustand EK AK

0 Zy Iy Jo
z—1 Z,1 I,y J.
z Zt It Jt
P || Ze I Jp
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Instanz von M ERF

E, —-p<i<p Eingabebandzellen Wertebereich ¥ U {bslash}
A;- —p<j<p, 0<t<p Arbeitsbandzellen zur Zeit t, Wertebereich T’

Variablen: Z°' 0<t<p Zustand zur Zeit t, Wertebereich Q # Varia-
I 0<t<p Position des Eingabekopfes, Wertebereich {—p,...,p}
Jt0<t<p Position des Arbeitskopfes, Wertebereich {—p,...,p}

blen
O(p) + O(p*) + O(p) = O(p*)

GroBie der Wertebereiche:
Maximal O(p) fpr I, Ji, sonst O(1)

Formel
F = Anfang A A ( legaler Ubergang von Konfiguration ¢ — 1) land Ende
1<t<p
Anfang
/\ (Ei =to) A /\ (Bi = wi) A /\ (Ei = to) A /\ (A} =to) AN (Z° =) N(I° = 0) A (J° = 0)
—p<t<0 0<t<|w| |w|<t<p —p<t<p
Ende
V(2" = 1)
fer
Annahme:
Maschine macht ,leer” weitere Schritte in jedem Endzustand
oy -
Ut = \V Ut

—p<i<p, —p<j<p

U ist der Ubergang, wenn Eingabekopf in Position i und Arbeitskopf in Position j ist.

U=t =iaJ" =H)n N\ (A =A7HA \/ (Z'71 = 2)N(E; = a)NZ' = ¢)NI' = i+A)A(AL = I
—p<I<p, I#j (g,0,B,¢",A,B',n) €A

Beachte
1. F erfillbar <= M akzeptiert w <= w € L
2. F ist polynomiell grof on |w|
3. F kann in polynomieller Zeit aus w und M berechnet werden.

Beispiel 3

SIM PLE Mehrwehrtige Erfiillbarkeit
SMERF wie MERF
nur diirfen in Formel nur Terme der Form Y; = a vorkommen (Also kein ¥; #0,Y; =Y;, Vi #Y; )

Behauptung SMERF ist N P-vollstandig

Beweis Ubung
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Beispiel: SAT ,,Bool’sche Erfiillbarkeit*
Gegeben

Bool’sche Formel F' in Bool’schen Variablen, z.B.:

(X1 A XV X3) A (X3V Xy)

Gefragt:
Ist F erfiillbar? Gibt es Wahrheitsverteilungen fiir die X;, sodass F' wahr.

Behauptung SAT ist N P-vollstindig

Beweis
1. SAT € NP v Variablenbelegung erraten, F' verifizieren
2. SMERF <, SAT — SAT ist NP-vollstindig, da SMERFE N P-vollstandig

Fiir jede Instanz
(Y1) ... (V) $(B1)...(B,) $F’

von SM ERF brauchen wir Bool’sche Formel F mit F’ erfiillbar <= F erfiillbar.

Variablen von F
Xip 1<i<n beB;
~—~

kodiert Y;=b

Bilde aus F’ neue Formel, in der Terme der Form Y; = b durch X}, ersetzt werden.
und verwende mit
N Di

1<i<n

D; = Y; nimmt nur einen der moglichen Werte aus B; an

Di=\/ | Xan N X

bEB; b'EB;, b'#b

mit m, der Gréfle der SM ERF' Instanz.

Beispiel 5: 3 — SAT

http://de.wikipedia.org/wiki/3-SAT
Gegeben Bool’sche Formel in Konjunktiver Normalform (KNF) mit < 3 Literale pro Klausel

Beispiel - - - -
(XTI VX VX)) AN(XI VX3V XA (X V X3V Xy)

Frage Ist Formel erfiillbar?

Behauptung 3 — SAT ist N P-vollstandig
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Beweis
1. S—-SAT ¢ NP v
2. SAT <, 3 - SAT

F SAT Formel (vollstindig geklammert)
wollen: 3 — SAT Formel F’ mit
F' erfilllbar <= F erfiillbar

Beispiel
F==((X1 V(X2 VaX3)) A Xo)

Verwende DeMorgan’sche Regeln um Negationen zu Bléttern zu bringen.
Fiithrt bei Bléattern Literale ein
BAUMSTRUKTUR 1

BAUMSTRUKTUR 2
BAUMSTRUKTUR 3

Fiir jeden inneren Knoten v des Baumes fithre Variable Y, ein.
Baue Konjunktion von Formeln der Art
Y, <<= Z, op Z,

Z1: Variable beim linken Kind von v
Z,,: Variable beim rechten Kind
op € {A,V}

Y1, = X,VX;
A Y <— XiAYn
AN Yoot <= YiVX
N Yoot

Y <= X1V Xy
(Y V(X1 VX2)A(Y VXV Xo)
(Y V(X A Xs))
YVX)AYVX)AY VXV Xs)

Y —= Xi AN X

analog
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Beispiel 6: CLIQUFE
Gegeben ungerichteter Graph G = (V, E), k € N

Frage Hat g eine Clique der Grofle &
Behauptung CLIQUE ist N P-vollstandig

Beweis
1. CLIQUE € NP

2. 3-SAT <, CLIQUE

F = (le V Zlg V Zlg) AN (Z21 V ZQQ V Z23) VANPAN (Zml V ng \Y ng)

Z;; Literale

G=(V,E)

V={Zj | 1<i<m, 1<j<3}
E= {(Zl]>Zk‘l) ‘ Z# hund Z” #ﬁzkl}

Z;; und Zy; kénnen gleichzeitig wahr werden.

Behauptung F erfiillbar <= G hat Clique der Gréfle m

»=" F erfiillbar
betrachte erfiilllende Variablenbelegung

macht in jeder Klausel in Literal Z;;, wahr {Z;; | 1 <¢ < m} bildet m Clique

»<=" G hat m Clique C

enthélt Lieratel aus jeder Klausel

auf Grund der Kantendefinition kénnen alle diese Literale gleizeitig wahr gemacht werden
= Jede Klausel wird wahr = F' wird wahr.

30.2.1 Beispiel 7: Hamilton Kreis
Gegeben Gerichteter Graph G = (V, E)

Frage Existiert in G ein Hamilton’scher Kreis?
i.e. 3 Anordnung der Kanten in G

Vo, V1y.-yUn—1 n:\V\
mit
(vi,vi41) €EE Indizes modulo n

Behauptung Hamilton’scher Kreis ist IV P-vollstindig
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Beweis
1. HaKr e NP
2. 3—-SAT <, HaKr

3. F=K i ANKoN...NKp,
KNF Formel in zq,...,2,
oBdA genau 3 Literale/Klausel
Wiéhlen: Graph G : Gy hat Hamilton’scher Kreis <= F erfiillbar
G¢: n+ Gy, Knoten
3n 4+ 9m + 3m Kanten
Fiige jede Klausel K; gibt es Klauselstiick Baustein

Behauptung (modulo Symetrie) gibt es nur 3 Arten, wie ein Klauselbaustein von einem Hamilton’schen
Kreis durchquert werden kann.
PICTURE

Daraus folgt, das ein etwaiger Hamilton’scher Kreis den Baustein immer bei dem zum Eingang korrespon-
dierenden Ausgang verlisst.

PICTURES KNOTEN

Einen ,Ring“ von n Knoten, einen fiir jedes x;.
Jeden dieser Knoten verlassen 2 Kanten
Jede Kante beginnt mit einem Pfad; ,,Pfad“ fiir z; fiihrt durch alle Klauselbausteine, in denen x; vorkommt.

PICTURE

Gy kann aus F' in polynomieller Zeit konstruiert werden.

Behauptung

Gr hat Hamilton’schen Kreis <= F erfiillbar

Beweis ,,—"“

Beweis ,,<—"

Instanz von Hamilton’schen Kreis

G=(V,VxV) l([u,v>):{

M=V

G hat Hamilton’schen Kreis der Lénge M - [v| <= G hat Hamilton’schen Kreis

Beispiel 9: SNEG

Simultanz 0 — 1 Gleichungen

Gegeben m lineare Gleichungen in n Unterkanten z1, ..., x, mit Koeffizienten in N

;11 + G222 + ... + QjnTn = Gjo0 i=1....m
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Frage 3Jz,...,2, € {0,1}, so dass alle m Gleichungen wahr sind.

Behauptung SNEG ist N P-vollstindig

Beweis
1. SNEG € NP
2. 3-SAT <, SNEG

F 3— KNF Formel
wollen lineares Gleichungssystem mit Koeffizienten aus N so dass

30 — 1L6sung <= F erfiillbar

KiNKy...NK,, in Vor. z1,...,2,

30.3 Beispiel 10: ENEG
einfache 0 — 1 Gleichung

Gegeben FEine Gleichung
121 + @222 + ...+ anxy = Qo

mit a; € N (bindr dargestellt)

Frage 3Jx1,...,z, € {0,1} so dass Gleichung wahr
Behauptung FENEG ist N P-vollstindig

Beweis
1. ENEG e NP
2. SNEG <, ENEG

Beispiel

27 +3z2  +x3 =7 | -10000
I +2(E2 +2{E3 =8 | -100

T r3 = 4
20000z +30000z2 +10000x3 = 70000
100z, 4229 420023 = 800
T I3 =4

20101, + 30200z2 + 10201x3 = 70804

Aj: Summe der Koeflizienten von Gleichung j

A: max A;

T=2°>A

Multiplizieren Gleichung j mit 77~! und addiere alle Gleichungen
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30 POLYNOMZEIT REDUKTIONEN

Achtung Zahlen miissen bindr dargestellt sein; sonst Transformation nicht polynomiell

30.4 Beispiel 11: SUBSET — SUM

Gegeben:
(a1,...,any) EN", beN

Frage:
3[C{1,...,n}~2ai:b

iel

Behauptung SUBSET — SUM ist N P-vollstiadnig, denn SUBSET — SUM ist ENEG, nur in anderer
Schreibweise.
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