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Aufgabe 1

a)

Wir definieren f und g wie folgt:
n® falls n ungerade
f(n) = ;
n falls n gerade

g(n) = { n? falls n Primzahl
n? sonst

1) Behauptung: f ¢ O(g)

Beweis: Angenommen, es gibe ein ng € N und ¢ > 0 mit der Eingenschaft, daf

f(n) < c-g(n) fiir alle n > ng. Dann setzen wir n’ auf eine ungerade Zahl grofer als ¢,

die keine Primzahl ist, und erhalten f(n') = n”® > ¢-n? = c- g(n), was ein Widerspruch

zur Annahme ist.

2) Behauptung: g ¢ O(f)

Beweis: Angenommen, es gibe ein ng € N und ¢ > 0 mit der Eingenschaft, daf
g(n) < c- f(n) fiir alle n > ng. Dann setzen wir n’ auf eine gerade Zahl groRer als ¢ und
erhalten g(n') =n2 > c-n = c- f(n), was ein Widerspruch zur Annahme ist.

Bemerkung: Eine erste Idee ist, sich die gesuchten Funktionen aus sin(x) und cos(z)
zusammenzubauen. Hierbei ist zweierlei zu beriicksichtigen: 1. Wir haben uns auf Funk-
tionen beschrankt, die fast iiberall nichtnegativ sind. 2. Die Nullstellen miissen bei na-
tiirlichen Zahlen liegen.

b) Es sei gerade(n) = 1, wenn n gerade ist und gerade(n) = 0 sonst. Die Funktion
ungerade(n) definieren wir analog.
Betrachte f(n) = n™t9erade(n) und g(n) = pntungerade(n) Eg gilt f(n) # g(n) fir n > 2
und f(n),g(n) € {n™ n"*'}. Genauer: Fiir n > 2 und n gerade ist f(n) = ng(n) und
fiir n ungerade ist g(n) = nf(n).
Beide Funktionen sind streng monoton steigend. Wir zeigen dies fiir f(n). Es ist f(n +
1) _ (n+1)n+1+gerade(n+1) > (n+ 1)n+1 _ (n_|_1)n(n_|_1)1 > n™.nl > nn‘ngerade(n) _
fn).
Es gilt f ¢ O(g) und g ¢ O(f). Wir zeigen die erste Aussage, die zweite folgt analog.
Zu zeigen ist: Ve > 0 Vng In > ng f(n) > cg(n). Bei gegebenen ¢ und ny wihlen wir n
als gerade Zahl grofer als max{2,c,ng}. Dann gilt f(n) = ng(n) > cg(n).

Aufgabe 2

Die richtige Anordnung fiir diese Funktionen ist wie folgt:

O(logn) C O(v/m) € O(nlogn) C O(n3) C O(n*logn) C O(n*) C O(3V") C O(2")
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Begriindung:
Aufgrund der Transitivitiat von ,,C“ geniigt es, die Korrektheit der Anordnung einer Funktion
bzgl. ihrer direkten Nachbarn in obiger Auflistung zu zeigen.

1 ' Hospital* 1 2
lim —80 PHostal™ oy n — fim 2 = 0= O(logn) € O(va) (1)

n
i . SR - = C
nlglgonlogn Jim Jrlogn 0= O(v/n) C O(nlogn) (2)
1 log n I Hospital* a 3
lim n Of;n ~ i ogln I'Hospital lim —2 = lim —— =0 = O(nlogn) C O(n%) (3)
n—oo g3 n—oo 3 n—00 %n,§ n—oo /N
4
3 1
im — = lim 2 =0= O(n%) C O(n*logn) (4)
n—oo 12 logn  n—oo 3 logn
n?logn logn 1’ Hospital* 1 1 2 2
. — . il . — . — C +€
nh—{go n2te nh—rgo ne nh—>oo ent—1 nh—{go ence 0= Onlogn) € O(n™") (5)
n2+e 9
. - +E C \/ﬁ
nh_)ngo?)\/ﬁ 0= 0(n"") COBv") (6)

Bleibt noch zu zeigen, dak O(3vV™") C O(2") gilt. Der Ansatz iiber Grenzwerte scheint hier
nicht vielversprechend zu sein, deshalb soll nun ein anderer Ansatz demonstriert werden, und
zwar gemak folgender Aussage:

(3ng € N,3e > 0:Vn > ng : 3V7 < 27) = 3V € O(27)

Dazu wahlt man ng =4 und ¢ = 1 und zeigt den Rest durch Induktion:

Induktionsanfang n = ng = 4:

3V =3Vi =32 -9 < 16=2%=2"

(Die Aussage gilt auch schon fiir ny = 3, jedoch hat man dabei keine so runden Zahlen.)
Induktionsschritt n — n + 1:

Wir zeigen diesen Schritt von rechts nach links, also beginnend bei 2"*!. Die Vergleichsrela-
tionen drehen sich entsprechend mit um!

ontl _ o . on I;/ 9.3V — glogg2 3V ~ 30,63 . v _ 3v/+0,63 < gvntl

Letztere Ungleichung gilt schon fiir n = 1:

V1+ 0,63 =1,63 > 1,414 = v/2 und somit erst recht fiir grofere n.

Insgesamt folgt die Behauptung.

Alternative: 3V = 2vV71983_ Hierbei ist f(z) = 2” eine streng monoton wachsende Funktion.
Falls 21 < x4 gilt, dann auch 2*' < 2%2. Zeige also, daf /nlog3 < n ab einer Stelle ng gilt.

+ Es gilt:

Ve >0: lim logn = lim n® =00
n—oo n—oo

Insbesondere gilt die Aussage auch fiir e = % und € = % AufRerdem sind alle diese Funktionen
auf R™ stetig und differenzierbar. Also ist der Satz von 1’'Hospital anwendbar.
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Aufgabe 3

Zu zeigen ist: g(n) € ©(f(n)) < f(n) € O(g(n)) & O(g(n)) = O(f(n)).
Wir zeigen zunichst g(n) € O(f(n)

)
und dann f(n) € ©(g(n)) < O(g(n))

x = h(n) € O(

¢ 9(n) € O(f(n)) & O(f(n)) = O(g(n))

= 7="0(g(n)) = O(f(n)) = g(n) € O(f(n)) A f(n) € O(g(n))
= g(n) € ©(f(n))
— 7" g(n) € ©(f(n))
* = h(n) € O(g(n)
= Jec e N : h(n)
= h(n) € O(f(n))
* = h(n) € O(f(n))
= 3JceN:h(n) <cxf(n) < xgn)
= h(n) € O(g(n))

Aufgabe 4 (Zusatzaufgabe)

Diese Aquivalenz ist richtig.

»,=" Es gelte f € ©(g) bzw. g € ©(f), was nach Aufgabe 3 dquivalent dazu ist. Wir zeigen
o(f) = o(g). Dies geschieht in zwei Schritten: o(f) C o(g) und o(g) C
gen nur die erste Behauptung, die zweite ist symmetrisch und wird genauso wie diese

bewiesen. Es sei also h € o(f). Wir zeigen h € o(g).

3

o(f). Wir zei-
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Nach Voraussetzung ist f € O(g), d.h. es gibt ein ¢ > 0 mit f(n) <g ¢ - g(n). Die
Bedingung h € o(f) bedeutet, dak h(n) <g ¢’ - f(n) fiir alle ¢’ > 0 gilt. Folglich ist
h(n) <g " - f(n) <g " - g(n). Zu gegebenem ¢ > 0 wihle ¢’ = ¢/¢’. Damit gilt
h(n) <g; ¢ g(n), also h € o(g).

: Wir zeigen die Behauptung o(f) = o(g) = f € O(g). Dies impliziert O(f) C O(g).

Durch Vertauschen von f und g folgt dann auch O(g) C O(f), zusammen also O(f)
O(g). Obige Behauptung ist dquivalent zu f ¢ O(g) = o(f) # o(g).

Die Bedingung f ¢ O(g) bedeutet, daf
f(n) >uo ¢+ g(n). (

Hierbei bedeute das Zeichen >y, grofer fiir unendlich viele Werte (unendlich oft).

-
SN—r

Um o(f) # o(g) zu zeigen, konstruieren wir im folgenden eine Funktion h mit h € o(f)
und h ¢ o(g). Dazu definieren wir zunéchst
1 < n} .

a(n) = max {M
1. Es gilt a(n) > f(n)/g(n). Dies folgt aus der Definition.
2. Die Funktion « ist monoton steigend. Dies folgt ebenfalls aus der Definition:

9(7)
a(n) = max{f(i)/g(i) i <n}
= max {max{f(i)/g(i) | i <n—1}, f(n)/g(n)}
= max{a(n —1),f(n)/g(n)}.

3. Fiir unendlich viele n gilt a(n) = f(n)/g(n).
Nehmen wir an, dies gelte nur fur endlich viele Werte und ng sei der grofte. Dann
ist a(no + 1) = a(np) und per vollstandiger Induktion folgt a(n) = a(ng) fiir alle
n > ng gilt. Also gibt es eine Konstante ¢ mit f(n) < a(ng)g(n) <g cg(n) fir alle
n > ng. Das steht im Widerspruch zu f ¢ O(g).

4. Es gilt lim,,_,o a(n) = oc.
Zuniéchst gilt wegen Gleichung (7) limsup,,_,. «a(n) > c fir jedes ¢ > 0, also
lim sup,,_, ., @(n) = co. Da o monoton steigend ist, folgt daraus lim,,—,~ a(n) = cc.

Es gelten folgende Aussagen iiber a:

Jetzt definieren wir h(n) = f(n)/a(n).

(a) Wir zeigen h € o(f).
Esist h(n) = f(n)/a(n) < 1/a(n)-f(n). Da a monoton steigend und lim,, ,~ a(n) =
00 (limy oo 1/a(n) = 0) ist, gilt 1/a(n) <g c fiir alle ¢ > 0. Deshalb ist h(n) <
1/a(n) - f(n) <gi c- f(n), also h € o(f).

(b) Wir zeigen h ¢ o(g).
Gesucht ist eine Konstante ¢ > 0 mit h(n) >y ¢ g(n). Wegen a(n) = f(n)/g(n)
fiir unendlich viele n, gilt trivialerweise f(n)/g(n) <yo a(n). Daraus folgt h(n) =

f(n)/a(n) <uwo f(n)/(f(n)/9(n)) <uo 9(n) <uo 29(n).
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Aufgabe 5

Wir présentieren hier nur die Idee. Detailierter ist dieses Vorgehen beschrieben in dem Buch
Einfihrung in die Automatentheorie, Formale Sprachen und Komplexititstheorie (Abschnitt
12.2, Lineare Beschleunigung ...) von J. Hopcroft und J. Ullmann.

Sei M eine Turing Maschine die eine Eingabe der Lénge n in < f(n) Schritten entscheidet.
Es ist zu zeigen, dass es eine Turing Maschine M’ gibt, die bei einer Eingabe der Linge n
weniger als n + € - f(n) Schritte braucht, wobei wir uns auf 1 > € > 0 beschrianken kénnen.

Beweis (konstruktiv):
Wihle ein geniigend grosses k, (beispielsweise % < e).

Die Maschine M’ hat ein Band mehr als M, dieses Band dient als ,Pseudoeingabeband.
Desweiteren hat M’ ein grosseres Alphabet und eine grossere Zustandsmenge. M’ fasst nun k
aufeinanderfolgende Symbole auf einem Band zu einem neuen Symbol zusammen (I = T'¥).
Das ist der Grund warum man ein grosseres Alphabet braucht.

Die Maschine arbeitet nun folgendermassen:
1. Die Eingabe wird komprimiert und auf das Pseudoeingabeband kopiert.

2. M wird simuliert, wobei k& Schritte von M nun in unserem Beispiel durch nur noch 3 Schritte
von M’ erledigt werden konnen.

Der Faktor k& kann so gross gewihlt werden, dass 1 < ¢ fiir beliebig grosses c gilt. Auf diese

Weise konnen TM um jeden konstanten Faktor beschleunigt werden.



