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bdc ��ef��gh��i
jlkRmon[pZqorsp�tZuZv

A ≤ B wXx[y B ≤ C ⇒ A ≤ C zXy�{ |1{[}f~����/������xV�≤ �J�����������/x[���������	{jlk���kR�6�av�� ~���~�x�yJ��~ �R� ������|[~�x A ⊂ Σ �]z B ⊂ Γ �]z C ⊂ P ����~���~��K~�x��_��� A ≤ B wXx[y B ≤ C {� �/xXx�~+�J��������~���~�x��������/�o�ZwX����xX� �	~���~���|[~�xR���/��~¢¡XwXxX£�������x[~�x1¤ f : Σ � → Γ �¥wXx[y g : Γ � → P �¥�_���¦yX~�x§ ��xX��~�x[����|��©¨6��~�x x ∈ A ⇔ f(x) ∈ B wXx[y y ∈ B ⇔ g(y) ∈ C {�ª«����yX~+¬[xX��~���~�x�~���x[~8¡XwXxX£�������x
h = f ◦ g : Σ � → P { � ��~¢�����­�������/�B�ZwX����xX���	~���~���|[~�x]���/�"{ZªH~���yX~�x®¨¯wXx[y®�°yJwX����|<��±²±³wXx[y´±µ�
�	~���~���|Xx[~��"z	y[�/xXx·¶�����y f ◦ g yJwX����|´yJ��~�±T������|X��x[~¢�K~���~���|Xx[~��"zKyJ��~¢�	~��[¸�~�yX~�� § ��xX�]�/�	~¢¹�wXx�º���|[���%±
�����¢wX����~����"z]�X���¯yJ��~���~���x ~���x[~�x8»­�/����~�¹�w[�����/x[y ��~����/xX�a�"z]wXx[yh�/wJ¨�yX~��¼���¥~���¹"~�wX�a��~�x�½
¶�������|[~�x[~�����~��XxX���
¶���~¥±µ��¨Q�����¾¨Wº/|X���"{¿ ����|H���X����~��¥À�~���������|R��wXxX���a�����"¤ x ∈ A ⇔ f(x) ∈ B ⇔ g(f(x)) = h(x) ∈ C

� �/�_���%�����%ÁÂ�/�����
��~�yJwX¹���~������/�­�/wJ¨ÄÃ­z A ≤ C zXyJ��~¥}¦~����/������x°�����Å�����/x[���������	{
bdc ��ef��gh�ÇÆ

ª«����¶�������~�x<È6����x°������|[~�������~�xTÀ¯��º/����~���x·wXx[y��/w[�ÅyX~���ÉB������~���wXxX�RÊ+¤
•
� ~���~����_��xX������������|�£���xR��~+���¾¨Q��~���~ �R� ������|[~�x·����x[y°wXxR��~��fËf��� � ��~��Ì~�xR���X����yJwXxX���/�X��~�����|X���a����~�x1{

• Ë¦��x]��~+�J�¾¨6��~���~ �R� ������|[~�x��/������~��Ì~���x<����x[yH¶¯~�yX~��3wXxR��~�� � ��|XxX�����¢x[����|HwXxR��~��¢Ë¦��� � ��~��Ì~�x]���X���ÎÍ
yJwXxX�8�/�X��~�����|X���a����~�x1{

•
� ��~%ÉB~���~���xX���awXxX�h¹�¶¯~���~��f£���xR��~+���¾¨Q��~���~�� �R� ������|[~�x�������¶���~�yX~��f£���x]��~+�J�¾¨6��~��W{

•
§ �f������xX����|R�¦~�xR������|[~���yJ���/�"zK����yX~�� � ��|XxX�����¦¹�¶¯~���~��Å£���xR��~+���¾¨Q��~���~�� �R� ������|[~�x·£���xR��~+���¾¨Q��~��1�����"{

ª«���Å¶¯������~�x·x]wXx�¹"~�����~�x1z
y[�/Ï ~���xX����|]�Ð~�x]������|[~���yJ���/�¦�����"z�����y[���fË¦��� � ��~��Ì~�x]�%~���x[~��Å£���x]��~+�J�¾¨Q��~���~�x�R� ������|[~ ¶���~�yX~��¥£���x]��~+�J�¾¨Q��~��B�����"{ � �/¹�wH�	~���������|]��~�x<¶����¢Ñ�yX~���~����_��xX������������|V£���xR��~+���¾¨Q��~���~ �R� ������|[~�x
L1 wXx[y L2 { � ��~��3������|HwX� � Ë%ÁfÍ �R� ������|[~�xµ|��/x[yX~����"z1����x[y®��|X��~ÌË¦��� � ��~��Ì~�x]��º/��� � ������|[~�x�¶���~�yX~��� Ë%ÁÅÍ �R� ������|[~�x1¤ L1 wXx[y L2 ����x[y8yX~���~����_��xX������������|°£���x]��~+�J�¾¨6��~��W{ � ��~¦ÉB~���~���xX�awXxX� L3 := L1 ∪L2 �����¹�¶Ò�/�¯���_�Ì~��Bx[����|Ì£���xR��~+���¾¨Q��~��Wz�¸�~�yX�R��|ÌxX����|R�Ä�Ì~�|X�¯x[���Ó¶¯~�x[yJ����~���¶Ò~�����~ÐyX~���~����_��xX������������| £���x]��~+�J�¾¨Q��~��W{
¡�ÔX�%yX~�x´�/������~��Ì~���x[~�xH¡
�/�����3Ô[����~�x®¶����Ðx]wXxH�/�����°�/xXx[~�|X�Ì~�x1z�y[�/Ï°yJ��~���~ �R� ������|[~lxX����|]��yX~���~����_��xX�ÎÍ
����������|Ì£���x]��~+�J�¾¨Q��~��������"{ ¿ wXxÌ¹�wX�Õ~�����~�xR��������|[~�x°À�~�¶¯~����"¤]ÁfxX��~�x[���_�Ì~�x�~���¶Òº/��~¦~�x]������|[~���yJ���/�"zJ��� L3

~��	~�xJ¨Ö�/�����Ð£���xR��~+���¾¨Q��~���¶Òº/��~a{ � �/xXx®¶Òº/��~ ~�x]������|[~���yJ���/�3��� L3 = L1 ∪ L2 = L1 ∩ L2 ¶���~�yX~��%£���xJÍ��~+�J�¾¨6��~��×�����"{ � ��~��­����~�|]�Ð����ªA��yX~���� � ��w[��|´¹�wX� � �/��¹_�/w[�ÐyX~��ÐÉB������~���wXxX�[{�Á¦�����h�����­yJ��~���~��­ØB�����X��~��
xX����|R�¦~�xR������|[~���yJ���/�"Ù
bdc ��ef��gh��Ú

��Ê (k,X, Y ) �_��� X,Y ∈ (Σ∗)k wXx[y |Σ| = 1

Û
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� ~�� (xi, yi) ¨QÔX� i = 1, . . . , n ~���x[~�� x[�����/xX¹¥yX~�� PCPa { � ��~¥¡X���/��~az[����~��f~���x[~��Óx[yX~+��¨Q������~
(i1, . . . , ik) �_��� k ∈ � , i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} �_��� xi1 , . . . , xik = yi1 , . . . , yik �a���X�"za�����¯º��RwX�ÎÍ�a�/��~�x]�f¹�w�yX~��f¡X���/��~az[���·~��Å~���x[~�� x[yX~+�R¨Ö������~ (i1, . . . , ik) �_���

|xi1 . . . xik | = |yi1 . . . yik |

= |xi1 | + . . . + |xik |

= |yi1 | + . . . + |yik |

� �/xXx��a�����"¤
PCPa wXxX���a�����/� ⇔ ∀i : |xi| < |yi| �RyX~�� ∀i : |yi| < |xi| {

⇒:
� ~�� PCPa wXxX���a�����/�"{J¡��/������~���~���x (xi, xj) �_��� |xi| = |xj | �a���X�"z�y[�/xXx��	~�������¹�� PCPa ~���x[~� �a��wXxX� È6ªA��yX~���� � ��w[��| ¹�wX�ÌÁ¦xXx��/|X�Ì~sÊ+{ § �l��~�����~°yX~���|��/����xRwXx |xi| 6= |yi| ¨6ÔX�Ì�/����~ i {×ª«���

x[~�|X�Ì~�x®�/x1zXy[�����Å~��Å~���x j wXx[y°~���x k ~+�J��������~���~�x��_��� |xj | > |yj |, |xk| < |yk| {[À�~���������|]��~
n1 := |xj| − |yj, n2 := |yk| − |xk|

§ �Å�a������x]wXx1¤
|xn2

j xn1

k | = (n1 + |yj|) ∗ n2 + (|yk| − n2) ∗ n1

= n2 ∗ |yj | + n1 ∗ |yk|

= |yn2

j yn1

k
|.

§ �Å�a�����×¸�~���¹��"z[y[����� jn2 ∗ kn1 ~���x[~ � �a��wXxX� yX~�� PCPa �����"{
⇐:
� ~��J¸¾~���¹�� |xi| < |yi| ¨QÔX�f�/����~ i { � �/xXx��a����� ∀(i1, . . . , ik), k ≥ 1 ¤

|xi1 . . . xik | = |xi1 | + . . . + |xik |

< |yi1 | + . . . + |yik |

= |yi1 . . . yik |.

Á¦�����l£a�/xXx�~���£�~���x[~%xX����|]�������������/��~ � �a��wXxX� ��~��	~�x1{
¡�������~���wXxX�[¤
	¦� PCPa ¹�w�~�xR������|[~���yX~�x1z
��~�x]ÔX�a�¦~�� |yi| < |xi| ¨6ÔX�f�/����~ i ¹�w���~�����~�x1{

�
Ê (k,X, Y ) �_��� X,Y ∈ (Σ≤2)k� ��~���~ § ��x[����|X��º/xX£�wXxX�h�����ÒwXx[~�xR������|[~���yJ���/�"{Kª«������~�|[~�x�¶���~Ð��x�yX~��ÅÉB������~���wXxX� �����ÅwXx[y���~�yJwJÍ
¹���~���~�x WORT �/wJ¨	yJ��~���~�� PCPb { � �/¹�w_�¢Ô[����~�xÌ¶���� � ������~Å�����/��~�x1z�y[�����B�/wJ¨�¸¾~�yX~�� �R� ��~���£a�/����~���	~�x�wXx[y�wXx]��~�xl¸�~�¶¯~�������|�����|[����~�x[��¹�¶¯~��o½K~�����|[~�x·����~�|[~�x1{JÁf��� § ��xX�]�/�	~­¨QÔX� WORT �K~�£����lÍ
�Ì~�x�¶����f~���x[~
�­���/�_� �/����£ G wXx[y�~���x�ªH����� w {Xª«�����Ì�RyJ�Î¬[¹���~���~�xT���"¶Ò��|X� G �/���f�/w[��| w {Û Ê%ªA���3�Ì�RyJ�Î¬[¹���~���~�x<�K~��ÄyX~����­���/�_� �/����£HyJ��~ }¦~���~���x α → β wXx[y´¶Ò������~�xµ~�����~�����|[~�x1zoy[�����
|α| ≤ 2 wXx[y |β| ≤ 2 �a�����"{

Ñ
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À�~���������|]��~�xµ¶����¥¹�wXx�º���|[����yX~�xV¡��/��� B → β z	¶¯���	~�� β = β1β2 · · · βk ��~��Wz βi ∈ Σ ∪ V {�ª«���
£���x[������wX��~���~�x®~���x[~¢��~���|R��������x[~"�/��~ �­���/�_� �/����£	z	yJ��~3��~�x��/w β �/�X��~�����~��"{ � ��~¢|��/�K~ � ���/����� � �3�	���
B wXx[y�}¦~���~���x B → β1B1, B1 → β2B2, . . . , Bk−1 → βk { � ��~%��~���¶¯~�x[yX~���~�x ¿ ����|]����~����_��x��/�ÎÍ� � �3�	����~Ì��������~�x®��x´£�~���x[~��3�/x[yX~���~�xV¡������Ì~��B������£����_�Ì~�x1{�ª«���¥~�x]�¾¨Ö~���x[~�xVyJ��~l}f~���~�� B → β

wXx[y�¨6ÔX��~�x ���X����~�}¦~���~���x�wXx[y yJ��~�x[~�w[~�x ¿ ����|R����~����_��x��/��~�¹�wX� �Ð���/�_� �/����£µ|X��xX¹�w1{Ä}f~���~���x
yX~��­¡[����� α → A ¹"~�����~���~�xT¶����f��~�x��/w[���X{ § ��x[~�}f~���~��oyX~��­¡[����� α → β ¹"~�����~���~�x·¶����­��x�yJ��~
�	~���yX~�x�¡�º/����~ α → A z A → β wXx[y���~��¾¨Ö�/|X��~�x�¶���~3���K~�x1{
ªH~�����~���|X��x £���x[������wX��~���~�x ¶�����~���x[~���~���|]��������x[~"�/��~ �­���/�_� �/����£	z�yJ��~���~�x��/w w = a1a2 . . . an�/�X��~�����~��"{ � ��~�|��/�	~ � ���/����� � �¢�K��� T wXx[yT}¦~���~���x T → a1T1, T1 → a2T2, . . . , Tn−1 → anTn {� ��~%��~���¶Ò~�x[yX~���~�x ¿ ����|R����~����_��x��/�ÎÍ � � �¢�K����~l��������~�x°��x�£�~���x[~��¦�/x[yX~���~�x�¡[�����Ì~��o������£����_�Ì~�x1{
Ñ�Ê�ªA����£���x[������wX��~���~�xT~���x[~�� x[�����/xX¹%����x PCPb { � �/�K~��Z��~�|[~�x�¶�������� Ø�����xX¹�� � ������¶���~%��x�yX~��ÉB������~���wXxX�[{XÁf����~���yJ��xX����� ��~���yX� �X� ~���x��%¶����o¸�~�yX~���½K~�����|[~�x�yX~�� �­���/�_� �/����£	¤�¡�ÔX�o¸¾~�yX~��Å½K~�����|[~�x
X z]x[~�|X�Ì~�x8¶������/w[��| X ′ ��xhwXx[��~���Áf� � |��/�	~��Ä�_�����/wJ¨¾{�Á¦x[����~�����~fyX~���Ë¥�/����~ (wo, wu) x[~�|X�Ì~�x
¶����ÒyJ��~�¹�¶¯~��KË¥�/����~�x (w′

o, wu) wXx[y (wo, w
′
u) ��xhy[���ÄË¥�/����~�x[� � ��~��	�/wJ¨¾{�È w′

o �������X�K~�yX~�wX��~�x1zRy[�/Ï¸�~�yX~��Ì½K~�����|[~�x�����x wo �_���_Á � �a������� � |µ��~�����~�|[~�x������"{ Ê � ��~��l����~�������������|[~��"z×y[�������X���_�/wJ¨¦yJ��~~�������~­Ë¥�/����~­£�~���x[~ÐË¥�/����~%���	~�xhwXx[y8wXx]��~�x°�_����yX~����a��~�����|[~�x·½K~�����|[~�x°�K~��a��xXxR�"{X¡��/������~���~���x[~� �a��wXxX�Ì�a���X�"zX�¢wXÏh����~Ð�_���fyX~��Å~�������~�x�Ë¥�/����~%�	~��a��xXx[~�x1{
## T ⇐ A′ A {�{�{ a′ a {�{�{ ⇐′ ⇐ α′ α {�{�{ � �s�
# # A A′ {�{�{ a a′ {�{�{ ⇐ ⇐′ β β′ {�{�{ ⇐′S′ ���s�

ª«��~¯��x�yX~��oÉB������~���wXxX�Ð��~���~�|[~�x1zs£a�/xXx_�/w[��¸�~�yX~��oÁ¦�X��~�����wXxX�%~���x[~ � �a��wXxX�­yX~�� PCPb �/�X��~���~�����~��¶Ò~���yX~�x1{KÈ § ��x[~ � �a��wXxX��yX~�� PCPb �	~�����~�|R�¯�/w[�B¹�¶Ò~��
�Z~�����~�x1¤�}f~���|]���¯����~�|]�ÒyJ��~ÅÁf�X��~�����wXxX�¢����x
w �/w[�%yX~�� � ���/����� � �3�	���ByX~�� �­���/�_� �/����£	z�yX~��­����xX£�~l�o~���� � ���RyJwX¹���~����%¹�wXx�º���|[���¥yX~�x � ������xX�
w { ÊB¡��/������~��Ò~���x[~ � �a��wXxX�¢����x PCPb �a���X�"zRy[�/xXx8£a�/xXx � �/x�y[�/���/w[���/w[��|°~���x[~¦Á¦�X��~�����wXxX�3¨QÔX�
w ¬[x[yX~�x1{ � ��~��Å����������~%��~�x��/w[~��­�/w[����~+¨6ÔX|X���f¶¯~���yX~�x1{
»¦��x]¶Ò~����"¤
� � �­��wXx[yX~¥��~�x[���_�Ì~�x1z��¢wXÏ � �/x ε ÍÓ}¦~���~���x·�/w[�fyX~�� �­���/�_� �/����£�~�x]�¾¨Ö~���x[~�x1{[ª«���
|��/�	~�x·�/w[� �Ð��ÔXx[yX~�x�yX~��	�¦�K~���������|]��������|X£�~����­y[�/���/wJ¨���~���¹�����|R��~��"{
�sÊ (k,X, Y ) �_��� X,Y ∈ (Σ≤2)k wXx[y |Σ| = 8§ �o��~���x[~�x Σ1 wXx[y Σ2 ¹�¶¯~��JÁ¦� � |��/�K~���~¯�_���[¸�~�¶¯~������ 8 ½K~�����|[~�xlwXx[y f ~���x[~Ä�X� ¸�~�£�������~ÄÁ¦�X�X����yJwXxX�
¹�¶�������|[~�xT��|Xx[~�x1{ � ��~���~3��º/Ïa�¦������|���x�x��/��ÔX��������|[~��ÐªH~�����~¥¹�wT~���x[~��f�X� ¸�~�£R������~�xTÁf�X�X����yJwXxX�8¹�¶��ÎÍ
����|[~�x � x[�����/xX¹"~�x_�K~�¹�ÔX�a������| Σ1 wXx[y��Óx[�����/xX¹"~�x_�K~�¹�ÔX�a������| Σ2 ¨Q��������~���¹"~�x1{ � �a��wXxX��~�xÌyX~��B~���x[~�x~�xR��� � ��~���|[~�x·y[�/xXx�~���x[~���x[yX~�wX����� � �a��wXxX��~�x�yX~����/x[yX~���~�x1{��ÓÁ¦����~ÐÁf� � |��/�	~���~Ð����x[y�º��]wX���a�/��~�x]�"{ �
ª«���Å£ ��xXx[~�x�wXx[�¦�/�����_y[�/���/wJ¨��K~�����|X��º/xX£�~�x1z[xRwX�f~���x�Á¦� � |��/�K~��Å¹�w°�	~���������|R��~�x1{

 ~�yX~�� Xi wXx[y Yi |��/� � º/xX��~�£���~���x[~��B�RyX~����a��~�����|Ì¹�¶¯~��Wzay�{¾|1{]�/wJ¨R¸¾~�yX~�� �R� ��~���£a�/����~Å����~�|[~�xÌ���	~�xwXx[yVwXx]��~�x�¸¾~�¶Ò~������3|�����|[����~�x[�¢¹�¶¯~���½K~�����|[~�x1{ � ��~�|[~�x<���	~�xH¹�¶¯~��Å½K~�����|[~�x1zo��������x[y 64 ¡�º/����~
� ���a������|1zX����~�|]�����	~�x8~���x�½K~�����|[~�x1zJ���¢¶¯~�����~���~ 8 { � ~��Ò¡��/���Wz�y[������yX����� ε ����~�|]�Ò�������/w[����~�����|X���a��Í
��~�x1{
� x[����~����/�3�­����x[y�yJ��~�� 72 ± ���a������|X£�~�����~�x1{ �­��~�����|[~��­�a�����Å¨QÔX�fwXx]��~�x1{ § �¦�a���X�­�/����� x]wX� 722

� �/�����_~�x[yJ������|·�R��~���~ � �R� ��~���£a�/����~�x1{
�	
 ~�x[������|]��������|������ k ≤ 722 z1£�~���x[~ �Óx[�����/xX¹h£��/xXx<�Ì~�|X�3��~�������|X��~�yX~�x[~�Ë¥�/����~�x<|��/�	~�xµ�/����~��
ÔX�	~���|��/w � �¯Ë¥�/����~�x �a���X�"{aªH~�����~���|X��xÌ�a���X�Ä~��×¨QÔX�B~���x_��~���~��	~�x[~�� k x]wX�Ä~�x[yJ������| ����~���~ �Óx[�����/xX¹"~�x

�
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yX~�� PCP �_��� k �R� ��~���£��/����~�x1z/x�º/�_������| (

722

k

) �R��~���~a{ � ��~ �Ð~����/�¢��¹s�/|X�JyX~��o� ���a������|[~�x�� x[�����/xX¹"~�x
�����fyJ��~ � wX�_�Ì~3yJ��~���~�� 722 ½	�/|X��~�x1z�¶Ò���Å¶���~�yX~���wX��~���x[~¥~�x[yJ������|[~l½	�/|X�1�����"{ �Ð~�x��/w[~��¦����x[y�~��
∑

722

k=0

(

72
2

k

)

= 272
2 {

ª«���_|��/�	~�x�¨Q~�������~�����~������"z�y[�����_yJ��~°±·~�xX��~�yX~�� � x[�����/xX¹"~�x�¨QÔX�ÌyJ��~���~��_~���xX��~�����|X��º/xX£���~ PCP

~�x[yJ������|������"{ � x�Á¦wJ¨Q�]�/�K~ Û �RÊÒyX~����J{ �¦�XwXxX�����X���/����~���|��/�	~�x°¶����Ò��~�¹"~����a�"z�y[��������~��awX��º/��~ �R� ���©Í
��|[~�x�~�x]������|[~���yJ���/�Ð����x[y�{ 
 ~�yX~¥~�x[yJ������|[~¥±·~�xX��~¥��������~��awX��º/�"{ � �/|[~��Å�����ÅyJ��~���~ § ��x[����|X��º/xX£�wXxX�
yX~�� PCP ~�x]������|[~���yJ���/�"{

bdc ��ef��gh�¼&
� �a��wXxX��~�x�ÈQ~���x[~�� � x[�����/xX¹©Ê�yX~�� MPCP wXx[y�Áf�X��~�����wXxX��~�x�ÈQ~���x[~��ÅªH������~��+Ê�~�x]��� � ��~���|[~�x´������|�xX����|]�
��x�~���x[~���x[yX~�wX������~��­ªH~�����~a{§ �¯�a���X� � �a��wXxX��~�x8yX~�� PCP z�yJ��~f£�~���x[~��¯Á¦�X��~�����wXxX��~�xR��� � ��~���|[~�x1{JÀ�~���������|R��~Ðy[�/¹�w8yJ��~ �­���/�_� �/����£
G = ({S}, {a}, S, {S → a}) { § �%����� L(G) = {a} wXx[yH~��%~+�J��������~����%��~�x��/wV~���x[~_Á¦�X��~�����wXxX�°¨6ÔX� a {� �/¹�w�£���x[������wX��~���~�x·¶����3È6¶���~%��x�yX~���ÉB������~���wXxX�RÊÅ~���x[~��Óx[�����/xX¹¥yX~�� MPCP �_��� k = 6 ¤

Û Ñ � � � �

Xi #a ⇐ S a ⇐ S �
Yi # S a ⇐ a ⇐ S§

ª«���Ì�K~���������|]��~�x«¹�¶¯~�� � �a��wXxX��~�xAyX~�� MPCP ¤ � �a��wXxX� Û ��~�� I1 = (1, 5, 6) { � ~��Ì£���xX£a�/��~�xX��~�����~� ������xX�8����� #a ⇐ S§ { � �/xXx·�����­�/w[��| I ′
1

= (1, 5, 6, 1, 5, 6) ~���x[~ � �a��wXxX��yX~�� PCP {�� |X�¦~�xR��� � ������|R�
�/�	~��Ò£�~���x[~ÐÁ¦�X��~�����wXxX�[{ � �a��wXxX� Ñ���~�� I2 = (1, 5, 4, 2, 6) {
Ë¦��xX£��/��~�xX��~����f~����a���X�Å������| #a ⇐ S ⇐ S§ {� ��~���~�� � �a��wXxX�8~�x]��� � ������|]�Ð�/w[��|�£�~���x[~3Áf�X��~�����wXxX�[{

�


