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Wei Ding, Dierk Johannes
Losungsvorschlag zu Aufgabenblatt 10

Aufgabe 1

Behauptung: A < Bund B < C = A <, d.h. Relation ’<’ ist transitiv.

Beweis: Seien die Sprachen A C ¥* B C I'*, C C P* gegeben mit A < B und B < C.
Dann existieren total Turing berechenbare Funktionen: f : ¥*— I'* und ¢ : I'*— P* mit den
Eingenschaften x € A & f(z) € Bund y € B & ¢(y) € C. Wir definieren eine Funktion
h = fog:¥*— P. Sie ist total Turing berechenbar. Werden f und g durch TM M und M’
berechnet, dann wird f o g durch die Maschine berechnet, die bei jeder Eingabe zunéchst M
simuliert, bis diese in einen Haltezustand gelangt, und auf dem so erzeugten Zwischenergebnis
wie M’ fortfahrt.

Nach obiger Beobachtung gilt: z € A & f(x) € B < ¢g(f(z)) = h(z) € C Damit ist A also
reduzierbar auf C, A < C, die Relation ist transitiv.

Aufgabe 2

Wir wissen (von vorherigen Blédttern und aus der Vorlesung):

Deterministisch kontextfreie Sprachen sind unter Komplementbildung abgeschlossen.

Kontextfreie Sprachen allgemein sind weder unter Schnitt noch unter Komplementbil-
dung abgeschlossen.

Die Vereinigung zweier kontextfreier Sprachen ist wieder kontextfrei.

Es ist nicht entscheidbar, ob der Schnitt zweier kontextfreier Sprachen kontextfrei ist.

Wir wollen nun zeigen, daf es nicht entscheidbar ist, ob das Komplement einer kontextfreien
Sprache wieder kontextfrei ist. Dazu betrachten wir 2 deterministisch kontextfreie Sprachen
L1 und Ls. Da es sich um DKA-Sprachen handelt, sind ihre Komplementérsprachen wieder
DKA-Sprachen: L und Ls sind deterministisch kontextfrei. Die Vereingung L3 := L1 ULy ist
zwar immer noch kontextfrei, jedoch nicht mehr notwendigerweise deterministisch kontextfrei.
Fiir den allgemeinen Fall miissen wir nun also annehmen, daf diese Sprache nichtdetermini-
stisch kontextfrei ist. Nun zum eigentlichen Beweis: Angenommen es wire entscheidbar, ob L3

ebenfalls kontextfrei wire. Dann wire entscheidbar ob Ls = L; U Ly = L; N Ly wieder kon-
textfrei ist. Dies steht im Widerspruch zum Satz aus der Vorlesung. Also ist dieses Problem
nicht entscheidbar!

Aufgabe 3

a) (k,X,Y)mit X,V € (¥*)* und |Z] =1
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Sei (z;,y;) fir i = 1,...,n eine Instanz des PC'P,. Die Frage, ob es eine Indexfolge
(il,... 7Zl<:) mit k € N,41,...,4 € {1, ,TL} mit z;,,... s Tigy = Yigs -5 Yip gibt, ist dqui-
valent zu der Frage, ob es eine Indexfolge (i1,...,ix) mit
’xil .o xlk’ = ’yil .. -yik’
= ’xn’ +... ’xik‘
= ’yil‘ +.o ’ylk‘
Dann gilt:

PCP, unlésbar < Vi : |x;| < |y;| oder Vi : |y;| < |z;].
=: Sei PC'P, unlosbar. Falls es ein (x;,z;) mit |z;| = |z;| gibt, dann besitzt PC'P, eine

Losung (Widerspruch zur Annahme). Es gelte deshalb nun |z;| # |y;| fiir alle . Wir
nehmen an, dass es ein j und ein k existieren mit |z;| > |y;|, |zx| < |yx|- Betrachte

ny = |xj] — |yj,n2 = |yp| — okl

Es gilt nun:
S| = (o gD <+ (el 0 e
= ng* [y;| + nu x|yl
= [y |-

Es gilt jetzt, dass j2 x k™ eine Losung des PCP, ist.

<: Sei jetzt |x;| < |y;| fiir alle 4. Dann gilt V(iy,..., i),k > 1:

< ’yi1‘+"'+’yik‘
Yir - Yiy |-

Also kann es keine nichttriviale Lésung geben.
Folgerung: Um PCP, zu entscheiden, geniigt es |y;| < |z;| fiir alle ¢ zu testen.

(k,X,Y) mit X,Y € (5=2)k

Diese Einschrinkung ist unentscheidbar. Wir gehen wie in der Vorlesung vor und redu-
zieren WORT auf dieses PC Py. Dazu miissen wir Sorge tragen, dass auf jeder Spielkarte
oben und unten jeweils hochstens zwei Zeichen stehen. Als Eingabe fiir WORT bekom-
men wir eine Grammatik G und ein Wort w. Wir modifizieren sowohl G als auch w.

1) Wir modifizieren bei der Grammatik die Regeln @ — [ und wollen erreichen, dass
la] <2 und |G| < 2 gilt.
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Betrachten wir zunéchst den Fall B — (3, wobei 8 = (102 Ok sei, 3; € XU V. Wir
konstruieren eine rechtslineare Grammatik, die genau (3 ableitet. Sie habe Startsymbol
B und Regeln B — 1By, B1 — (2B2,...,Br_1 — Bi. Die verwendeten Nichtterminal-
Symbole sollen in keiner anderen Formel vorkommen. Wir entfernen die Regel B — 3
und fiigen obige Regeln und die neuen Nichtterminale zur Grammatik hinzu. Regeln
der Form o — A zerlegen wir genauso. Eine Regel der Form a — [ zerlegen wir in die
beiden Fille « — A, A — ( und verfahren wie oben.

Weiterhin konstruieren wir eine rechtslineare Grammatik, die genau w = ajas...a,
ableitet. Sie habe Startsymbol 7" und Regeln T' — a1711,1T1 — aoTb, ..., Th—1 — a,T,.
Die verwendeten Nichtterminal-Symbole sollen in keiner anderen Formel vorkommen.

2) Wir konstruieren eine Instanz von PC P,. Dabei gehen wir im Prinzip vor wie in der
Vorlesung. Allerdings ,verdoppeln® wir jedes Zeichen der Grammatik: Fiir jedes Zeichen
X, nehmen wir auch X’ in unser Alphabet mit auf. Anstelle der Karte (w,, w, ) nehmen
wir die zwei Karten (w),w,,) und (w,, w),) in das Kartenspiel auf. (w) soll bedeuten, daf
jedes Zeichen von w, mit Apostroph versehen ist.) Dies stellt sicher, dass bis auf die
erste Karte keine Karte oben und unten mit dem gleichen Zeichen beginnt. Falls es eine
Losung gibt, muf sie mit der ersten Karte beginnen.

## T<= A A ... d a ... &€ <« o o ... § §’
# # A A .. a d ... = & p g ... &Y

Wie in der Vorlesung gesehen, kann aus jeder Ableitung eine Lésung des PC P, abgeleitet
werden. (Eine Losung des PC P, besteht aus zwei Teilen: Rechts steht die Ableitung von
w aus dem Startsymbol der Grammatik, der linke Teil produziert zundchst den String
w.) Falls es eine Losung von PC P, gibt, dann kann man daraus auch eine Ableitung fiir
w finden. Dies sollte genauer ausgefithrt werden.

Hinweis: Im Grunde genommen, muf man e-Regeln aus der Grammatik entfernen. Wir
haben aus Griinden der Ubersichtlichkeit darauf verzichtet.

(k, X,Y) mit X,Y € (¥<%)F und [X| =8

Es seinen 1 und X5 zwei Alphabete mit jeweils 8 Zeichen und f eine bijektive Abbildung
zwischen ihnen. Diese 1d#t sich in natiirlicher Weise zu einer bijektiven Abbildung zwi-
schen Instanzen beziiglich 31 und Instanzen beziiglich 35 fortsetzen. Lésungen der einen
entsprechen dann eineindeutig Losungen der anderen. ,Alle Alphabete sind dquivalent.“
Wir kénnen uns also darauf beschrdnken, nur ein Alphabet zu betrachten.

Jedes X; und Y; hat Lénge kleiner oder gleich zwei, d. h. auf jeder Spielkarte stehen oben
und unten jeweils héchstens zwei Zeichen. Stehen oben zwei Zeichen, so sind 64 Faille
moglich, steht oben ein Zeichen, so weitere 8. Der Fall, dass dort € steht ist ausgeschlos-
sen. Insgesamt sind dies 72 Moglichkeiten. Gleiches gilt fiir unten. Es gibt also nur 722
— also endlich viele — Spielkarten.

Offensichtlich ist & < 722, keine Instanz kann mehr verschiedene Karten haben als es
iiberhaupt Karten gibt. Weiterhin gibt es fiir ein gegebenes k nur endlich viele Instanzen
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des PC P mit k Spielkarten, ndmlich (722) viele. Die Gesamtzahl der méglichen Instanzen

ist die Summe dieser 722 Zahlen, was wiederum eine endliche Zahl ist. Genauer sind es
722 (722) _ o722
k=0\ k)= :

Wir haben festgestellt, dass die Menge der Instanzen fiir dieses eingeschrinkte PCP
endlich ist. In Aufgabe 1g) des 9. Ubungsblattes haben wir gezeigt, dass reguliire Spra-
chen entscheidbar sind. Jede endliche Menge ist reguldr. Daher ist diese Einschriankung
des PCP entscheidbar.

Aufgabe 4

Losungen (einer Instanz) des M PCP und Ableitungen (eines Wortes) entsprechen sich nicht
in eineindeutiger Weise.

Es gibt Losungen des PC P, die keiner Ableitung entsprechen. Betrachte dazu die Grammatik
G = ({S},{a},S,{S — a}). Es ist L(G) = {a} und es existiert genau eine Ableitung fiir a.
Dazu konstruieren wir (wie in der Vorlesung) eine Instanz des M PC'P mit k = 6:

Wir betrachten zwei Losungen des M PCP: Losung 1 sei I; = (1,5,6). Der konkatenierte
String ist #a < S§. Dann ist auch I{ = (1,5,6,1,5,6) eine Losung des PC'P. Ihr entspricht
aber keine Ableitung. Losung 2 sei Is = (1,5,4,2,6). Konkateniert ergibt sich #a < S < S§.
Dieser Losung entspricht auch keine Ableitung.



