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`ba ��cd��ef��g
hjilknmBilk�oqprilsrt�uwvxszyx{}|Xpzp�|X~[���/pzpri���i+��iluXpri8vxszyx~]|Xk�ilsz~[ilv��}�	ilk��/~[�Xil~Xk�iloqsr��y�ilk���y�ilu[il~��	ils�ilsz~[ilko�il����uX~Xpzsrt�u[il~x�diloqsr��y�ilk�v�����t�uXsz~[il~��Jszk�il��y1��|Xk1mBilk��Q�Xoq|X~Xo[�"��szk1�Xk��/|[t�u[il~�|X~[���/pr����~]|Xk1vxszyZ��i+��iluXpril~��| �	i���t�u�¡¢�Qy�szo�il~1£��Jsri¤����ilsn�}�Kilk��/~[�Xil~Xk�iloqsr��y�ilk¦¥�ilk���il~[�Xil~1�}h§ilk�il~©¨d|[���Q�XuXk�|X~Xo���szv�|Xpzsrilk�il~ª��szk|X~]y�ilk}mBilk���il~[�J|X~Xof��|[��¡/y���pzsrt�u[ilk§�diloqsr��y�ilk"�[«¬v­ilsz~X�"ilpz~[il~1®
��szk¯��szv3|Xpzsrilk�il~°ilsz~[i%±�²�³�´l²�µl¶W·]¸+¹rº

k » �}iloqsr��y�ilk�v�����t�uXsz~[i}�J|Xk�t�u8ilsz~[i§¼]º+½¯¾/¿]À�¹ÂÁ�Ã+¿Jº k+2 » �diloqsr��y�ilk�v�� »��t�uXsz~[i%��srij����pzoqy"®
Ä�sz~[i�ÅKilszpri_Æ]Ç]Ç

i=j+k È8ÉJÊ xi Ë xj Ì xk ÍJÊ�ÎXÊÐÏRÏ]Ï ��szk��Ñ�J|Xk�t�uÒilsz~¦Ó�k���oqk��/vxvn�6k��/oqv�il~Ry%�Xilk�¨dk�yÏÏÏÆ]ÇRÇ
i=j+k È°É�Ê xi Ë xj Ì Ô Í�ÊqÎJÊAÕ Ô i=j+kÕ Ô i=j+k È°É�Ê xn+1 Ë xk ÍJÊ�ÎJÊAÕKÖ i=j+kÕ
Ö i=j+k ÈT×¢Ø xk Ë Ô Î]ÙXÚ�Û Ü�Ý Ç i=j+k ÚRÞ�ßqÚAÕJà i=j+kÕ�à i=j+k È°É�Ê xk Ë xk á ÖâÍ�ÊqÎJÊAÕRã i=j+kÕRã i=j+k È°É�Ê xi Ë xi Ì ÖâÍJÊ�ÎJÊAÕKÖ i=j+kÜ�Ý Ç i=j+k È°É�Ê xk Ë xn+1 ÍJÊ�ÎJÊäÏRÏ]Ï

ilk���ily���y"£X|X~[�Òil~]y����Xk�i�t�u[il~[�
xi Ë xj á xk

�J|Xk�t�u
ÏÏÏå/æ�ç

i=j−k È°É�Ê xi Ë xj Ì Ô Í�ÊqÎJÊAÕ Ô i=j−kÕ Ô i=j−k È°É�Ê xn+1 Ë xk ÍJÊ�ÎJÊAÕKÖ i=j−kÕ
Ö i=j−k ÈT×¢Ø xk Ë Ô Î]ÙXÚ�Û Ü�Ý Ç i=j−k ÚRÞ�ßqÚAÕJà i=j−kÕ�à i=j−k È°É�Ê xk Ë xk á ÖâÍ�ÊqÎJÊAÕRã i=j−kÕRã i=j−k È°É�Ê xi Ë xi áèÖâÍJÊ�ÎJÊAÕKÖ i=j−kÜ�Ý Ç i=j−k È°É�Ê xk Ë xn+1 ÍJÊ�ÎJÊäÏRÏ]Ï]Ï
é}srilkf��szk��A��|[ilk���y��[���filsz~[i¤Ä�sz~Xo]�/�	ilk�iloqsr��y�ilk

xj
sz~ �[���8Ä�k�o�il�X~Xsr��k�iloqsr��y�ilk�o�i���t�uXk�sril�Kil~ëê

xi ì £��Xilk«¬~Xu��/pzy��Xi�������ilszy�il~íÄ�sz~Xo]�/�Kilk�iloqsr��y�ilk��
xk
sz~<ilsz~[ilvî��|[��¡/y���pzsrt�u[il~��}iloqsr��y�ilk

xn+1
����sr��t�u[il~Xo�i����	ils »t�u[ilk�y"£]|X~[����t�uXpzsrilïqpzsrt�u°�J|Xk�t�u�ð�oqprilsrt�uX�"ilszy�szo�i��òñ§«¬~X��k�ilv�il~]y�srilk�il~óê6�X���_�]hjil�Rk�ilv�il~Ry�srilk�il~ ì ¥���~ xi

|X~[�hjil�Rk�ilv�il~Ry�srilk�il~f¥���~
xk
�Jsri}ôR|Xvxv�i3ê6�X���_�]h§söõ�ilk�il~X� ì o�il�Xszpr�Xily"�]h%�/~���t�u���szk��x~[��t�u��Xilk¯|Xk����Xk��X~Xo »pzsrt�u[i3«÷~Xu��/pzy�sz~

xk
��|Xk��[t��Ro�i���t�uXk�sril�	il~1�

��szk���ilu[il~1£��[�/ïT¨��X�Jszy�sr��~â|X~[�íôR|X�Xy�k��/��y�sr��~í��iluXk�¡/uX~Xpzsrt�uí��szv3|Xpzsrilk�y���ilk��Xil~1�øÄ��	il~[���Ñ¥�ilk�u�¡/pzyni����srt�uÑvxszydù¦|Xpzy�sz�Xpzsz���/y�sr��~Ñ|X~[�Òh}sz¥�sr��sr��~1�Xh%�/u[ilk��	i���t�uXk�¡/~X��il~¦��szk�|X~[�d�/|J���Jsri_h§sz¥Rsr��sr��~1�
xi Ë xj É[×ûú xk

��szk��Ñ�J|Xk�t�u
ÏÏÏÇ�ü¢ý

i=j/k È°É�Ê xi Ë Ô Í�ÊqÎJÊAÕ Ô i=j/kÕ Ô i=j/k È°É�Ê xn+1 Ë xj ÌèÔ Í�Ê�ÎXÊAÕ�à i=j/kÕ
Ö i=j/k ÈT×¢Ø xj Ë Ô Î]ÙJÚqÛ Ü�Ý Ç i=j/k Ú]ÞJßqÚAÕ�à i=j/kÕ�à i=j/k È°É�Ê xn+2 Ë xk á xj ÍJÊ�ÎJÊAÕ�ã i=j/k

þ



���������	��

�����	������������������

��� �"! #%$�&%'
(�)+*�,�-	.�)/-1032�46587	9	:<;
=/4>:	=/?
@A=/4B.�4>9	C	D�.�4>=/)FEHG�*JI�2�9K9	=/L
M�NJL+7K9	CJLFO�*J)+LFP�I	?Q2RCTS/7VU�7
,WCX2�YZ=/9[Y	?Q2]\+\_^

ÕRã i=j/k ÈT×¢Ø xn+2 Ë Ô Î]ÙXÚ�Û Õ�� i=j/k Ú]ÞJßqÚAÜ�Ý Ç Ö i=j/kÕ�� i=j/k È°É�Ê xj Ë xj á xk Í�ÊqÎJÊAÕ�� i=j/kÕ�� i=j/k È°É�Ê xi Ë xi Ì ÖâÍJÊ�ÎJÊAÕJà i=j/kÜ�Ý Ç i=j/k È°É�Ê xj Ë xn+1 ÌèÔ Í�Ê�ÎXÊäÏ]Ï]Ï
ilk���ily���y"��édsrilkf��szk��w��sri¦���Kil~��Xilkf�Hilk�y8¥���~

xj
~���t�u

xn+1
ð�o�ilk�ily�y�ilyòñF£�|Xv szuX~ �/v�Ä�~[�Xi¦��sri »�Xilk�u[ilk���|[��y�ilpzpril~1£Z|X~[�ósz~V�diloqsr��y�ilk

xn+2
��szk��ósz~���i��Xilv ô�t�uXprilsö��il~[�J|Xk�t�uXp �/|J�§�/|J�

xj < xk
o�il�Xk��J�Qyê6o�il~��/|¦�[�/~X~Tsr��y�~�¡/vxpzsrt�u

xk − xj > 0 ì �
«¬��yd�Jsri��d�Xilk����/pzpW£�������szk�� xj
|Xv

xk
ilk�~Xsri��Jk�szoqy}|X~[�¦�[���Ä�k�o�il�X~Xsr��u[��t�uXo�il�û¡/uXpzy"�Jhjilk�ô���~[�Xilk��W�/pzp

xj = 0
��szk��foqprilsrt�u°��|f��iloqsz~X~Ñ�/�Xo�i+���/~Xo�il~1£Rsz~°�Jsri���ilv��
�/pzpsr��y��[����ÄBk�o�il�X~Xsr�

= 0

«¬v ��i���il~Ry�pzsrt�u[il~To�il~��/|[���x��szk��Ò�/|[�
xi Ë xj 	 Ê�É xkÏÏÏ
�� Ç

i=j mod k È°É�Ê xn+1 Ë xj Ì Ô Í�Ê�ÎXÊ�Õ Ô i=j mod kÕ Ô i=j mod k È°É�Ê xn+2 Ë xk á xj Í�ÊqÎJÊAÕ
Ö i=j mod kÕ
Ö i=j mod k ÈT×¢Ø xn+2 Ë Ô Î]ÙJÚqÛ Õ�à i=j mod k ÚRÞ�ß�ÚwÜ]Ý Ç Ö i=j mod kÕ�à i=j mod k È°É�Ê xj Ë xj á xk Í�ÊqÎJÊAÕ Ô i=j mod kÜ�Ý Ç Ö i=j mod k È°É�Ê xi Ë xj ÌèÔ ÍJÊ�ÎJÊAÜ]Ý Ç à i=j mod kÜ�Ý Ç à i=j mod k È°É�Ê xj Ë xn+1 ÍJÊ�ÎXÊÐÏRÏ]Ï

`ba ��cd��ef��


ô�ilsril~ å Ö�� å à�� . . .
�JsriÒ�}iloqsr��y�ilk°�Xilkf�diloqsr��y�ilk�v�����t�uXsz~[iTvxszy8sz~[�Jszk�il�Ry�ilk°¨��Jk�i�����srilk�|X~Xoâ|X~[��� Ö��

. . . �
���x�Jsri3�diloqsr��y�ilk�ilsz~[ilk�����vn����k�y��/�Xpril~�� » �}iloqsr��y�ilk�v�����t�uXsz~[iq�

� ���Jsrilk�i��Jsri��diloqsr��y�ilk�sz~Xu��/pzy�i�¥���~ å Ö�� å à�� . . .
��sri_sz~¤�XilkdmB��k�pri���|X~Xofvxszyjédszpö��i_¥���~¤Ó�k�szvx�û�/uXpril~1���szk¯�	ily�k���t�u]y�il~°�JsridùTil~Xo�id�Xilk�Ó�k�szvx�û�/uXpril~

P = {p1, p2, . . .}
|X~[��¥�ilk���il~[�Xil~8�Q�Xk¯�Xil~f«¬~Xu��/pzy¯¥���~�diloqsr��y�ilk

Si
�Jsri3Ó�k�szvx�û�/uXp

pi
�

•
å
i � x ∈ � ⇒ px

i

y�ilszpzy�� Ö
• pj
y�ilszpzy�� Ö ~Xsrt�uRy ⇒

å
j ���

¨}pr���X®�� Ö � ∏

pi∈P

pxi

i

£������	ils
xj
�Xilk§«÷~Xu��/pzy}¥���~¦�diloqsr��y�ilk

j
sr��y�|X~[�

pj
�Jsri

j » y�i3ÓBk�szvx�û�/uXp�sr��y"�[h§sri��
sr��y�v���oqpzsrt�u1£��[�n��|���i��Xilv ÅKilszy��X|X~X��y�~]|Xkdil~[�Jpzsrt�uÒ¥�srilpri_�diloqsr��y�ilk

6= �
��sz~[���

{}|X~�v3�[����il~���szk¯�Jsri�ilsz~X�"ilpz~[il~°��i+�QiluXpri��Xilk��diloqsr��y�ilk�v�����t�uXsz~[i�vxszyBsz~[�Jszk�il��y�ilk�¨��Jk�i�����srilk�|X~Xo���szv�| »pzsrilk�il~1�Kh§ilk��d�	ilk���srt�u]y§u��/pz�Kilk%ÅKilk�prilo�il~¦��szkj�[���dÓ�k����Xprilv�sz~¦�Rprilsz~[ilk�ixôRy��[t���iq® ���Xk Í�ÊqÎJÊ"!�!
v�|[���

��il��ilszpZilsz~Òil~Ry����Xk�i�t�u[il~[�Xi��$#Z�/�	ilp1�Xi��}�/|J�Qk�|J��il~[�Xil~ÒÓ�k���oqk��/vxv��§ilsz~Xo�i���ily���y���ilk��Xil~1�

%
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�[��pzo�il~[�Xi%Ó�k���oqk��/vxv���i��]|[il~X�xü å���� ��ü 
 Ü �	ilk�i�t�uX~[ily � ã �
{

1
���/pzpr� � à ∈ P

0
���/pzpr� � à /∈ P

��h%�/�KilsK��szk��°�diloqs »��y�ilk � ã �Kiloqsz~X~[il~[���Kils % u[�Rt�uXo�il�û¡/uXpzy"£]�Xsr��i�� � à y�ilszpzy"�R«¬��yB�[�/~X~ � à Ë � ã £]���_sr��y � à ilsz~[idÓBk�szvx�û�/uXpW�
� ã Ë à��� � �
� Ë � à 	 ÊqÉ � ã×/Ø � �

� Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û � Ü ü Õ � Ú]Þ�ß�ÚwÝRÜ�
 �ÝRÜ�
 � � ã Ë � ã Ì ÖÍJÊ�ÎXÊ ��� �� Ü ü Õ � �
� Ë � àXá � ã×/Ø � �

� Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û
� Æ ÚRÞ�ß�Ú�Ý�Ü ü Ý
� Æ � ã Ë ÖÍJÊ�ÎXÊ ! !ÝRÜ ü Ý � ã ËèÔÍJÊ�ÎXÊ ! !
�[��pzo�il~[�Xi�Ó�k���oqk��/vxv���i��R|[il~X�8ê ÝRÜ�
 � ��� �
ü 
 Ü ì �	ilk�i�t�uX~[ily� à � min{p ∈ P | p >

� à } �/pr���8�Jsri�~�¡�t�u[��yjoqk���ï�ilk�inÓ�k�szvx�û�/uXpW�	h%�/�Kils���szk�� � à ����p �/~Xo�i�ilk�u[��u]y"£�Xsr��i���ilsz~[i3Ó�k�szvx�û�/uXpZsr��y"�
å � Æ�� � � à Ë � à Ì Öü å���� ��ü 
 Ü×/Ø � � ã Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û å � Æ�� � Ú]Þ�ß�Ú ������ ÍJÊ�ÎXÊ ! !
�[��pzo�il~[�Xi%Ó�k���oqk��/vxv���i��]|[il~X�fê Õ ��� ì �	ilk�i�t�uX~[ily � ã � å i £]�����Kils�� à � pi

sr��y"��hj�/��|°�û¡/uXpril~°��szk"£���sri
�/�Qy���szk � Ö �J|Xk�t�u pi

y�ilszpril~°����~X~[il~1�J��szk��Kilk�i�t�uX~[il~Ò�/pr�����Xil~�Ä��J�	��~[il~]y�il~Ñ¥���~
pi
sz~ ∏

pi∈P

pxi

i

£J�Jsri��
ilk���p ¡/k�yd�Jsri%{§�/v�il~[�����/uXpW�

�
� Ë � Ö� ã ËèÔ
�� Ç �
� Ë � � 	 ÊqÉ � à×/Ø � �

� Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û Ç
üûý Ú]ÞJßqÚAÜ�Ý ÇÇ�ü¢ý � ã Ë � ã Ì Ö�
� Ë � �AÉ[×ûú � àÍJÊ�ÎXÊ 
 � ÇÜ�Ý Ç ÍJÊ�ÎXÊ ! !

«¬~H�Xilk3mB��k�pri���|X~XoÑu��/�	il~V��szk3o�i���ilu[il~1£1�[�/ïÑ��szkn�/pzpri��/~Xo�ilo�il�Kil~[il~��}�Kilk��/y�sr��~[il~<vxszy�«¬~X�Rk�ilv�il~Ry »|X~[��hjil��k�ilv�il~]y » �}�	ilk��/y�sr��~[il~Ñ��szv3|Xpzsrilk�il~8����~X~[il~1�]h%�/u[ilk�����~X~[il~f��szk�|X~[���/|J�Z�Jsri���i��	i���t�uXk�¡/~X��il~1�hjilkf��i+��iluXp ×¢Û���� ����� ×�� � �q�/~X~A�[�/vxszyf����pzo�il~[�Xilk�v��/ï�il~è��szv3|Xpzsrilk�y°��ilk��Xil~1®���szkf��|[t�u[il~��Jsri i » y�iÓ�k�szvx�û�/uXp�|X~[��v3|Xpzy�sz�Xpzsz��srilk�il~¤��srij��|Ñ� þ �
�
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� à Ë Ö��� Ë ×Ý Ý�Ü�
 � ��� ��ü 
 Ü��� Ë ��� á�Ö×/Ø � ��� Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û Ç � ÝRÜªÚRÞ�ßqÚwÝÇ � ÝRÜ � Ö Ë � Ö�� � à
hjilk���i+��iluXp É�Ú ��� ��� � ×�� � ��szk��3�Q��pzo�il~[�Xilk�v��/ï�il~n��szv�|Xpzsrilk�y"®¢��szkZ��|[t�u[il~��Jsri i » y�i¯Ó�k�szvx�û�/uXpJ|X~[�3y�ilszpril~� Ö �J|Xk�t�uT�Jsri���iq£J��il~X~T�Jsri�����uX~[i_�di���y�o�ilu]y"�

� à Ë Ö��� Ë ×Ý Ý�Ü�
 � ��� ��ü 
 Ü��� Ë ��� á�Ö×/Ø � ��� Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û ��� Ü � � Ú]Þ�ß�ÚwÝ��� Ü � � ��� Ë � Ö 	 ÊqÉ � à×/Ø � ��� Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û Ç
üûý�ü¢Ç Ú]Þ�ß�Ú Ç � Ý�ÜÇ�ü¢ý�ü¢Ç � Ö Ë � ÖâÉ[×ûú � àÇ � ÝRÜ
hjilkd��i+�QiluXp ×¢Û���� ����� ��� ×�� � � ��szk�������pzo�il~[�Xilk�v��/ï�il~¦��szv�|Xpzsrilk�y"®[��szkd��|[t�u[il~¦�Jsri i » y�i_Ó�k�szvx�û�/uXp�|X~[���t�uXk�ilsz�Kil~V�[�/~X~Vsz~ ���°�Xil~V«¬~Xu��/pzy%¥���~ å

i
ê6vxszy Õ ��� ì ��h%�/~���t�uV��|[t�u[il~V��szk3�Jsri � � ×�� » y�ixÓBk�szvx�û�/uXp|X~[��v�|Xpzy�sz�Xpzsz��srilk�il~T��srij��| � Ö �

� à Ë Ö��� Ë ×ÝKÖ Ý�Ü�
 � ��� ��ü 
 Ü��� Ë ��� á�Ö×/Ø � ��� Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û ��� ÚRÞ�ß�Ú�Ý	Ö��� Õ ���� à Ë Ö��� Ë � ãÝJà Ý�Ü�
 � ��� ��ü 
 Ü��� Ë ��� á�Ö×/Ø � ��� Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û Ç � ÝRÜªÚRÞ�ßqÚwÝÇ � ÝRÜ � Ö Ë � Ö�� � à
hjilkd��i+�QiluXp ÉJÚ ��� ����� ��� ×�� � � ��szk��°�Q��pzo�il~[�Xilk�v��/ï�il~T��szv3|Xpzsrilk�y"®

� à Ë Ö��� Ë ×ÝKÖ Ý�Ü�
 � ��� ��ü 
 Ü��� Ë ��� á�Ö
�
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×/Ø � ��� Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û ��� ÚRÞ�ß�Ú�Ý	Ö��� Õ ���� à Ë Ö��� Ë � ãÝJà Ý�Ü�
 � ��� ��ü 
 Ü��� Ë ��� á�Ö×/Ø � ��� Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û ��� Ü � � Ú]Þ�ß�ÚwÝJà��� Ü � � ��� Ë � Ö 	 ÊqÉ � à×/Ø � ��� Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û Ç
üûý�ü¢Ç Ú]Þ�ß�Ú Ç � Ý�ÜÇ�ü¢ý�ü¢Ç � Ö Ë � ÖâÉ[×ûú � àÇ � ÝRÜ
�}v å

i
�/|J��{}|Xpzp���|Ñy�i���y�il~1£Jv��[����il~Ñ��szkd�X�Kilk��Xk��J��il~1£[���Ò��srt�u � Ö �J|Xk�t�u pi

y�ilszpril~Ñp ¡�����y"®
� à Ë Ö� ã Ë ×Ý Ý�Ü�
 � ��� ��ü 
 Ü� ã Ë � ã[á�Ö×/Ø � � ã Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û 
 � Ç Ú]ÞJßqÚwÝ
�� Ç � ã Ë � Ö 	 ÊqÉ � ã×/Ø � � ã Ë Ô	� ÎRÙJÚ�ÛèÝ�Ü ü Ý ÚRÞ�ßqÚ � Æ

� Æ � ã ËèÔÍJÊ�ÎXÊ ! !ÝRÜ ü Ý � ã Ë ÖÍJÊ�ÎXÊ ! !
�}v å

Si

�/|J�n{}|Xpzp%��| y�i���y�il~1£�v��[����il~ª��szk���|X~�¡�t�u[��y¦�Xil~©«÷~[�Xi �
j � å i �	ilk�i�t�uX~[il~ |X~[�ª�[�/~X~�X�	ilk��Xk��J�Qil~1£[���¦��srt�u � Ö �J|Xk�t�u pj

y�ilszpril~Òp ¡�����y"®
� à Ë Ö� ã Ë ×ÝKÖ Ý�Ü�
 � ��� ��ü 
 Ü� ã Ë � ã[á�Ö×/Ø � � ã Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û ��� ÚRÞ�ß�Ú�Ý	Ö��� Õ ���� ã Ë ×Ý Ý�Ü�
 � ��� ��ü 
 Ü� ã Ë � ã[á�Ö×/Ø � � ã Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û 
 � Ç Ú]ÞJßqÚwÝ
�� Ç � ã Ë � Ö 	 ÊqÉ � ã×/Ø � � ã Ë Ô	� ÎRÙJÚ�ÛèÝ�Ü ü Ý ÚRÞ�ßqÚ � Æ

� Æ � ã ËèÔÍJÊ�ÎXÊ ! !
�
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ÝRÜ ü Ý � ã Ë ÖÍJÊ�ÎXÊ ! !
� �/~X���/|[��o�i���t�uXk�sril�	il~Ò��¡/u[i_�Xilk���i+��iluXp É�Ú ��� ��� � � � ×���� � �/pr��������pzo�il~[�Xilk�v��/ï�il~T�/|[�û®

� à Ë Ö��� Ë ×ÝKÖ � à Ë � à Ì Ö� ã Ë à��� � Ö �
� Ë � à 	 ÊqÉ � ã×/Ø � �

� Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û � Ü ü Õ � Ö�Ú]ÞJßqÚwÝRÜ�
 � ÖÝRÜ�
 � Ö � ã Ë � ã Ì ÖÍJÊ�ÎXÊ ��� � Ö� Ü ü Õ � Ö �
� Ë � àXá � ã×/Ø � �

� Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û
� Æ Ö�Ú]ÞJßqÚwÝRÜ ü ÝKÖ
� Æ Ö � ã Ë ÖÍJÊ�ÎXÊ���ÖÝRÜ ü Ý	Ö � ã ËèÔ
�	Ö ×/Ø � � ã Ë Ô	� ÎRÙJÚ�ÛèÝ	ÖíÚRÞ�ß�Ú ��� Ö��� Ö ��� Ë ��� á�Ö×/Ø � ��� Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û ��� ÚRÞ�ß�Ú�Ý	Ö��� Ö �

� Ë � Ö� ã ËèÔ
�� Ç �
� Ë � � 	 ÊqÉ � à×/Ø � �

� Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û Ç
üûý Ú]ÞJßqÚAÜ�Ý ÇÇ�ü¢ý � ã Ë � ã Ì Ö�
� Ë � �AÉ[×ûú � àÍJÊ�ÎXÊ 
 � ÇÜ�Ý Ç ÍJÊ�ÎXÊ � à Ë Ö��� Ë � ãÝJà � à Ë � à Ì Ö� ã Ë à��� � à �
� Ë � à 	 ÊqÉ � ã×/Ø � �

� Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û � Ü ü Õ � àèÚ]ÞJßqÚwÝRÜ�
 � àÝRÜ�
 � à � ã Ë � ã Ì ÖÍJÊ�ÎXÊ ��� � à� Ü ü Õ � à �
� Ë � àXá � ã×/Ø � �

� Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û
� Æ àèÚ]ÞJßqÚwÝRÜ ü ÝJà
� Æ à � ã Ë ÖÍJÊ�ÎXÊ��[àÝRÜ ü ÝXà � ã ËèÔ
�Xà ×/Ø � � ã Ë Ô	� ÎRÙJÚ�ÛèÝXà�ÚRÞ�ß�Ú ��� à��� à ��� Ë ��� á�Ö

�
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×/Ø � ��� Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û ��� Ü � � Ú]Þ�ß�ÚwÝJà��� Ü � � ��� Ë � Ö 	 ÊqÉ � à×/Ø � ��� Ë Ô	� ÎRÙJÚ�Û Ç
üûý�ü¢Ç Ú]Þ�ß�Ú Ç � Ý�ÜÇ�ü¢ý�ü¢Ç � Ö Ë � ÖâÉ[×ûú � àÇ � ÝRÜ
� a ����
���� a ��c���e8�
��szk��	ilk�i�t�uX~[il~T�Jsri§sz~Ñ�Xilk��dil��|Xk���sr��~°�Kil~[��y�szoqy�il~Ñ�Hilk�y�i%��|X�R�"i�����sz¥�iq�Xh}srixê6����ilsr�Jszv�il~[��sr��~��/pri ì�� � »�	ilpzpri¯���	ilsrt�u[ilk�~���szkZsz~�pzsz~[i"�/k�ilk��}ilszu[il~J�Q��pzo�iq�¢h}sri���ilk #1�q��|X~Xo���¥���k���t�uXp �/o%���	ilsrt�u[ilk�yø��sri�|X~Ry�ilk�mBilk���il~ »�J|X~Xoj¥���~xÓ�k�szvx�û�/uXpril~�sz~n~]|XkBilsz~[ilv �diloqsr��y�ilk"�/h§sri��øsr��y��/�	ilk�~Xsrt�u]y�~[��y�szo[�qÄB������~X~[il~x�	ilsr���Xsrilpr����ilsr��i�Jsri��}iloqsr��y�ilk

x11, x12, . . .
�[�/��|V¥�ilk���il~[�Xily���ilk��Xil~V|X~[�Hvxszy�y�ilpr�3sz~[�Jszk�il�Ry�ilk�¨��Jk�i�����srilk�|X~Xo¤�/|J����sri��|Xo�iloqk�söõ�il~���ilk��Xil~1��«¬~���i��Xilv ô�t�uXprilsö�Qil~[�J|Xk�t�uXp �/|J�1��szk��Òº+Á6À�~[il|[ilk��Hilk�yB�XilkB¨�t���ilk�v��/~X~ » �[|X~X�Ry�sr��~�	ilk�i�t�uX~[ily"����i"��t�u]y�iq£��[�/ï ��i��Xilk§ô�t�uXprilsö�Qil~[�J|Xk�t�uXp �/|J�¯vxszyd�Xil~ÑÄ�sz~Xo]�/�	i"�/k�oq|Xv�il~]y�il~

(i, n)
��y��/k�y�ily"�

ô � ¨§� ����� ü Û x0 � Û�É x1 ß
	JÚX×��ûÙXÚ �XÚ�É�×�ÚAÜ[×¢ÛRÍ���
JÚqÛ i � Û�É n
x0 = i �
x1 = n ���� ü Û x2 � Û�É x3 ß
	JÚX×��ûÙXÚ �XÚ�É�×�Ú����RÎ � ÚRÞ]ÞRÚ�Û Æ ��Í � 	 Ú�ÛRÎJÚ it � ÛRÉ nt�
x2 = i �
x3 = n ���� å ÚJ× B(i+n)(i+n+1)/2+n = A(i, n) Ï ç Ú��JÚ �ûÙ]ÛXÚ ×ûÛ x4 ÉJÚ�Û å � Ø]Ø[× � úJÊ�Û B

�
x4 = x2 + x3 �
x4 = x4 × (x4 + 1)/2 + x3 ���� ü Û x5 ß�	XÚJ× �ûÙJÚ��JÚ ∏

∞

j=0 P
Bj

i �ÑÉ���
XÚJ×è×�ß/Î Pj É[×qÚ j − te
� ��× 	�� �qÙJÞ�Ï� ���3ê

x2 = 0 AND x3 = 1 ì������! x5 = x5 × P 2
x4�!"�#$� ���&%

x2 = 0 ' ���(�� x5 = x5 × P x3+2
x4�!"�#$� ���&%

x3 = 0 ' ���(�� x5 = x5 × Px4

�!"�#$�) ��� Ü]Û]Î[ß �ûÙXÚJ×¢ÉJÚ�Û �ÑÊ�
 A(it, nt − 1) ß �ûÙXÊ�Û � � � ý Ú ��Ø+*�Í � Û�Í©ß¢ÎJÚqÙ]Î
x6 � (x2 + x3)(x2 + x3 − 1)/2 + xt − 1 ����3ê

x5 mod Px6
! = 0 ì ��� A(it, nt − 1) Û
×��¢Ù]ÎèúJÊqÛ � ��Û�É) ���

�[Ú �ûÙ�ßqÚRÞ�Û � � � ç Ú �XÚ �ûÙRÛ � ÛRÍ A(it, nt − 1)
x3 = x3 − 1 �,.- � -0/213

�!"�#$�
���

A(it, nt − 1) úXÊ�Û � �qÛRÉ) ��� ç Ú �JÚ �ûÙRÛJÚ A(it, nt − 1) �óß
	JÚX×��ûÙXÚ ×¢Û x8

�
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� ���3ê
x5 mod Px6

! = 0 ì
�����! )

x7 = x5 div Px6
�

x8 = x8 + 1 �,.- � -��3 ��� å 	JÚJ× �ûÙXÚ �JÚ A(it, nt − 1) ×¢Û x8��� Ü]Û]Î[ß �ûÙXÚJ×¢ÉJÚ�Û �ÒÊ�
 A(it − 1, A(it, nt − 1)) ß �¢ÙJÊqÛ � � � ý Ú��RØ�*RÍ � ÛRÍ©ß¢ÎXÚ�ÙRÎ
�!"�#$�)

x9 = (x2 − 1 + x8) × (x2 + x8)/2 + x8 ����3ê
x5 mod x9 == 0 ì �����! ���

A(it − 1, A(it, nt − 1)) ß �ûÙXÊ�ÛèúJÊqÛ � ��Û�É) ��� ç Ú �JÚ �ûÙRÛJÚ A(it − 1, A(it, nt − 1)) �óß�	XÚJ×��¢ÙJÚ ×ûÛ x10� ���&%
x5 mod x9 == 0 '

�����! )
x5 = x5 div x9 �
x10 = x10 + 1 �,.- � -��3 �!� å 	JÚX×��ûÙXÚ �XÚ A(it − 1, A(it, nt − 1)) ×ûÛ x10��� å 	JÚJ× �ûÙXÚ A(it, nt)þ

�
���&%

x10! = 0 ')
x5 = x5 × Px6

�
x10 = x10 − 1,.- � -��	�213

3
�!"�#$�)

x2 = x2 − 1 �
x3 = x8 �,.- � -0/213

3
3

3
���&%

x2! = x0 
�� x3! = x1 ' ���(�� ,�- � -�
 �!"�#$������������ x5
1ÄB{§h

�


