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Prof. Dr. Raimund Seidel

Wei Ding, Dierk Johannes
Losungsvorschlag zu Aufgabenblatt 4

Aufgabe 1

a) Die Sprache L, = {w € {a,b}*|#4(w) < #p(w) und aa ist kein Teilwort von w} ist regulér.
Der folgende Automat erkennt sie:

ab

Aus diesem Automaten kénnen wir folgenden reguliren Ausdruck ableiten: (ab)* + bb*a +
b(b*ab)*.

b) Die Sprache L, = {w € {a,b}*|#q(w) < #p(w) und aaa ist kein Teilwort von w} ist
irregulédr. Beweis iiber Myhill-Nerode (Argumentation iiber Anzahl der Fortsetzungssprachen).

Wir betrachten fir n € N Wérter w, = (aab)”. Es gilt: $°,b,....0" ! ¢ Cp(w,) und
b, ontl .. € Cp(w,). BEs sei nun m # n, etwa m < n. Dann ist ™ € Cp(w,,) aber
b € Cp(wy), d.h. Cp(wy,) # Cp(w,). Die Fortsetzungssprachen Cr(w,) sind also paar-
weise verschieden, und es sind unendlich viele.

c) Die Sprache L. = {w € {a,b}*|#4(w) mod 2 = 0} ist regulér.

Beweis:

-b d
O . O
"

Reguldrer Ausdruck (aus Transitionsgraphen abgeleitet): (b*(ab*ab*)).
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Aufgabe 2

In dieser Aufgabe wenden wir den Algorithmus zur Berechnung des Minimalautomatens an.

e Schritt 1: Wir erstellen eine Tabelle aller Zustandspaare {z, 2’} mit z # 2’.

e Schritt 2: Wir markieren alle Paare {z,2'} mit z € F und 2’ ¢ F.

1

2

3 x|x]x

4 X

5 |x|x|x X

6 X X

7 X X |

01 2 3 4 5 6

e Schritt 3: Wir testen fiir jedes noch unmarkierte Paar {z, 2’} und jedes a € X, ob das
Paar {0(z,a),d(2',a)} bereits markiert ist. Falls ja, dann markieren wir auch {z, 2’}

{6(1,a),6(0,a)} ={2,1}
{6(1,0),6(0,b)} = {3,5}
{6(2,a),6(0,a)} ={2,1}
{6(2,0),6(0,b)} = {3,5}

{6(4,a),0(0,a)} ={1,1}
{6(4,0),6(0,b)} = {0,5}
= wir markieren {4,0}

{6(6,a),6(0,a)} = {5,1}
{6(6,b),6(0,0)} ={7,5}

= wir markieren {6,0}.

{6(7,a),6(0,a)} = {2,1}
{6(7,b),6(0,b)} ={0,5}
= wir markieren {7,0}.
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{6(4,a),6(1,a)} ={1,2}
{6(4,b),0(1,b)} ={0,3}

= wir markieren {4, 1}.

{6(6,a),0(1,a)} = {5,2}
{6(6,0),6(1,0)} = {7,3}
= wir markieren {6, 1}.

{0(7,a),0(1,a)} = {2,2}
{6(7,b),6(1,b)} = {0,3}
= wir markieren {7,1}.

{5(47 CL), 5(27 a)} = {L 2}
{0(4,0),0(2,b)} = {0,3}
= wir markieren {4, 2}.

{0(6,a),0(2,a)} = {5,2}
{6(6,0),6(2,b)} ={7,3}
= wir markieren {6, 2}.

{6(7,a),0(2,a)} ={2,2}
{5(73 b)v 5(2’ b)} = {Oa 3}
= wir markieren {7, 2}

{6(5,a),0(3,a)} = {3,4}
{6(5,0),6(3,b)} = {6,3}

= wir markieren {5, 3}.

{6(6,a),0(4,a)} = {5,1}
{5(63 b)v 5(4’ b)} = {7a 0}
= wir markieren {6,4}.

{6(7,a),06(4,0)} = {2,1}
{6(7,b),6(4,b)} = {0,0}
{6(7,a),6(6,a)} ={2,5}
{6(7,b),6(6,b)} ={0,7}
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= wir markieren {6, 7}.

1_
2

3 Ixx|x

4 Ix|x|x]X

5 xxx]x]|x
6 | XIx|Ix|x|x]X
7 Ixx]|x|x XXI

Wir bekommen folgende Tabelle:

e Schritt 4: Wir wiederholen Schritt 3, bis sich keine Anderung in der Tabelle mehr ergibt.

{6(1,a),0(0,a)} ={2,1}
{6(1,0),6(0,b)} = {3,5}
= wir markieren {1,0}.

{6(2,a),6(0,a)} = {2,1}
{0(2,0),6(0,0)} = {3,5}
= wir markieren {2,0}.

1 |x

2 | x

3 IxIx|x

4 Ix|x|x]X

5 xxx]x]|x
6 | XIx|Ix|x|x]X
7 Ixx]|x|x Xxl
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Aufgabe 3

Es gab diverse Ansétze zur Sprachentheorie und aus den verschiedenen Ansétzen entwickelten
sich unterschiedliche Sprachbeschreibungen, von denen sich viele jedoch als dquivalent erwie-
sen. Auch GKB-Automaten sind nur eine andere Beschreibungsform reguldrer Sprachen, wie
im folgenden in einem konstruktiven Beweis gezeigt werden soll.

Voraussetzung: DEA = NEA

Behauptung: GKB = DEA = NFEA

z.Z.. DEACGKBANGKBCNEA

Beweis:

DFEA C GKB:

Zu einem DEA M = (3,Q,s, F,A) lisst sich wie folgt ein GKB N = (X, V,E,z,y, B)
konstruieren, der die gleiche Sprache entscheidet:

1. Das Alphabet bleibt unverindert: ¥/ := %

2. Fiir alle Knoten, sowie fiir alle Kanten des DE A gibt es einen Knoten im GK B:
Qv = Q,
Qe := {QASB’(A787B) € A};
AuRerdem braucht man einen seperaten Endknoten f (f ¢ Q, A f ¢ Q.), da der GK B
im Gegensatz zum DEA genau einen Endzustand hat.

V::QUUQGU{f}
3. Implizit ergibt sich y := f.

4. Der Startzustand bleibt erhalten: x := s
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5. Die Kanten des GK B ergeben sich aus denen des DEA wie folgt:
Vi={(a,b)|3(A,s,B) € A: (a=ANb=Quasp)V(a =QaspNb=B)V(a € FAb=1y)}
d.h. fiir eine Kante von A nach B im DFEA gibt es einen Knoten Qasp im GKB,
zusammen mit 2 Kanten, eine von A nach Q455 und eine von @Q 45,5 nach B. Aufierdem
sind alle Knoten, die im DEA Endknoten waren, im GKB mit dem neu eingefiihrten
Endknoten verbunden.

6. Die Beschriftung basiert nun auf folgender Idee: Wenn es im DFEA eine Kante gibt,
0.B.d.A. (A,s,B) € A, dann bedeutet dies, da auf dem Pfad von A nach B das Zeichen
s konsumiert wird. Dies muff nun auch im GK B geschehen, dort allerdings in einem
Knoten, nicht auf einer Kante. Um dies zu erreichen wurden alle urspriinglichen Kanten
aufgespalten und jeweils ein neuer Knoten eingefiigt, sodaf man in diesem neuen Knoten
nun das Zeichen s konsumieren kann und somit immer noch auf dem Pfad von A nach B
genau das Zeichen s konsumiert. In allen Knoten, die bereits im DFE A vorhanden waren,
wird nur e gelesen, ebenso im neuen Endzustand:

Vg € (QuU{y}): Blg) :=¢

Vge (V\(QuU{y}))3A,B,s: (A,q) € EN(¢,B) € EN(A,s,B) € A (da so definiert)
Dann definiert man: B(q) := s. Man beachte, da ein einzelnes Zeichen aus ¥ bereits
ein Wort ist.

Der Automat ist weder deterministisch, noch minimal, es ist jedoch ein GK B-Automat, der
offensichtlich die gleiche Sprache entscheidet und mehr war nicht verlangt.

Dieses war der leichte Teil: In der Chomsky-Hierarchie stehen die reguldren Sprachen ganz
unten, es ist also nicht verwunderlich, daff GK B-Automaten diese unterste Sprachklasse ent-
scheiden. Nicht so selbstversténdlich ist, dafs sie nicht auch mehr kénnen:

GKB C NFEA:

Zu einem GKB N = (X', V, E, z,y, B) lasst sich wie folgt ein NEA M = (X,Q, s, F, A) kon-
struieren, der die gleiche Sprache entscheidet:

Fiir ein einzelnes Wort w, welches als Knotenbeschriftung im GK B vorkommt, ldsst sich ein
DEA konstruieren, der genau die Sprache L,, = {w} entscheidet. Dies ist iterativ mdoglich,
durch Induktion {iber die Wortldnge:

Fall n := |w| = 0: w = € trivial

n—n+1:Seia € X, ue X* w=au die Konkatenation der beiden und M = (X, G, s, F, A)
ein DEA, der die Sprache {u} entscheidet. Sei ferner 0.B.d.A. ¢ ¢ G. Dann ist M’ :=
(X,GU{g},q9,F,AU{(g,a,s)}) offensichtlich ein Automat, der {w} entscheidet.

Somit kann man zu jedem Zustand des GK B einen DFEA konstruieren, der das gleiche
Wort liest wie dieser Zustand, man kann die Zustdnde also sozusagen durch DEAs erset-
zen. Im GK B gibt es aber auch Kanten, diese werden als e-Kanten {ibernommen, aufer-
dem miissen Start- und Endzustdnde noch passend gewéhlt werden: Sei |V| = n und sind
q1,92,---,9n € V die Knoten des GK B-Automaten und seien ferner My, M,,..., M,,,
M, = (2,Qq, 5S¢, Fq,Ag)Vi € {1,...,n} die dazu korrespondierenden DFEAs (0.B.d.A

qi
n

N Qg = 0), dann setzt sich der Gesamt-NEA M = (X,Q, s, F, A) wie folgt zusammen:
i=1

6
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Die Zustandmenge ist die disjunkte Vereinigung der Zusténde aller DFE As
n
G:= U Qg
i=1
Die Menge der Endzusténde enthilt die Endzustinde des Automaten, der zum Endzustand
des GK B-Automaten korrespondiert.
F={feG|feFyNg=1y}
Analog ist der Startzustand des NEA gleich dem Startzustand des DEA, der dem Startzu-
stand des GK B-Atomaten entspricht.
5:=5¢,¢ =7
Bleiben noch die Ubergénge:

A = <U Aqi> U{(A,¢e,B)|3¢i,q; € V,3(qi,q;) e ENA€ F,, N\B = sqj}
i=1

Beachte: Die DFE As haben alle jeweils genau einen Endzustand, wodurch in der Praxis man-
ches leichter wiirde. Obiges Beispiel lasst sich aber ohne Probleme so erweitern, daf es immer
noch funktioniert, wenn die Knoten des GK B nicht mit Wértern, sondern mit reguldren Aus-
driicken beschriftet wiren. In dem Fall kénnte man daraus NEAs generieren und diese zu
minimalen DFAs umformen, die dann aber nicht mehr zwingend jeweils genau einen End-
zustand haben miissen. Aber insbesondere wiirde auch diese Erweiterung die Méchtigkeit der
G K B-Automaten nicht erhéhen!

Aufgabe 4

Die Aussage stimmt und kann folgendermassen bewiesen werden:
13
”:>

Die Aussage L(M) = ¥* bedeutet, daR M alle Worter akzeptiert. Dann akzeptiert M auch
alle Worter der Lange hochstens n.

. (14
b

Voraussetzung: Der DEA M erkennt alle Worter mit Lénge hochstens n. Es sei w ein Wort
kleinster Lange (mit Lange |w| > n), das nicht erkannt wird.

Fall 1: Das Wort wird deshalb nicht erkannt, weil es in einem Zustand keine anwendbare Regel
gibt. Es sei etwa w = wjawsy und wir befinden uns nach Abarbeitung von w; im Zustand ¢
und es existiert keine Regel fiir a. (Es gilt |wja| < |w|.) Dann ist wya ebenfalls ein Wort, das
nicht akzeptiert wird. Seine Lénge ist kiirzer als die von w. Dies steht im Widerspruch zur
Minimalitdt von w. Also tritt dieser Fall nicht ein.

Fall 2: Nach Abarbeiten von w befinden wir uns nicht in einem Endzustand. (Wir présentieren
nur die Idee, dies sollte formaler ausgefiihrt werden.) Der Automat hat n Zustdnde. Bei der
Abarbeitung von w, |w| > n, muf ein Zustand ¢ doppelt durchlaufen werden, wir haben also
eine Schleife. Das Wort zerlege sich etwa in w = wiwsws wobei wy den Teil bezeichne, der der
Schleife entspricht. Wir setzen w’ = wjws. Dieses Wort durchlduft bei der Abarbeitung bis
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auf die Schleife die gleichen Zusténde wie w. Somit wird es auch nicht akzeptiert. Allerdings
ist |w'| < |wl|, was der Minimalitdt von |w| widerspricht.



