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Aufgabe 1

Beweis durch Induktion iiber n € N
0
Induktionsanfang: n =0: |J 4;. Ap ist nach der Aufgabenstellung endlich = A abzéhlbar.
i=0

n+1
Induktionsschritt: n — n+1: Zu zeigen: |J A; ist abzdhlbar.
i=1

n
Induktionsvoraussetzung: |J A; ist abzdhlbar.
i=1

n+1 n
U A = <U Ai) U An1

i=1 i=1

n
J A; ist nach Induktionsvoraussetzung abzdhlbar, A, ist wegen der Endlichkeit (Aufga-
i=1
benstellung) ebenfalls abzéhlbar. Da die Vereinigung zweier abzdhlbaren Menge abzdhlbar ist

n+1
(dies wurde in der Vorlesung gezeigt), folgt daraus, dak |J A; abzéhlbar ist.
i=1



Skizze des Automaten:
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Spezifikationen: 3 ,
T aleswie oben
2={ a}
a

Q={i]0<=i<=2399}
F={i|(imod4=0)A (i mod2100!=0)V (i mod4=0) A (i mod 400 = 0)
s=0

A ={((i, a i+1) wenni<2399), (i, a 2000) wenn i=2399)
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Aufgabe 3

e Die Menge der Fortsetzungssprachen von L ist die Menge aller Sprachen, die an ein
Teilwort von L angehingt jeweils wieder ein Wort von L sind.

Fr, = {L'(anf) € {a,b}*|Anzahl der a und b in Worten der Sprache L’
plus die Anzahl der a und b in anf ist durch 3 teilbar}
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Aufgabe 4

1. Zunéchst gilt es zu bemerken, dass C nicht der Endzustand ist. Wir haben also zwei
Endzustéinde A und B. Wenn der Automat sich also einmal im Zus tand C' befindet
wird er nicht terminieren, d.h. kein giiltiges Wort erzeugen. Da A der Anfangszustand
und zugleich Endzustand ist, gilt schonmal,dass das leere Wort €, in der Sprache L
enthalten ist. Wir konnen in A ve rweilen, indem wir beliebig viele 0’en an das Wort
anhdngen. Wir kénnen nun aufh éren da wir uns in einem Endzustand befinden oder
in B iibergehen indem wir eine 1 anhingen. B ist ebenfalls ein Endzustand und wir
konnen noch weiter e 1’en anhingen. Es darf jedoch keine 0 mehr folgen, da wir sonst
in C landen, und der Automat dann nicht mehr terminiert. Unser Sprache besteht also
aus den Worten, die mit einer beliebigen Anzahl 0’en beginnen und mit einer beliebigen
Anzahl 1’en enden.

Ly = {uwv € {0,1}"|u € {0}* ,v € {1}"}

2. Wenn man sich den zweiten Automat, genaiir anschaut, stellt man fest, dass es eigentlich
nicht viele Moglichkeiten gibt in den Endzustand D zu gelang en. In der Tat ist dies nur
moglich mit der Zeichenfolge 101. Alle Worte dieser Sprach enden also mit 101. Ganz so
leicht ist aber dann doch nicht, denn

Ly = {w € {0,1}"|w endet mit ungerader Anzahl 10 Kombinationen gefolgt von einer 1}

Begriindung: Es gilt, nach zwei 0’en ist man immer im Zustand A und nach zwei 1’en
immer in Zustand B. Uns kann also egal sein was davor war. Betrachten wir nun das
le tzte dieser Paare, so konnen wir davon ausgehen, dass sich ab jetzt 1 und 0 nur
noch abwechseln. Und es gilt, dass man sich nach einer ungeraden Anzahl von 1 0
Kombinationen immer in Zustand C' befindet, und dann noch eine 1 bendtigt um in
Zustand D zu gelangen.

3. Auch der dritte Automat ist nicht gerade leicht. Aber man kann sich die Sache etwas
leichter machen, indem man sich die Sprachen anschaut, die entstehen , wenn man jeweils
nur einen Endzustand betrachtet. Wir betrachten also mal nur die Sprache, die durch
Endzustand A definiert wird und nennen sie L 4. Die andere nennen wir entsprechend L.
Im Prinzip besteht der Automat aus zwei Hélften, der linken Seite mit den Zusténden
A und B under rechten mit C und D. Weiter kann man erkennen, das s bei einer 1
die Seite gewechselt wird. Das heisst also, dass die Sprache L 4 nur aus Worten besteht,
die eine gerade ( 0 gehort zu den geraden Zahlen) A nzahl von 1’en enthélt, und L¢
entsprechent eine ungerade Anzahl.

Betrachten wir zunéchst L¢ genaueur ( ist leichter ). Wir landen in C' immer nach einer
ungeraden 1 und kehren dann immer nach zwei 0’en zu C zuriick. Dies bedeutet

Lo = {w € {0,1}"| Anzahl der 1’en ist ungerade und w endet mit gerader Anzahl 0’en}
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Analog besteht L4 nur aus Worten die eine gerade Anzahl 1’en enthalten und mit einer
ungeraden Anzahl 0’en enden. Mit einer Ausnahme, wenn nidmlich w kei ne 1 enthélt,
dann besteht w aus einer geraden Anzahl 0’en, da wir in A beginnen und nicht in B.

Ly = {we€{0,1}"|Anzahl 1’en in w ist gerade > 0 und endet mit ungerader

Anzahl 0’en oder w besteht nur aus gerader Anzahl 0’en}

Aufgabe 5

a) Zu zeigen ist, dass die Sprache L; = {a®"|n € N} nicht reguldr ist. Zwei verschidene
Verfahren, um die Nichtreguléritdt einer Sprache zu zeigen, sind das Pumping-Lemma fiir
reguldre Sprachen und die Myhill-Nerode Relation.

¢ Beweis mit Pumping - Lemma

Wir nehmen an, dass die Sprache L; regulér ist. Nach dem Pumping Lemma gibt es
dann eine Zahl n > 1, so dass jedes Wort w = a®" € L; mit |w| > n zerlegt werden
kann in w = xyz mit y # €. Dann ist y = a¥, k > 1. Nach dem Lemma folgt dann, dass
alle w' = zy'z fiir alle i € N, d.h alle w’ = a®"** in L, sind. Daraus folgt aber, dass
2" + k = 2™ fiir alle £ > 1, m > n gelten soll. Das ist offenbar ein Widerspruch, weil fiir
k=1 die linke Seite keine zweier Potenz ist.

= die Sprache L; ist keine reguldre Sprache.

e Beweis mit dem Satz von Myhill - Nerode

Wir nehmen an, dass die Sprache L regulér ist. Dann existiert ein DEA, der die Sprache
akzeptiert und der minimal ist. Nach dem Satz von Myhill - Nerode existieren endlich
viele Aquivalenzklassen beziiglich der Myhill - Nerode Relation. Das ist aber ein Wi-
derspruch, weil fiir beliebige m und n, m > n, " und a®" nicht in derselben Aquiva-
lenzklasse sind (daraus folgt, dass es unendlich viele Aquivalenzklassen gibt). Hier gilt,
dass der Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgende 2-er Potenzen 2™ und 2m+! 2™
ist. Setzt man also a®" mit 2" a’s fort, bleibt man in derselben Sprache. Setzt man aber
a®" mit 2" a’s fort, ist man nicht mehr in der Sprache, weil die nichste 2-er Potentz
2mFl — 9m 4 9™ jst und 2™ 4 2™ > 2™ 4 2" gilt.

= es existieren unendlich viele Aquivalenzklassen.

= die Sprache L, ist nicht regulér.

b) Zu zeigen ist, dass die Sprache Ly = {w € {a,b}*| |w|s, = |w|p} nicht regulér ist.

e Beweis mit dem Satz von Myhill - Nerode
Wir nehmen an, dass die Sprache Lo regulér ist. Nach dem Satz von Myhill - Nerode
existieren endlich viele Aquivalenzklassen beziiglich der Myhill - Nerode Relation.
Es gilt:
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[e] # [a], weil eab € Lo, aber aab ¢ Lo

[a] # [aa], weil ab € Ly, aber aab ¢ Lo

Im Allgemeinen gilt, dass [a’] # [a] fur i # j.

= es gibt unendlich viele Aquivalenzklassen. Das ist ein Widerspruch!
= die Sprache Lj ist nicht regulér.

¢ Beweis mit Pumping - Lemma
Wir nehmen an, dass die Sprache reguldr ist. Sei n die nach dem Pumping-Lemma
existierende Konstante. Offenbar ist w = a™b” € Lo und nach dem Pumping-Lemma
existiert eine Zerlegung zyz von w mit |zy| < n und y # €. Dann gilt, dass y = 17 fiir
irgendein j > 1. Nach dem Pumping-Lemma muss auch w’ = a"*/b" in der Sprache
sein.
Das ist offenbar ein Widerspruch!
= die Sprache L5 ist nicht regulér.



