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_a` ��bc��de��f

g�hjikhjlnmpoJqXr�s�tvuxw[oJqXy�z�ln{|w~}X�Khjr
n ∈ N

���Z�����	���>�K�Z���[�Z�x�[�Z�Z�
n = 0 :

0
⋃

i=0

Ai � A0

lnm�z�w��|s�t�oXhjr��pqJ�6�]�/�	hjw[m�z�hj����qXwX��hjw[oJ��lns�t
⇒
���/�X���/tX�����/r �

���Z�����	���>�K�Z���"�/���|����� �
n → n + 1 : ¡ q¢�"hjl��£hjw1¤ n+1

⋃

i=1

Ai

lnm�zc�/�X���/tX�����/r �
uxw[oJqXyRz�ln{|w[m�¥£{|r¦�/q[m¦m�hjz���qXwX�[¤ n

⋃

i=1

Ai

lnm�zc�/�X���/tX�����/r �
n+1
⋃

i=1

Ai =

(

n
⋃

i=1

Ai

)

∪ An+1

n
⋃

i=1

Ai

lnm�z3w��|s¦t§uxw[oJqXyRz�ln{|w[m�¥£{|r¦�/q[m�m�hjz���qXwX�H�/�X���/tX�����/r"¨
An+1

lnm�z©ikhj�£hjwªoXhjr�«�w[oJ��lns¦tXy£hjl�z­¬Q�cqJ�Q�]�¯®
�	hjw[m�z�hj����qXwX�R°khj�KhjwJ�W�/���nm��/�X���/tX�����/r ��± �©oJlnhc²Bhjr�hjl�wXl�� qXwX�³��i´hjlnhjrµ�/�X���/tX�����/r�hjw¢¶vhjwX�£h%�/�X���/tX�����/r�lnm�z¬QoJlnh�m�i�qXr�oXh3l�w¢oXhjrµ²B{|r��nh�m�qXwX���£hj�"hjl�� zF°+¨[�Q{|��� zµo[�/r¦�/q[m"¨�o[�/· n+1

⋃

i=1

Ai
�/�X���/tX�����/rµlnm�z �

¸
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_a
`��bc��de��

�
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Skizze des Automaten:

F = { i | (i mod 4 = 0) /\ (i mod 100 !=0)

Q = {i | 0 <= i <= 2399}

Spezifikationen:

Σ = { a }

\/ (i mod 4 = 0) /\ (i mod 400 = 0)

s = 0

∆ = {((i, a, i+1) wenn i<2399), (i, a, 2000) wenn i=2399}
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_a` ��bc��de���

• ± lnh­¶ThjwX�£h­oXhjr��[{|r�z�m�hjz���qXwX�£m�m��Xr¦�|s�t[hjw ¥£{|w�� lnm�z oJlnhv¶vhjwX�£h­�/���nhjr	�
�Xr¦�|s�t[hjw1¨�oJlnhv�/wAhjl�w��hjl���ik{|r�z ¥£{|w��V�/wX�£hjt��/wX� z�
 hji´hjl��nmµi�lnh�oXhjrchjl�w��H{|r�zc¥£{|w��Hm�l�w[o �
FL = {L′(anf) ∈ {a, b}∗|

�cwX���/tX�ZoXhjrc�³qXw[o~�~l�w	�H{|r�z�hjwvoXhjr��
�Xr¦�|s¦t[h����
�X��q[mcoJlnh��cwX���/tX�1oXhjr ��qXw[o~�¢l�w­�/wJ��lnm�zµoJqXr�s�t���z�hjl������/r

}

•

�
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_a` ��bc��de� &

¸ � ¡ qXw��|s¦t[m�z � l���z³h�m3��q§�Kh���hjr�y£hjw1¨�o[�|m�m C
wXlns�t]z�oXhjr «�w[oJ��q[m�z¦�/w[o§lnm�z � � l�r©t��/�	hjwª�/�nm¦{­��i´hjl«Bw[oJ��q[m�z¦�/w[oXh

A
qXw[o

B � �HhjwXwªoXhjr��pqXz�{�� �/z³m�lns�t��/�nm¦{Thjl�w�� �/��l�� ¡ q[m�z¦�/w[o C
�Kh��[w[oXhjz

i�l�r�o hjr wXlns¦t]z�z�hjr��³l�wXlnhjr�hjw1¨1o � t � y£hjl�w � }X��z�l��£h�m �H{|r�z%hjr��"hjqX�£hjw �1± � A
oXhjr%�pwJ� �/wX�£m���q[m�z¦�/w[o

qXw[o ��qX� �nhjlns�tA«Bw[oJ��q[m�z¦�/w[o lnm�z"¨�� l���z�m¦s�t[{|w�� �/�W¨ o[�|m�m8o[�|m³�nh�hjr�h	�H{|r�z
ε
¨�l�w oXhjr��
�Xr¦�|s�t[h

L1hjwRz�t��/��z�hjwªlnm�z � � l�r3y	�|wXw[hjw§l�w A
¥£h r�ikhjl��nhjw1¨�l�w[oXh�� i�l�r©�Khj��lnhj�Xl��T¥�lnhj�nh�
 � hjw��/w<o[�|m �H{|r�z

�/wXt��/wX�£hjw � � l�r3y	�|wXw[hjw§w]qXw��/qJ�6t��|r�hjw§o[�¢i�l�r©qXw[m©l�w<hjl�w[h�� «�w[oJ��q[m�z¦�/w[o§�	h��[w[oXhjw§{�oXhjrl�w
B
}X�Khjr��£hjt[hjw�l�w[oXh�� i�l�r�hjl�w[h ¸ �/wXt��/wX�£hjw � B lnm�z³hj�KhjwJ�W�/���nm�hjl�w «�w[oJ��q[m�z¦�/w[o qXw[oªi�l�ry	�|wXw[hjw w[{�s�t i´hjl�z�hjr�h ¸ � hjwH�/wXt��/wX�£hjw � «Bm%o[�/r � 
 h�oX{�s�t y£hjl�w[h

���hjtXr �Q{|���£hjw1¨	o[�ei�l�r%m�{|w[m�zl�w

C
���/w[oXhjw1¨XqXw[o¢oXhjrc�pqXz�{�� �/zco[�/wXwvwXlns�t]z���hjtXrµz�hjr��³l�wXlnhjr�z ��� w[m�hjr �
�Xr¦�|s¦t[h��	h�m�z�hjt]z �/�nm�{�/q[m�oXhjw��H{|r�z�hjw1¨JoJlnh��³l�z�hjl�w[hjr��Khj��lnhj�Xl��£hjw~�pwX���/tX��
 � hjw8�Khj� l�wXw[hjw qXw[o��³l�z´hjl�w[hjr��	hj��lnhj�Xl��£hjw

�pwX���/tX� ¸ � hjw­hjw[oXhjw �
L1 = {uv ∈ {0, 1}∗|u ∈ {0}∗ , v ∈ {1}∗}

� � �HhjwXw
� �/w³m�lns¦t³oXhjw©��i´hjl�z�hjw �cqXz�{�� �/z"¨/�£hjw��/}XrB�/w[m�s¦t��/qXz"¨ m�z�hj����z�� �/w©� h�m�z"¨/o[�|m�m�h�m�hjl��£hjw]z���lns�twXlns¦t]z�¥�lnhj�nhµ¶��|� ��lns¦tXy£hjl�z�hjw � l��Xzkl�w oXhjw «�w[oJ��q[m�z¦�/w[o
D
��q �£hj���/wX� hjw � uxw oXhjr ���/zklnm�zkoJlnh�m wRqXr���|� ��lns¦t��³l�z´oXhjr ¡ hjlns�t[hjwJ� {|���£h ¸ 
 ¸ � �p���nh �H{|r�z�h oJlnh�m�hjr �
�Xr¦�|s�t~hjw[oXhjw �/�nm¦{��³l�z ¸ 
 ¸ ��� �/wX� m�{�nhjlns¦t]zplnm�zc�/�Khjrpo[�/wXw­oX{Rs¦t¢wXlns�tRz"¨�oXhjwXw

L2 = {w ∈ {0, 1}∗|w
hjw[oXhjz��³l�z�qXwX�£hjr¦�|oXhjrp�pwX���/tX� ¸ 

�p{��3�Xl�w��/z�ln{|w[hjwT�£h+�Q{|��� zµ¥£{|wvhjl�w[hjr ¸

}

g�hj� r�}Xw[oJqXwX�[¤1« m � l���z"¨
w��|s¦t ��ikhjl�
 � hjw lnm�z�� �/w l��
��hjr l�� ¡ q[m�z¦�/w[o A
qXw[oTw��|s�t ��i´hjl ¸ � hjw

l��
��hjr©l�w ¡ q[m�z¦�/w[o B ��� w[m%y �/wXw<�/�nm�{¢hj�]�/� m¦hjl�wHi´�|m�o[��¥£{|r©i´�/r � g�hjz�r¦�|s¦t]z�hjw§i�l�r�w]qXw§o[�|m�nhTz���z�hToJlnh�m�hjr���� �/r�h ¨�m¦{Vy	�|wXw[hjw i�l�r~o[��¥£{|w �/q[m��£hjt[hjw1¨�o[�|m�m m�lns¦t �/� 
�hjz���z ¸ qXw[o 
HwRqXr
w[{�s�t �/�]ikh�s¦t[m�hj��w ��� w[o h�m~� l���z"¨�o[�|m�m!� �/w m�lns�t w��|s¦t hjl�w[hjr¢qXwX�£hjr¦�|oXhjw �pwX���/tX��¥£{|w ¸ 
�p{��3�Xl�w��/z�ln{|w[hjw l��
��hjr�l�w ¡ q[m�z¦�/w[o C

�Kh��[w[oXhjz"¨�qXw[o�o[�/wXw�w[{Rs¦t�hjl�w[h ¸ �Khjw"�|z�l�� z q�� l�w
¡ q[m�z¦�/w[o D

��q¢�£hj���/wX�£hjw �
� � �pq[s�t§oXhjr3oJr�l�z�z�h��pqXz�{�� �/z3lnm�z3wXlns�t]z©�£hjr¦�|oXh��nhjlns¦t]z � �p�	hjr�� �/wHy �/wXwVm�lns�t<oJlnh �J�|s�t[h8hjz i��|m�nhjlns¦t]z�hjr�� �|s�t[hjw1¨/l�w[oXh��#� �/w©m�lns¦t©oJlnh �
�Xr¦�|s�t[hjw��/w[m�s�t��/qXz"¨|oJlnhkhjw]z�m�z�hjt[hjw ¨"i´hjwXw$� �/w 
 hji´hjl��nm
wRqXr3hjl�w[hjwV«�w[oJ��q[m�z¦�/w[oH�	hjz�r¦�|s�t]z�hjz � �Al�r%�	hjz�r¦�|s�tRz�hjwª�/�nm¦{�� �/�Bw]qXr3oJlnh �
�Xr¦�|s¦t[h ¨ZoJlnh�oJqXr�s¦t«Bw[oJ��q[m�z¦�/w[o

A
oXh��[wXlnhjr�zZi�l�r�o3qXw[o%w[hjwXw[hjw©m�lnh

LA �"± lnh �/w[oXhjr�hBw[hjwXw[hjw©i�l�rZhjw]z�m��Xr�h�s�t[hjw[o LC �u%�&��r�l�wX��l � �Kh�m�z�hjt]z%oXhjr �pqXz�{�� �/z��/q[m ��ikhjl(' �/� �6z�hjw1¨KoXhjr ��l�wXy£hjw ��hjl�z�h$�³l�z%oXhjw ¡ q[m�z¦�/w[oXhjw
A
qXw[o

B
qXw[oXhjr³r�h�s¦t]z�hjw)�³l�z

C
qXw[o

D � �Hhjl�z�hjr y|�/wXw*� �/w hjr�y£hjwXw[hjw1¨Bo[�|m³m �	hjl�hjl�w[hjr ¸oJlnh���hjl�z�h �£hji´h�s�t[m�hj��zµi�l�r�o �X± �|m�t[hjlnm�m�z��/�nm�{X¨Jo[�|m�m�oJlnh �
�Xr¦�|s¦t[h LA

wRqXrc�/q[m �H{|r�z�hjw~�Kh�m�z�hjtRz"¨
oJlnh8hjl�w[he�£hjr¦�|oXhT¬�
¢�£hjt"�|r�z���q§oXhjw<�£hjr¦�|oXhjw ¡ �/tX�nhjw
°���wX���/tX�´¥£{|w ¸ � hjwªhjw]z�t��/��z"¨�qXw[o LChjwRz�m �Xr�h�s�t[hjwRz%hjl�w[h qXwX�£hjr¦�|oXh3�pwX���/tX� �g�hjz�r¦�|s¦t]z�hjw~i�l�r´��qXw��|s�t[m�z

LC

�£hjw��/q[hjqXr�¬1lnm�z �nhjlns¦t]z�hjrc° � � l�rk���/w[oXhjw8l�w C
l��
��hjr´w��|s�t hjl�w[hjr

qXwX�£hjr¦�|oXhjw ¸ qXw[o y£hjtXr�hjwvo[�/wXw­l��
��hjrµw��|s�t¢��i´hjl+
 � hjw~��q
C
��qXr�}[s�y �[± lnh�m��Kh�oXhjqXz�hjz

LC = {w ∈ {0, 1}∗|
�pwX���/tX�1oXhjr ¸ � hjw¢lnm�z�qXwX�£hjr¦�|oXh3qXw[o

w
hjw[oXhjz,�³l�zc�£hjr¦�|oXhjrc�cwX���/tX�+
 � hjw

}

-
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�pw��/�n{|� �Kh�m�z�hjt]z
LA

wRqXrc�/q[m �H{|r�z�hjw~oJlnh hjl�w[h �£hjr¦�|oXh �cwX���/tX� ¸ � hjw~hjw]z�t��/��z�hjw~qXw[o �³l�z�hjl�w[hjr
qXwX�£hjr¦�|oXhjw<�cwX���/tX��
 � hjw hjw[oXhjw � ¶vl�z%hjl�w[hjr �pq[m�w��/t���h ¨	i´hjwXwHw�� �³��lns�t w

y£hjl�w[h ¸ hjw]z�t��/��z"¨
o[�/wXw­�Kh�m�z�hjtRzµi �/q[mµhjl�w[hjrc�£hjr¦�|oXhjw­�cwX���/tX�+
 � hjw1¨[o[� i�l�r�l�w

A
�Khj� l�wXw[hjw¢qXw[o¢wXlns�t]zpl�w

B �

LA = {w ∈ {0, 1}∗|
�pwX���/tX� ¸ � hjw¢l�w

w
lnm�zµ�£hjr¦�|oXh

>

�qXw[o¢hjw[oXhjz��³l�zµqXwX�£hjr¦�|oXhjr

�pwX���/tX� 
 � hjw­{�oXhjr
w
�	h�m�z�hjt]zµwRqXrp�/q[mµ�£hjr¦�|oXhjrp�cwX���/tX� 
 � hjw

}

_a` ��bc��de� �

�£° ¡ q �"hjl��£hjw lnm�z"¨ko[�|m�m~oJlnh �
�Xr¦�|s¦t[h L1 = {a2n

|n ∈ N}
wXlns¦t]z~r�hj� qX���/r~lnm�z � ¡ ikhjl%¥£hjr�m¦s�tXlnoXhjw[h²Bhjr �W�/tXr�hjw1¨Bq�� oJlnh��clns¦t]z�r�hj� qX���/r�l�z¦�/z~hjl�w[hjr �
�Xr¦�|s¦t[h­��qA�"hjl��£hjw1¨ m�l�w[o�o[�|m ��q�� �Xl�wX�|® �1h��
� �<�Q}Xr

r�hj� qX���/r�h �
�Xr¦�|s¦t[hjw­qXw[o¢oJlnh%¶���tXl���� ®��phjr�{�oXh��chj���/z�ln{|w �
• �
	��
	 �6���<�>�
�©�������Q������� 	 ���H�
� l�r�w[hjt���hjw��/w1¨�o[�|m�m�oJlnh��
�Xr¦�|s�t[h

L1

r�hj� qX���/r lnm�z � � �|s¦t§oXh�� ��q�� �Xl�wX� �1h��
� �T� l��Xz h�mo[�/wXwªhjl�w[h ¡ �/tX� n ≥ 1
¨�m�{¢o[�|m�m 
�h�oXh�m �H{|r�z

w = a2n

∈ L1

�³l�z
|w| > n

�"hjr��nhj� z�ikhjr�oXhjw
y �/wXw¢l�w

w = xyz
�³l�z

y 6= ε �[± �/wXw¢lnm�z y = ak, k ≥ 1 � � �|s�t­oXh�� �1h��
� � � {|��� zco[�/wXw1¨[o[�|m�m�/���nh
w′ = xyiz

�6}Xr��/���nh
i ∈ N
¨1o � tª�/���nh w′ = a2n+k l�w L1

m�l�w[o �Z± �/r¦�/q[m3� {|��� z©�/�Khjr"¨Zo[�|m�m
2n + k = 2m �Q}Xrµ�/���nh k ≥ 1,m > n

�£hj��z�hjw¢m�{|��� ��± �|m�lnm�z´{���hjw]���/rµhjl�w � lnoXhjr�m �Xr�q[s�t1¨Ji´hjl��	�6}Xry�� ¸ oJlnh ��l�wXy£h ��hjl�z�h�y£hjl�w[h%��ikhjlnhjr���{|z�hjwX�©lnm�z �
⇒
oJlnh �
�Xr¦�|s�t[h

L1

lnm�zµy£hjl�w[h%r�hj� qX���/r�h �
�Xr¦�|s�t[h �
• �
	��
	 �6���<�>� � 	 ���	�J���! 
�
�#"%$Z���'&'&(�*) 	 �¯��� 	
� l�r�w[hjt���hjw �/w1¨|o[�|m�m�oJlnh �
�Xr¦�|s�t[h

L1

r�hj� qX���/r�lnm�z �|± �/wXw³h,+�lnm�z�lnhjr�z�hjl�w ± «B��¨|oXhjr�oJlnh �
�Xr¦�|s¦t[h�/y��"h �Xz�lnhjr�z%qXw[o oXhjr �³l�wXl�� �/��lnm�z � � �|s¦t oXh�� �J�/z�� ¥£{|w ¶��RtXl�����®-�phjr�{�oXh h,+�lnm�z�lnhjr�hjw hjw[oJ��lns¦t¥�lnhj�nh/.-0]qXl�¥ �/�nhjwX��y����|m�m�hjw§�Khj��}X� ��lns¦t oXhjr ¶���tXl���� ®1�phjr�{�oXh/�chj���/z�ln{|w ��± �|m�lnm�z �/�	hjr hjl�w � l ®oXhjr�m��Xr�q[s�t1¨	ikhjl����Q}Xrp�	hj��lnhj�Xl��£h
m
qXw[o

n
¨
m > n

¨
a2n qXw[o

a2m wXlns�tRz%l�wToXhjr�m¦hj���Khjw2.-0]qXl�¥ �¯®
�nhjwX��y����|m�m�h©m�l�w[o<¬Qo[�/r¦�/q[mp� {|��� z"¨�o[�|m�m h�mµqXw[hjw[oJ��lns¦t ¥Rlnhj�nh3.-0]qXl�¥ �/�nhjwX��yR���|m¦m�hjwv� l��XzF° � 'clnhjrp� l���z"¨o[�|m¦m�oXhjr��c�[m�z¦�/w[o ��i�lnm�s�t[hjwH��i´hjlk�/qJ� hjl�w��/w[oXhjr �Q{|���£hjw[oXh � ® hjr���{|z�hjwX�"hjw

2m qXw[o 2m+1 2mlnm�z � ��hjz���z � �/w¢�/�nm�{ a2n �³l�z
2n � � m´� {|r�z"¨]�X�nhjl��Xz � �/w l�w~oXhjr�m�hj���	hjw��
�Xr¦�|s¦t[h � ��hjz���z � �/w~�/�	hjr

a2m �³l�z
2n � � m3�Q{|r�z"¨1lnm�z � �/w<wXlns�t]z ��hjtXr©l�w<oXhjr �
�Xr¦�|s¦t[h ¨�ikhjl��koJlnh w��|s�t[m�z�h � ® hjr$��{|z�hjw]z��

2m+1 = 2m + 2m lnm�z�qXw[o 2m + 2m > 2m + 2n � l���z �
⇒
h�mch,+�lnm�z�lnhjr�hjw­qXw[hjw[oJ��lns�t­¥�lnhj�nh�.-0RqXl�¥|�/�nhjwX��y����|m�m�hjw �

⇒
oJlnh �
�Xr¦�|s�t[h

L1

lnm�zµwXlns¦t]zcr�hj� qX���/r �
�
° ¡ q~�"hjl��£hjw¢lnm�z"¨[o[�|m�m�oJlnh �
�Xr¦�|s¦t[h L2 = {w ∈ {a, b}∗| |w|a = |w|b}

wXlns�t]zpr�hj� qX���/rµlnm�z �
• �
	��
	 �6���<�>� � 	 ���	�J���! 
�
�#"%$Z���'&'&(�*) 	 �¯��� 	� l�r�w[hjt���hjwª�/w1¨1o[�|m�m�oJlnh �
�Xr¦�|s¦t[h

L2

r�hj� qX���/r3lnm�z � � �|s�t<oXh�� �J�/z���¥£{|w<¶���tXl�����®4�phjr�{�oXhh,+Jlnm�z�lnhjr�hjw­hjw[oJ��lns¦t­¥�lnhj�nh1.-0]qXl�¥ �/�nhjwX��y����|m�m�hjw¢�	hj��}X� ��lns�tToXhjrc¶!��tXl����	®5� hjr�{RoXh1�phj���/z�ln{|w �« mµ� l���z"¤
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@A=/4B.�4>9	C	D�.�4>=/)FEHG�*JI�2�9K9	=/L
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,WCX2�YZ=/9[Y	?Q2]\+\3^

[ε] 6= [a]
¨Xi´hjl��

εab ∈ L2

¨��/�	hjr
aab /∈ L2

[a] 6= [aa]
¨Xikhjl��

ab ∈ L2

¨[�/�	hjr
aab /∈ L2u%� �p�����£h���hjl�w[hjw­� l���z"¨[o[�|m�m

[ai] 6= [aj ]
�QqXr

i 6= j �
⇒
h�mµ� l��XzµqXw[hjw[oJ��lns�tv¥Rlnhj�nh�.-0RqXl�¥ �/�nhjwX��yR���|m�m¦hjw �[± �|m�lnm�zµhjl�w�� lnoXhjr�m �Xr�q[s�t��

⇒
oJlnh �
�Xr¦�|s�t[h

L2

lnm�zµwXlns¦t]zcr�hj� qX���/r �
• �
	��
	 �6���<�>�
�©�������Q������� 	 ���H�
� l�r w[hjt���hjw �/w1¨�o[�|m�m~oJlnh �
�Xr¦�|s�t[h r�hj� qX���/r~lnm�z � ��hjl w oJlnhTw��|s�t oXh�� ��q�� �Xl�wX�|® �1h��
� �h,+Jlnm�z�lnhjr�hjw[oXh��c{|w[m�z¦�/w]z�h ��� ��hjw]���/r lnm�z w = anbn ∈ L2

qXw[o§w��|s�t�oXh�� ��q�� �Xl�wX�|® �1h��
� �
h,+Jlnm�z�lnhjr�z%hjl�w[h ¡ hjr��nhj� qXwX� xyz

¥£{|w
w
�³l�z

|xy| ≤ n
qXw[o

y 6= ε ��± �/wXw � l���z"¨
o[�|m¦m y = 1j �Q}Xrl�r��£hjw[oXhjl�w
j ≥ 1 � � �|s�t�oXh�� ��q�� �Xl�wX�|® �1h��
� � �©q[m�m³�/q[s�t w′ = an+jbn l�w§oXhjr �
�Xr¦�|s¦t[hm¦hjl�w �

± �|m�lnm�zµ{��	hjwR���/rphjl�w�� lnoXhjr�m �Xr�q[s�t��
⇒
oJlnh �
�Xr¦�|s�t[h

L2

lnm�zµwXlns¦t]zcr�hj� qX���/r �

�


