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Ubungsblatt 1

1. (12 Punkte)

(a) Wir nennen eine Menge M nummerierbar, wenn es eine surjektive Abbildung von IN nach M gibt.
Sie heifit aufzdhlbar, wenn eine injektive Abbildung von M nach IN existiert.
Zeigen Sie, dass der in der Vorlesung definierte Begriff der Abzé&hlbarkeit eine dquivalente Charak-
terisierung dieser beiden Begriffe ist. D.h., zeigen Sie, dass abzdhlbare Mengen auch nummerierbar
und aufzdhlbar sind, und dass nummerierbare bzw. aufzihlbare Mengen auch abzéhlbar sind.

(b) Beweisen Sie, dass die Menge Q der rationalen Zahlen abzihlbar ist.

2. (8 Punkte)
Es sei A eine endliche Menge. Zeigen Sie, dass die Menge {f : A — IN} aller Funktionen von A nach
IN abzahlbar ist.

3. (10 Punkte)
Wir beweisen nun: IN x IN ist nicht abzidhlbar. Wo liegt der Fehler?

Jede natiirliche Zahl u 148t sich eindeutig darstellen in der Form
u = Z’LM 2" mit u; € {0,1}.
i=0

Also konnen wir u mit der unendlichen Bitfolge (ug,u1,us,...) identifizieren. Dies erweitern wir fiir
die Menge der Paare natiirlicher Zahlen, und stellen (u,v) durch die verschrinkte Bitfolge
(UQ, Vo, U1, V1, U2,V2, .. ) dar.

Wir nehmen nun an, dass eine Aufzihlung von IN x IN existiert. Diese ist eine Aufzédhlung solcher
Bitfolgen. Wendet man darauf das in der Vorlesung vorgestellte Cantorsche Diagonalisierungsverfahren
an, so erhélt man ein Paar, das in der Aufzihlung nicht vorkommt. Damit haben wir einen Widerspruch
erzeugt und folgern, dass IN x IN nicht aufzéhlbar ist.

Hinweis: Denken Sie Thr Argument wirklich bis zum Ende durch. Bei dieser Aufgabe ist man leicht
versucht, zu frith aufzuhoren.

4. (Zusatzaufgabe; 5 Punkte)

Man kann folgendermaflen beweisen, dass die Menge der reellen Zahlen im Intervall [0, 1] nicht abzéhlbar
ist:

Wir nehmen das Gegenteil an und betrachten eine Aufzihlung der Elemente in [0, 1]. Das i-te Element
dieser Aufziihlung umgeben wir mit einem Intervall I; C [0,1] der Linge 107% i = 1,2,3,.... Die
Vereinigung | J,~, I; ergibt eine vollsténdige Uberdeckung des Intervalls [0, 1]. Betrachtet man jedoch
die Summe der Intervalllingen Y., |I;|, so erhilt man einen Wert kleiner als 1. (Warum?) Damit
haben wir einen Widerspruch hergeleitet.

Wir iibertragen diesen Beweis nun wortlich auf die rationalen Zahlen in [0, 1]. Warum ist das falsch?



