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Aufgabe 1

bearbeitet von Dirk Heine
Laut Definition gilt:

A<B=3df: Y- :weAs f(w) €B

B<(C=dg: X" =¥ :wveB&gw el

f und g sind total rekursiv und iiberall definiert.

Idee: Wendet man auf eine Eingabe w zunéchst die Funktion g, und auf das
Ergebnis dann die Funktion f an, so ist die Transitivitdt nach Definition bereits
gezeigt.

A<C=3dh: ¥ =¥ :we A< h(w) € C laut Definition

Sieht man nun die Funktion h als Konkatenation der beiden Funktionen f und g
an, so gilt:

A<B<C=3f,g: X" =Y :weA&gw) e B& f(glw) € C
Also gilt insbesondere auch:
A<C=3df,g: Y=Y weAs f(glw)) e

Konstruktion:

Sei f die zur Reduktion A < B, und g die zur Reduktion B < C' gehérende Funk-
tion. Sei Ms eine (stets haltende) Turing-Maschine, die genau die Worter aus C'
akzeptiert. Dann bauen wir eine (stets haltende) Turing-Maschine M, die genau
die Worter aus A akzeptiert, wie folgt: M; wendet zunéchst die Funktion g auf
die Eingabe w an, und berechnet g(w). Dann wendet M; auf g(w) die Funktion f
an, und berechnet f(g(w)). Dann simuliert M; auf f(g(w)) die Maschine M, und
akzeptiert w genau dann, wenn M, das Wort f(g(w)) akzeptiert. Laut Definition
ist dies korrekt.



Aufgabe 2

bearbeitet von Jan Hendrik Dithmar
Quelle: ,Einfithrung in die Automatentheorie, Formale Sprachen und Komple-
xitdtstheorie®, Hopcroft, 2. Auflage

Behauptung:
Ist L, eine kontextfreie Sprache fiir die Liste A, dann ist L, eine kontextfreie

Sprache.

Beweis:

Sei X das Alphabet der Zeichenreihe aus Liste A = wywy...wy und I = {ay, ..., a}
die Menge der Indexsymbole. Wir entwerfen einen DKA P, der L, akzeptiert und
wie folgt arbeitet:

1. Solange P Symbole aus ¥ sieht, werden diese auf dem Stack gespeichert.
Da alle Zeichenreihen aus ¥* in L, enthalten sind, werden sie im weiteren
Verlauf von P akzeptiert.

2. Sobald P ein Indexsymbol aus I sieht, etwa a;, werdem Symbole vom Stack
entfernt und P priift, ob die obersten Symbole w? bilden. wZ stellt dabei
die Spiegelung der korrespondierenden Zeichenreihe dar.

a)

b)

Falls nicht, dann ist die bisherige Eingabe sowie jede Fortsetzung dieser
Eingabe in L, enthalten. P wechselt daher in einen akzeptierenden Zu-
stand und verarbeitet alle weiteren Eingaben, ohne dabei den Stack zu
verdndern.

Wurde wf vom Stack entfernt ohne dass die Stackanfangsmarkierung
auf dem Stack sichtbar ist, dann akzeptiert P, erinnert sich in diesem
Zustand jedoch daran, dass nur nach Symbolen aus I gesucht wird und
eine Zeichenreihe aus L, auftreten konnte, die P nicht akzeptiert. P wie-
derholt solange Schritt 2., wie die Frage nicht gelost ist, ob die Eingabe
in L, enthalten ist.

Wurde wf vom Stack entfernt und ist die Stackanfangsmarkierung auf
dem Stack sichtbar, dann hat P eine in L, enthaltene Eingabe gese-
hen und akzeptiert diese Eingabe nicht. Folgen allerdings noch weitere
Eingaben, wechselt P in einen Zustand, in dem alle weiteren Eingaben
akzeptiert werden und der Stack unverédndert bleibt.

3. Sieht P nach einem oder mehreren Symbolen aus [ ein weiteres Symbol aus
3], dann besitzt die Eingabe nicht die korrekte Form einer Zeichenreihe aus

L,

. P wechselt daher in einen Zustand, in dem er diese sowie alle weiteren

Eingaben akzeptiert ohne den Stack zu verdndern.



Aufgabe 3

bearbeitet von Jan Hendrik Dithmar

(a)

Mit dieser Einschréinkung ist das PCP entscheidbar, da das Problem auf die
Lange der Strings reduziert wird, wenn das Alphabet nur ein Zeichen enthélt.
Idee:

Es wird dabei angenommen, dass kein Teil enthalten ist, bei dem |z;| = |y;|, da
sonst das Problem trivial l6sbar wire.

1. Finde (i,9:) und (z;,5;) mit (2] > Jos] Ayl < [y v (ll < Jay| A
lyil > |y;|). In diesem Fall besitzt das PCP keine Losung, da die Strings
offensichtlich nie gleich lang sein werden konnen, da mit jeder ,,Spielkarte
der obere oder der untere String immer um mehr erhéht wird als der andere.
— ablehnen und terminieren.

2. Wurde das Paar gefunden, so ist I = ( 1 , 7 ) Losung des

15| =lyjll=mal ||z;|—|y;||—mal

PCP.

Beweis: Zu zeigen:

il - [l = Tysll =+l - Nl = lwall =yl - Vs | = lys I+ Ly - il = il
& Jasl -] = lysll =yl - Ml = lysll =yl - Nl = lyal| = T - [l = lwall
& (il = lyal) - (5] = Tyl = (sl = l250) - (g | = lwsl])

Durch eine Fallunterscheidung, ob nur (|z;| > |z;| A |y;| < |y;|) oder (|z;| <
|z;| A |yl > ly;|) fiir das gefundene Paar galt, lassen sich die Betragsstriche
entfernen. Fiir beide Félle ergibt die Gleichung offensichtlich wahre Aussagen.

1. Fall:
(il = fwl) - (sl +Mysl) = (ol = lagl) - (sl = Jwil)
& (Jzi] = lyil) - (=0 - (5] = lysl) = (=) - (5] = lysl) - (sl = i)
-1 = -1 (w)

2. Fall:

(il = lyil) - (sl = lysl) = (sl = l5l) - (=l + Jil)
& (il = lyl) - (=1) - (gl = l251) = (gl = las) - (=1) - (] = wal)
(=) = (=) (w)



(c)

Nicht entscheidbar. Beweis durch Gegenbeispiel:
¥ =4{0,1,2,3,4,5,6,7}; %] =8
Spielkarten:
(01,0); (10, 1); (23,2); (32,3); (45,4); (54,5); (67,6); (76, 7)

Féngt man z.B. mit (01,0) an, so muss man als nichstes zweimal (10,1) nehmen.
Danach muss man wieder (01,0) nehmen; das Spiel geht von vorne los. Die obere
Zeile der ,Spielkarte® bekommt dadurch einen enormen ,,Vorsprung®, der nicht
wieder eingeholt werden kann. Somit lauft die TM ewig und das Problem ist nicht
entscheidbar.



