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Aufgabe 1

(a)

1. Zu zeigen: M abzdhlbar = M nummerierbar.

(b)

Beweis:
1. Fall: M ist endlich: M := {ag,a1,...,an_1}, n € N>y
Definiere folgende Abbildung

a ,ke{0,...,n—1}

FN=N k'_){ an1 ke{nn+1, ..}

Esist f(N) = M, d.h. f ist surjektiv.

= M ist nummerierbar.

2. Fall: M ist nicht endlich, dann gibt es n. Vor. (M abzédhlbar) eine Bi-
jektion f: M — N

= 3 die Umkehrabbildung f~!: N — M und f~! ist ebenfalls bijektiv.

= f~!: M — N ist insbesondere surjektiv, d.h. M nummerierbar.

Zu zeigen: M abzéhlbar = M aufzihlbar.

Beweis:

1. Fall: M ist endlich: M := {ag,a4,...,an_1}, n € Nx;
Definiere folgende Abbildung

g:M—N; aq—k+1 ke{0,..,n—1}
g ist injektiv, denn:
CLZ',CLJ'EM/\CLZ'%CLJ' = Z;éj
&S i+1#5+1
& glai) # g(ay)

Aus g : M — N injektiv = M ist aufzéhlbar.

2. Fall: M ist nicht endlich, dann gibt es n. Vor. (M abzahlbar) eine Bi-
jektion g : M — N

= g : M — N ist insbesondere injektiv, d.h. M ist aufzéhlbar.

Es bleibt noch zu zeigen: M nummerierbar und M aufzidhlbar = M abzihl-
bar

Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzéhlbar.
Beweis:



(D

(1)

Zeige zunéchst: die Menge Z der ganzen Zahlen ist abzihlbar.
Betrachte dazu folgende Abbildung

2n ,n € ZtU{0}

(1) ¢ ist surjektiv, denn:

e(ZTu{0}) = {0,2,4,6,..} = G
o(Z7) = {1,3,5,.}=U
= @(Z) = @(Z"U{0})Uep(Z)
= GUU
= N

(2) ¢ ist injektiv, denn:

nl,n2€Z+U{0}/\n17én2 = 2n17é2n2
& p(n1) # e(ng)
nl,nQEZ_/\nl#ng = —2n1—17£—2n2—1
& p(n) # p(n2)
nm €ZTU{0}Any €Z- = p(n) € GAp(ny) €U
& () # p(n2)

Aus (1) und (2) folgt:
¢ : Z — N ist bijektiv, d.h. Z und N sind gleichméchtig und somit ist Z
abzéhlbar.

Betrachte fiir jede feste natiirliche Zahl £ > 1 die Menge
n
By = {E In € Z}

Da Z abzéhlbar ist, ist By, fiir jedes k € N>, abzdhlbar. Da N abzéhlbar
ist, ist die Menge aller B; abzéhlbar.

Nach einem Satz aus der Vorlesung ist die Vereinigung abzéhlbar vieler
abzéhlbarer Mengen ebenfalls abzéhlbar.

- U B, ist abzihlbar

keN>,

Q= U B

kENzl

und wegen

ist auch Q abzéhlbar.



Aufgabe 2

A endliche Menge < A := {ag,a1,....,ap1} ,neN. M :={f:A— N}
Definiere eine Funktion

fiA—=Nag—1i ,1€N

Somit ist die Menge M endlich, da die Menge A endlich ist und es dadurch nur
endlich viele Funktionen f : A — N gibt. Da M endlich ist, ist sie auch abzéhlbar.



