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Aufgabe 1

(a)

Zu zeigen: f(n) ∈ O(g(n)) ⇔ g(n) ∈ Ω(f(n)).
Beweis:

f(n) ∈ O(g(n))
Def.⇐⇒ ∃c, n0 ∈ N, c > 0, n ≥ 0 : ∀n ≥ n0 : 0 ≤ f(n) ≤ cg(n)
c>0⇐⇒ ∃c, n0 ∈ N, c > 0, n ≥ 0 : ∀n ≥ n0 : 0 ≤ 1

c
f(n) ≤ g(n)

c′:= 1
c⇐⇒ ∃c, n0 ∈ N, c > 0, n ≥ 0 : ∀n ≥ n0 : 0 ≤ c′f(n) ≤ g(n)

Def.⇐⇒ g(n) ∈ Ω(f(n))

�

(b)

Zu zeigen: f(n
2 ) ∈ Θ(f(n))

Beweis:
(Gegen-)Beispiel: f(n) = exp(n). Das bedeutet:

e
n
2 ∈ Θ(en) ⇔ e

n
2 ∈ O(en) ∧ e

n
2 ∈ Ω(en)

e
n
2 ∈ O(en) ⇔ ∃c > 0;n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 : e

n
2 ≤ cen

⇔ ∃c > 0;n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 :
1
e

n
2

≤ c

Dies ist für c = 1 offensichtlich erfüllt.

e
n
2 ∈ Ω(en) ⇔ ∃c > 0;n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 : e

n
2 ≥ c · en

⇔ ∃c > 0;n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 :
1
e

n
2

≥ c

Dies wäre für c = 0 erfüllt. Da jedoch c > 0 sein muss, gibt es kein c für das
1

e
n
2
≥ c gilt.  

Somit gilt die Behauptung f(n
2 ) ∈ Θ(f(n)) nicht. �

(c)

Zu zeigen: f(n) · g(n) ∈ Θ(max(f(n), g(n)))
Beweis:
Beispielsweise wählt man f(n) := n und g(n) := n2. Dann gilt ∀n > 1 immer
g(n) > f(n) und auch g(n) = max(f(n), g(n)). Würde die Behauptung
gelten, dann wäre n · n2 = n3 ∈ Θ(n2). Da limn→∞

n2

n·n2 = 0 gilt, so gilt
auch n ∈ o(n3) ⊂ O(n3). Damit aber n3 ∈ Θ(n2) gelten kann, müsste auch
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n3 ∈ O(n2) gelten.
Dies ist unmöglich, da gelten müsste:

∃c > 0, n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 : 0 ≤ n3 < cn

Da n > 0 gilt damit auch 0 ≤ n2 < c ∀n ≥ n0  
Diese Aussage ist nicht erfüllbar.

(d)

Zu zeigen: o(f(n)) ∩ ω(f(n)) = ∅
Beweis:
Sei o(f(n)) ∩ ω(f(n)) 6= ∅

⇒ ∃g(n) ∈ o(f(n)) ∩ ω(f(n))
⇒ ∃g(n) : g(n) ∈ o(f(n)) ∧ g(n) ∈ ω(f(n))
⇒ ∃g(n) : ∀c > 0 ∃0 < n1 ∈ N : ∀n ≥ n1 : 0 ≤ f(n) < cg(n)

∧∀c > 0 ∃0 < n2 ∈ N : ∀n ≥ n2 : 0 ≤ cg(n) < f(n)
(∗)⇒ ∃g(n) : ∀c > 0 ∃0 < n′ ∈ N : ∀n ≥ n′ : 0 ≤ f(n) < cg(n)

∧0 ≤ cg(n) < f(n)
⇒ ∃g(n) : ∀c > 0 ∃0 < n′ ∈ N : ∀n ≥ n′ : 0 ≤ cg(n) < f(n) < cg(n)  

(∗) : n′ := max{n1, n2}
Damit ist gezeigt, dass o(f(n)) ∩ ω(f(n)) = ∅. �

(f)

Zu zeigen: Für g(n) ∈ o(f(n)) : f(n) + g(n) ∈ Θ(f(n)).
Beweis:

f(n)+g(n) ∈ Θ(f(n)) ⇔ ∃c1, c2 > 0, n0 > 0 : ∀n ≥ n0 : 0 ≤ c1f(n) ≤ f(n)+g(n) ≤ c2f(n)

Wir wissen, dass g(n) ∈ o(f(n)) ist und
∀c > 0,∃ n0 > 0 : ∀n ≥ n0 : 0 ≤ g(n) < cf(n).
Dann gilt

∀n ≥ n0 : 0 ≤ f(n) ≤ f(n) + g(n) ≤ f(n) + f(n)

und wir können folgern:

∀n ≥ n0 : 0 ≤ c1f(n) ≤ f(n) + g(n) ≤ 2f(n) ≤ c2f(n)

Die Aussage ist für c1 = 1 und c2 = 2 offensichtlich erfüllt und somit bewie-
sen. �
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Aufgabe 2

(a) Reflexivität: ∀f : f ∈ Θ(f)
Um f ∈ Θ(f) zu zeigen, zeigt man f ∈ O(f) und f ∈ Ω(f)

• f ∈ O(f) ⇔ ∃c > 0 : f ≤ c · f
Dies ist offensichtlich erfüllt ∀c > 0 und ∀f ≥ 0

• f ∈ Ω(f) ⇔ ∃c > 0 : f ≥ c · f
Diese Aussage ist erfüllt ∀c > 0 und ∀f ≤ 0.

Somit gilt f ∈ Θ(f).

(b) Symmetrie: ∀f, g : f ∈ Θ(g) ⇒ g ∈ Θ(f)
Man nimmt auch hier wieder zur Hilfe f ∈ Θ(g) ⇔ f ∈ O(g)∧ f ∈ Ω(g)

f ∈ O(g) ⇔ ∃c > 0 : f ≤ c · g

f ∈ Ω(g) ⇔ ∃c > 0 : f ≥ c · g

f ≤ c · g ∧ f ≥ c · g
1
c
· f ≤ g ∧ 1

c
· f ≥ g

c′:= 1
c⇒ c′ · f ≤ g ∧ c′ · f ≥ g

g ∈ Ω(f) ∧ g ∈ O(f)

⇒ g ∈ Θ(f)

(c) Transitivität: ∀f, g, h : f ∈ Θ(g) ∧ g ∈ Θ(h) ⇒ f ∈ Θ(h) Zeige dazu:

• f ∈ O(g) ∧ g ∈ O(h) ⇒ f ∈ O(h)

f ∈ O(g) ⇔ ∃cf > 0 : f ≤ cf · g
g ∈ O(h) ⇔ ∃cg > 0 : g ≤ cg · h

Sei c = cf · cg und n0 = max{nf , ng} dann gilt für alle n ≥ n0:

f ≤ cf · g ≤ cfcg · h ≤ c · h

⇒ ∃c > 0;n0 > 0 sodass ∀n ≥ n0 gilt:

f ≤ c · h ⇔ f ∈ O(h)

• f ∈ Ω(g) ∧ g ∈ Ω(h) ⇒ f ∈ Ω(h)

f ∈ Ω(g) ⇔ ∃c′f > 0 : f ≥ c′f · g
g ∈ Ω(h) ⇔ ∃c′g > 0 : g ≥ c′g · h
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Sei c′ = c′f · c′g und n′0 = max{n′f , n′g} dann gilt für alle n ≥ n′0:

f ≥ c′f · g ≥ c′fc′g · h ≥ c′ · h

⇒ ∃c′ > 0 sodass gilt:

f ≥ c′ · h ⇔ f ∈ Ω(h)

�

Aufgabe 3

Anordnung:
ln(n); 3

√
n; e

√
n; n!; nn

Begründung:
(∗): l’Hôpital

(i)

lim
n→∞

|ln(n)|
| 3
√

n|
= lim

n→∞

|ln(n)|
|n

1
3 |

(∗)
= lim

n→∞

∣∣ 1
n

∣∣∣∣∣ 1

3n
2
3

∣∣∣
= lim

n→∞

|3|
| 3
√

n|
= 0

(ii)

lim
n→∞

| 3
√

n|
|e
√

n|
(∗)
= lim

n→∞

∣∣∣ 1

3n
2
3

∣∣∣∣∣∣ e
√

n

2
√

n

∣∣∣
= lim

n→∞

|2n
1
2 |

|e
√

n · 3 · n
2
3 |

= lim
n→∞

|2|
|3n

1
6 · e

√
n|

= 0
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(iii)

lim
n→∞

|e
√

n|
|n!|

= lim
n→∞

∣∣∣∏√
n−1

i=0 e
∣∣∣∣∣∣∏n−1

i=0 (n− i)
∣∣∣

= lim
n→∞

∣∣∣∏√
n−1

i=0 e
∣∣∣∣∣∣∏√

n−1
i=0 (n− i) ·

∏n−1
i=
√

n
(n− i)

∣∣∣
= lim

n→∞

∣∣∣∏√
n−1

i=0 e
∣∣∣ · |1|∣∣∣∏√

n−1
i=0 (n− i)

∣∣∣ · ∣∣∣∏n−1
i=
√

n
(n− i)

∣∣∣
= lim

n→∞


∣∣∣∏√

n−1
i=0 e

∣∣∣∣∣∣∏√
n−1

i=0 (n− i)
∣∣∣ · |1|∣∣∣∏n−1

i=
√

n
(n− i)

∣∣∣


= lim
n→∞

√
n−1∏
i=0

e

n− i
·

n−1∏
i=
√

n

1
n− i


= 0

(iv)

lim
n→∞

|n!|
|nn|

= lim
n→∞

|1 · 2 · ... · n|
|n · n · ... · n|

= lim
n→∞

|1|
|n · n

2 · ... · 1|
= 0
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Aufgabe 4

(a)

Zu zeigen: 2 + 2log(n) ∈ O(log(n))
Beweis:

lim
n→∞

|2(log(n) + 1)|
|log(n)|

= lim
n→∞

2 · |log(n) + 1|
|log(n)|

= 2 · lim
n→∞

 |log(n)|
|log(n)|

+
1

|log(n)|︸ ︷︷ ︸
→

n→∞
1


= 2 · 1
= 2

⇒ 2 + 2log(n) ∈ O(log(n))

�

(c)

Zu zeigen: 3n ∈ O(2n)
Beweis:

lim
n→∞

3n

2n
= ∞

Es gilt

lim
n→∞

2n

3n
= 0

und damit auch 2n ∈ o(3n). Somit kann 3n ∈ O(2n) nach der Definition von
O nicht gelten.  

(d)

Zu zeigen: 2n ∈ Θ(3n)
Beweis:
Um die Behauptung zu zeigen wird gezeigt:

2n ∈ O(3n) ∧ 2n ∈ Ω(3n)

• 2n ∈ O(3n)
Bilde hierzu:

lim
n→∞

2n

3n
= 0 ⇒ 2n ∈ O(3n)

• 2n ∈ Ω(3n) ⇔ ∃c > 0;n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 : 2n ≥ c · 3n

Damit dies gilt, muss c < 0 sein, was nach Voraussetzung nicht gilt.  
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