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Aufgabe 1

()

]Zgu ze.igen: f(n) € O(g(n)) < g(n) € Q(f(n)).

f(n) € O(g(n)) 2k de,ng €N,e>0,n>0:Yn>n:0< f(n) <cg(n)

1
£8 de,ng €N,e>0,n>0:Vn>np:0< —f(n) <g(n)
c

C/

=1
— Je,ngeN,e>0,n>0:Yn>ng:0<c f(n) <gln)

2L g(n) € Q(f(n))

(b)

Zu zeigen: f(5) € O(f(n))
Beweis:
(Gegen-)Beispiel: f(n) = exp(n). Das bedeutet:

ez €O(e") o er € O(e") Nez € Q)
6%6(’)(6") & Je>0ngeN:Vn>ng:e? <ce
& de>0ngeN:Vn>ng:

Dies ist fiir ¢ = 1 offensichtlich erfiillt.
ez eQe”) & Je>0ngeN:Vn>ng:ez >c-e

& de>0npeN:Vn>ng:

Dies wire fiir ¢ = 0 erfiillt. Da jedoch ¢ > 0 sein muss, gibt es kein c fiir das

ei% > c gilt. 4
Somit gilt die Behauptung f(%) € ©(f(n)) nicht. O
(c)

Zu zeigen: f(n) - g(n) € O(maz(f(n),g(n)))

Beweis:

Beispielsweise wihlt man f(n) := n und g(n) := n?. Dann gilt Vn > 1 immer
g(n) > f(n) und auch g(n) = max(f(n),g(n)). Wiirde die Behauptung
gelten, dann wire n - n? = n3 € O(n?). Da lim, % = 0 gilt, so gilt
auch n € o(n®) C O(n?). Damit aber n® € ©(n?) gelten kann, miisste auch



n3 € O(n?) gelten.
Dies ist unméglich, da gelten miisste:

E|c>0,n0€N:VnZn0:0§n3<cn

Da n > 0 gilt damit auch 0 <n?2<c¢ ¥Yn>no 4
Diese Aussage ist nicht erfiillbar.

(d)

Zu zeigen: o(f(n)) Nw(f(n)) =0
Beweis:

Sei o(f(n)) Nw(f(n)) # 0

= dg(n) € o(f(n)) Nw(f(n))

= dg(n) : g(n) € o(f(n)) A g(n) € w(f(n))

= dg(n):Ve>030<n; eN:Vn>n;:0< f(n) <cg(n)
AVe>030<ny € N:Vn>ny:0<cg(n) < f(n)

Jg(n) :Ve>030<n' eN:Vn>n":0< f(n) < cg(n)

A0 < cg(n) < f(n)

= dg(n):Ve>030<n eN:Vn>n':0<cg(n) < f(n) <cg(n) 1}

&

(%) :  n':=mazx{ni,na}

Damit ist gezeigt, dass o(f(n)) Nw(f(n)) = 0. O
(f)

Zu zeigen: Fiir g(n) € o(f(n)) : f(n) + g(n) € ©(f(n)).

Beweis:

fn)+g(n) € ©(f(n)) & Jci,c0>0,n9 >0:Vn>ng:0<c1f(n) < f(n)+g(n) < caf(n)
Wir wissen, dass g(n) € o(f(n)) ist und
Ve>0,3n9>0:Yn>mnp:0<g(n) <cf(n).
Dann gilt
Vn >mng:0< f(n) < f(n) +9(n) < f(n) + f(n)
und wir kénnen folgern:

vn > mno: 0 <cif(n) < f(n)+g(n) <2f(n) <caf(n)

Die Aussage ist fiir ¢y = 1 und co = 2 offensichtlich erfiillt und somit bewie-
sen. O



Aufgabe 2

(a) Reflexivitit: Vf : f € O(f)
Um f € O(f) zu zeigen, zeigt man f € O(f) und f € Q(f)

e fcO(f)&Te>0:f<c-f
Dies ist offensichtlich erfiillt Ve > 0 und Vf > 0

e feQf)&e Te>0:f>c-f
Diese Aussage ist erfiillt Ve > 0 und Vf < 0.

Somit gilt f € O(f).

(b) Symmetrie: Vf,g: f € ©(g9) = g € O(f)
Man nimmt auch hier wieder zur Hilfe f € O(g) < f € O(g) A f € Q(g)

feO@) ©3Ie>0:f<c-g

feQg)eIe>0:f>c-g

f<c-g N f>c-g
1

- N —-f>g
C

f

Q=

C/

|
- =

=>°c.

=g €06(f)
(c) Transitivitét: Vf,g,h: f € ©(g) Ag € O(h) = f € ©(h) Zeige dazu:
e fcO(g)Nge O(h) = fecO(h)

feO(g) & Fep>0:f<cs-g
g€Oh) & Feg>0:9<cy-h

Sei ¢ = ¢y - ¢ und ng = max{nys,ny} dann gilt fiir alle n > ng:
f<cr-g<ccg-h<c-h
= Jc > 0;n9 > 0 sodass Vn > ng gilt:
f<c-he feOh)
o feQ(g)NgeQ(h) = [feQh)

feg < Elc/f>0:fzc}‘g
geQh) < Elc'g>0:gzc'g-h

4



Sei ¢’ = ¢ - ¢; und ny = max{n;, ny} dann gilt fiir alle n > ny:
ch}-ch}c;~hzc’-h
= 3 > 0 sodass gilt:

F>c he feqhn)

Aufgabe 3
Anordnung:

In(n); /n; eVl ph
Begriindung:

(*): 'Hopital

(i)

l l
lim \ng(n)\ _ !n(ln)!
n—oo [ {/n] n=oo |ns|
1
(*:) lim }"
n—oo | 1
3n3
G
= 1 0
nso [
(ii)
N i
: n (*_) : 3n3
i B AT
2Vn
_ [2n7|
noo ]e\/ﬁ-?)-n%|
2
B T
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= 0



(iii)

(iv)

n—oo |nl|

T

= lim
= | (- )

= lim )H;ﬁ)_le‘
Y =) T o — )

= lim
n—oo

. 1-2-...-n
1
= lim n||
n—»OO\n-i-. 1]
=0



Aufgabe 4

(a)
Zu zeigen: 2 + 2log(n) € O(log(n))
Beweis:
2 1 1
L R0ogn) D) flog(n) +1]
n—oo  |log(n)] n—oo  |log(n)]
I N
n—oc | |log(n)| ~ |log(n)|
= 2-1
= 2
= 2+ 2log(n) € O(log(n))
U

(c)
Zu zeigen: 3" € O(2")
Beweis:

lim 3 00

n—oo 2
Es gilt

lim = =0
und damit auch 2" € 0(3™). Somit kann 3" € O(2") nach der Definition von
O nicht gelten. 4
(d)
Zu zeigen: 2" € O(3")
Beweis:

Um die Behauptung zu zeigen wird gezeigt:
2" e O(3") N 2™ € Q(3")

e 2" c O(3")
Bilde hierzu:

.2 n n
nlirr;og—n—0:>2 € 0(3")
¢ 2"cQB") < dc>0mnpeN:Vn>ng:2">c-3"
Damit dies gilt, muss ¢ < 0 sein, was nach Voraussetzung nicht gilt. 4



