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Aufgabe 1

(i)

T (n) = 3T (bn
2
c) + n2

nach der Substitutionsmethode schätzen wir die Lösung: O(n2log(n))
Zu zeigen: T (n) = cn2log(n) für ein geeignetes c > 0 und hinreichend großes
n ≥ n0

Beweis:
Wir nehmen an es gelte T (bn

2
c) ≤ c(bn

2
c)2 + log(bn

2
c)

Induktionsanfang:
Wir wählen n0 = 2 als Induktionsstart.

⇒ T (2) = c2 > c · 4 log(4) ≈ 2, 408 > 2

Induktionsschluss:

T (n) ≤ 3(c(bn
2
c)2 log(bn

2
c)) + n2

≤ c(bn
2
c)2 log(bn

2
c) + n2

≤ cn2 log(
n

2
) + n2

≤ cn2 log(n)− cn2 log(2) + n2

≤ cn2 log(n)− cn2 + n2

≤ cn2 log(n) falls c > 1

�

(ii)

T (n) = 3T (bn
8
c) + T (bn

4
c) + 1

Wir schätzen, dass T (n) ∈ O(n)
Dies zeigen wir mit Hilfe der Annahme: T (n) ≤ cn− b für ein b > 0
Beweis:
IA: n = 1 : T (1) = 1 ≤ c− b für c ≥ b + 1
IS:

T (n) = 3T (bn
8
c) + T (bn

4
c) + 1

≤ 3c
1
8
n− 3b + c

1
4
n− b + 1

= cn− 4b + 1

≤ cn− b für b =
1
3

�
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Aufgabe 2

(i)

T (n) = 49
√

7T
(n

7

)
+ 7 ·

√
n5 + 49

√
7

Hier gilt f(n) := 7
√

n5 +49
√

7 = 7n
5
2 +49

√
7 und nlog7(49

√
7) = nlog7(

√
75) =

nlog7(7
5
2 ) = n

5
2 . Offenbar gilt f(n) ∈ Θ(n

5
2 ) und damit nach Fall 2 des

Mastertheorems:
T (n) ∈ Θ(n

5
2 log7(n))

(ii)

T (n) = 27T
(n

3

)
+

n3

log3
9(n)

Es gilt f(n) := n3

log3
9(n)

und nlog3(27) = n3. Offenbar gilt f(n) ∈ O(n3). Es

müsste ein ε > 0 existieren, sodass f(n) ∈ O(n3−ε) ist. Der Logarithmus
wächst aber langsamer als jede Potenz nε:
Es gilt:

log9(n) =
ln(n)
ln(9)

lim
n→∞

log3
9(n)
nε

L’Hôpital
= lim

n→∞

3 · log2
9(n) · 1

n ln(9)

ε · nε−1

= lim
n→∞

3 log2
9(n)

ε · nε · ln(9)
L’Hôpital

= lim
n→∞

6 log9(n)
ε2 · nε · ln2(9)

L’Hôpital
= lim

n→∞

6
ε3 · nε · ln3(9)

= 0

Daher können wir kein ε > 0 finden mit n3

log3
9(n)

∈ O(n3

nε ). Damit mach das
Mastertheorem keine Aussage.

(iii)

T (n) = 9T
(n

3

)
+ 3 log(n)n2

Hier gilt f(n) := 3 log(n)n2 und nlog3(9) = n2. Damit gilt f(n) ∈ Ω(n2).
Wir können jedoch kein ε > 0 finden, sodass f(n) ∈ Ω(n2+ε) ist, da der
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Logarithmus langsamer als jede Potenz wächst:

lim
n→∞

log(n)n2

n2nε
= lim

n→∞

log(n)
nε

= lim
n→∞

ln(n)
ln(2)

nε

L’Hôpital
= lim

n→∞

1
n·ln(2)

ε · nε−1

= lim
n→∞

1
ε · ln(2) · nε

= 0

Damit ist das Mastertheorem nicht anwendbar.

(iv)

T (n) = 15625T
(n

5

)
+

1
37

n7

Es gilt f(n) := 1
37n7 und nlog5(15625) = n6. Offenbar gilt f(n) ∈ Ω(n6).

Da n7 schneller wächst als n6 können wir ein bel. ε > 0 wählen, sodass
f(n) ∈ Ω(n6+ε).
Für Fall 3 des Mastertheorems muss man noch zeigen. dass für irgendein
c < 1 und genügend großes n 15625 · f(n

5 ) ≤ c · f(n) gilt.

15625 · f
(n

5

)
≤ c · f(n)

15625 · 1
37
·
(n

5

)7
≤ c · 1

37
n7

15625 ·
(n

5

)7
≤ c · n7

15625 ·
(

n
5

)7

n7
≤ c n genügend groß

15625 ·
( n

5

n

)7

≤ c

15625 ·
( n

5n

)7
≤ c

15625 ·
(

1
5

)7

≤ c

15625
78125

≤ c

0.2 ≤ c

c ≥ 0.2

Wähle z.B. c = 0.3. Somit ist die Behauptung gezeigt und es gilt nach Fall
3 des Mastertheorems:

T (n) ∈ Θ(n7)
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(v)

T (n) = 1296T
(n

6

)
+ n3√n log(n)

Hier gilt: f(n) := n3√n · log(n) und nlog6(1296) = n4. Offenbar gilt f(n) ∈
Ω(n3). Mann kann jedoch kein ε > 0 finden, sodass f(n) ∈ Ω(n3+ε), denn
der Logarithmus und die Wurzelfunktion wachsen langsamer als jede Potenz:

lim
n→∞

n3√n log(n)
n3 · nε

= lim
n→∞

√
n log(n)

nε

= lim
n→∞

n
1
2 · log(n)

nε

= lim
n→∞

log(n)

nε− 1
2

ε′:=ε− 1
2= lim

n→∞

log(n)
nε′

L’Hôpital
= lim

n→∞

1
n·ln(2)

ε′ · nε′−1

= lim
n→∞

1
ε′ · nε′ · ln(2)

= 0

Damit kann das Mastertheorem hier nicht angewendet werden.
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Aufgabe 3

(a)

(b)
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(c)
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Aufgabe 4

1. Durch die Implementierung wird eine lineare Kette erzeugt, ein unba-
lancierter Baum, bei dem jeweils an den untersten Knoten angehängt
wird. Daher muss vor jedem insert die bisherige Kette noch einmal an-
gelaufen werden. Daraus ergibt sich für die i-te insert-Operation eine
Laufzeit O(i)

⇒ Gesamtkosten für die Sequenz:
n∑

i=1

ci =
1
2
n(n + 1) ∈ O(n2)

2. Hier wird nun ein balancierter Binärbaum erzeugt, der dann im i-ten
Aufruf von insert maximal die Höhe log2(i) besitzen kann

⇒ Gesamtkosten für die Sequenz:
n∑

i=1

log2(i) = log2(
n∏

i=1

i) = log2(n!)

3. Hier erhalten wir einen Baum mit genau einem Knoten. Man kann z.B.
vorne an die Liste in O(1) anhängen; daraus ergibt sich eine Gesamt-
laufzeit von O(n).

4. Die worst-case-Laufzeit entspricht genau dem Verhalten des Algorith-
mus in der Volesung, d.h. die lineare Kette wird in O(n2) erzeugt.
Über die durchschnittliche Laufzeit kann man ganz informell sagen,
dass der Baum auf beiden Seiten gleich schnell wächst und daher ein
balancierter Binärbaum zu erwarten ist. Daher ist die Laufzeit ent-
sprechend dem Punkt 2 ∈ O(nlog2(n)).
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