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Aufgabe 1: O-Notation, Teil 1 (10 Punkte)

i) f(n) € O(g(n)) & g(n) € Q(f(n))

Die Behauptung scheint zu stimmen. Also:

zu Zeigen:  f(n) € O(g(n)) < g(n) € Q(f(n))
Beweis.

f(n) € O(g(n)) 520. de,x0 €Ny > 0,20 : Ve > 29: 0 < f(z) < cg(z)

1
(?0 de,z0 € Nje > 0,20 : Ve > 29 : 0 < —f(x) < g(x)
c C

& de,rgeNje>0,20: Ve > a0:0 < cof (z) < g(x)
02::%>0

o o) e

i) f(3) €O(f(n))

Die Aussage mag auf den ersten Blick noch einleuchtend scheinen. Aber betrachtet
man exponentielle Funktionen, sieht man, dafl es wohl nicht stimmen kann. Also
schauen wir uns mal exp(z) an.

Beweis. Fiir ez € O(e”) erhilt man mit T := 2z : ¢* € O(e?), insbesondere also
e® € O(e?). Damit muss gelten:

E|c>0,x0€N:V:c2x0:O§e’”<ce%

<:>E|c>0,xOEN:V:E2xO:O§e%<c

Das ist ein offensichtlicher Widerspruch, und damit haben wir die Aussage per
Gegenbeispiel widerlegt! [ |

i) f(n)-g(n) € O(max (f(n),g(n)))



iv)

vi)

Beweis. Nehmen wir z.B. f(x) := x; g(z) := 2. Damit gilt: Vo > 1 g(z) > f(x), also
immer g(x) = max (f(n), g(n)). Also muss fiir diese Aussage gelten, daf 2 € O(z?).
Damit miisste gelten, daB 2% € O(2?). Dies gilt natiirlich nicht, denn dann miisste
gelten: 3¢ > 0,290 € N: Vo > 2y : 0 < 2% < ca? und da 2 > 0 damit auch 0 < z < c.
Das gilt offensichtlich nicht. Damit haben wir ein Gegenbeispiel gefunden. |

o(f(n)) Nw(f(n)) =10
zu Zeigen:  o(f(n)) Nw(f(n)) =0

Beweis.

Annahme: Sei o(f(n)) Nw(f(n)) #0

= dg(n) € o(f(n)) Nw(f(n))
= dg(n) = o(f(n)) Ag(n) € w(f(n))

= dg(n) : Ve > 030 <ng € N: Vn>ng: 0< f(n) < cg(n)
A dg(n): Ye>030<n; €eN: Vn>n;: 0<cg(n) < f(n)
i :T : dg(n): Ve>030<neN: Vn>n: 0< f(n) <cg(n) A0 < cg(n)
n:=max(ng,n1
= dg(n) : Ve>030<neN: Vn<n: 0<cg(n) < f(n) <cg(n)
Das ist ein Widerspruch zur Annahme! [ |

O(f(n)) = O(g(n)) = f(n) € O(g(n))

Die Aussage macht Sinn. Versuchen wir sie zu zeigen.

=7 Sel O(f(n)) = O(g(n)).

Es gilt f(n) € O(f(n)) = f(n) € O(g(n)) Ag(n) € O(f(n)) = f(n) € O(g(n))
=" Es gelte f(n) € O(g(n)).
Sei h € O(f(n)) = dc € N: h(n)
Sei h € O(g(n)) = dc € N: h(n)

= O(f(n)) = O(g(n)
Fiir g(n) € o(f(n)):  f(n) + g(n) € O(f(n))

Sieht verniinftig aus.

<c
<c

Beweis. f(n) +g(n) € ©(f(n))
<3y >0,0>0,m9>0: Yn<ng: 0<c1f(n) < f(n)+gn) <caf(n)

Allerdings wissen wir, dass g(n) € o(f(n)), und daher Ve > 03dng > 0 : Vn < ng :
0 < g(n) < ¢f(n). Dann gilt also auch: ¥n < ng : 0 < f(n) < g(n) + f(n) <
f(n)+ f(n), und damit kénnen wir schliellich folgern:

VYn>ng: 0< e f(n) < f(n)+gn) <2f(n) <cyf(n)

was fiir ¢; = 1 und ¢y = 2 offensichtlich erfiillt ist! |

< f(n)



Aufgabe 2: Aquivalfenzrelation (10 Punkte)
zu Zeigen: © ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis.

i) Reflexivitit: Vf : f € O(f)
Seici=c=1=VneN: ¢;f(n) < f(n) <caf(n)

ii) Symmetrie: Vf,g: f € O(g) = g € O(f)
Sei f €O(g) = Jc1,c0>0AIng € N: Vn<ng: c19(n) < f(n) < cag(n)
= g(n) < - f(n) A 5 f(n) < g(n)

ili) Transitivitat: Vf,g,h: f € O(g) Ng € O(h) = f € O(h)

Sei f€O(g)NgeO(h): ey, ca,c3,¢4>0ATng € N:
Vn <mng: c1g(n) < f(n) < cg(n) Acsh(n) < g(n) < csh(n)
= ciezh(n) < c1g(n) < f(n) < cag(n) < cacsh(n)

Aufgabe 3: O-Notation, Teil 2 (10 Punkte)
Die Anordnung lautet:

In (n), /n, eV nl "
Beweis. Daln (n),eV™, n!, /n,n" differenzierbar und lim (|In (n)|) = lim (|eV"|) = lim (|n!|) =

lim (|/n]) = lim (|n"|) = oo, ist im Folgenden I’'Hopital anwendbar!

2
i) lim 2l =gy Bl = iy BL =
n—oo V7l I’ Hopital n—o0 In| n—oo [n3|
oy 1 3 . 2 . 2
i) lim |‘é_’%| = lim &2 = jim L =
n—oo lev™| I’ Hopital n—oo |3n3evn| n—o0 [3n6evVn|
ML el
e n—1
. leve| . 1 i=0 _ 1 1 e _
) i, T = 1, s e = i e 1L =0
| TI n—i| =0
1=0
. . |n!| . [1X2x---Xn| . |1
iv) lim = = lim ————— = lim —=—— =0
) n—oo 11" Ne—oo IPXMXxn| n—oo IMX 5 X x1]



Aufgabe 4: O-Notation, Teil 3 (10 Punkte)

i)

ii)

iii)

iv)

zu Zeigen: 2+ 2log(n) € O(log(n))

Die Aussage scheint zu stimmen, also beweisen wir sie.

Beweis. lim P28 — iy 2 49— 2 < 00 = 24 2log(n) € O(log(n))

n—oo lo g( ) n—>ool g( )

2u Zeigen: O(n? +n2) = O(n?)

Scheint recht logisch zu sein, aber zuerst miissen wir es mal zeigen.

3 1 P
Beweis. lim ”2:2"2 =liml+4nz=1%0=n>+nsecOn?
Damit gilt dann:
O(n® +n2) = Qn>+n2)NOMn®+n?) oy O(n?) N Q(n?) = O(n?)
ufgabel (s
zu Zeigen: 3" € O(2")

Diese Aussage ist wohl falsch.

Beweis. hm W = llm 2" =0=2"€0(3") = 3" e w(2") = 3" ¢ O(2")

zu Zeigen: 2" € ©(3")

Sieht auch sehr verdéchtig aus, also versuchen wir zu beweisen, dafl es falsch ist.

Beweis. Annahme: 2" € ©(3")

2" € O(3") = 2" € O(3") A 2" € Q(3")
~———
=3ne0(2")

Mit (iii) wissen wir, dafl diese Aussage falsch ist. Somit muss unsere Annahme falsch

gewesen sein!




