
7 Sortieren

7.1 Überblick

In diesem Kapitel werden wir uns intensiv mit der Theorie desSortierensauseinandersetzen.
Wir werden verschiedene Algorithmen kennenlernen, wichtige Problemlösestrategien disku-
tieren und sogar eine untere Schranke für die Laufzeitaller vergleichsbasierten Sortieralgo-
rithmen beweisen.

Nach einer (etwas̈alteren) Scḧatzung vonIBM werden ca. 25% der Rechenzeit in typischen
kommerziellen Anwendungen für das Sortieren aufgewandt.

Einige wichtige Anwendungen sind z.B.:

• Zusammenfassen ,,verwandter”Dinge (z.B. Sortieren einer Buchdatenbank nach Auto-
ren)

• Suche von Duplikaten

• Beschleunigen wichtiger Suchalgorithmen

• Auswerten von DNA-Arrays in der Bioinformatik

7.2 Das Sortierproblem

Wir beginnen mit der allgemeinen Form des Sortierproblems.

Definition 7.1 (Sortierproblem). Gegeben sei eine MengeA von Elementen aus einem Uni-
versumU , sowie eine Ordnungsrelation ,,� ” auf U . Gesucht ist eine Anordnung der Elemente
vonA in aufsteigender (oder fallender) Reihenfolge bezüglich der Ordnungsrelation�.

Beispiele:

• U = Englische Ẅorter,� = lexikographische Ordnung

• U = Studenten der Universität des Saarlandes,
x � y ⇔ Matrikelnummer(x) ≤ Matrikelnummer(y)

Um die Notation zu vereinfachen, wollen wir uns im Folgenden darauf beschränken, ganze
oder reelle Zahlen zu sortieren, alsoU = R, “ � ” ≡ “ ≤ ”.
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7 Sortieren

7.2.1 Ein triviales Sortierverfahren

Definition von TrivialSort

Ein offensichtlicher Algorithmus zum Sortieren eines Feldesai funktioniert folgendermassen:

TrivialSort:

Gegeben ein Array A = {A[0]...A[n-1] }.

(1) i = 0
(2) Solange i < n-1:
(3) Suche das minimale Element m in {A[i]...A[n-1] }
(4) Vertausche A[i] und m
(5) Erhoehe i um 1
(6) Zurueck zu Zeile 1

In C++ können wir dies f̈ur integer –Zahlen z.B. wie folgt implementieren:

1 /∗ ∗ Such t im T e i l f e l d A[ m ini ndex ] . . . A[ max index ] nach dem
2 min imalen Element A[ i ] .
3 L i e f e r t den Index i d i e s e s E lements zu rueck .
4 ∗ /
5 i n t index of min imum ( vec to r<i n t >& a , i n t min index , i n t max index )
6 {
7 i n t i ndex = min index ;
8 f o r ( i n t i = min index ; i < max index ; i ++)
9 {

10 i f ( a [ i ndex ] > a [ i ] ) i ndex = i ;
11 }
12
13 re turn i ndex ;
14 }
15
16 /∗ ∗ S o r t i e r t e i n e n vec to r< i n t > a u f s t e i g e n d .
17 ∗ /
18 vo id t r i v i a l s o r t ( vec to r<i n t >& a )
19 {
20 f o r ( i n t i =0 ; i <a . s i z e ( ) ; i ++)
21 {
22 i n t j = index of min imum ( a , i +1 , a . s i z e ( ) ) ;
23 i n t k = a [ i ] ;
24 i f ( k>a [ j ] )
25 {
26 a [ i ] = a [ j ] ;
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27 a [ j ] = k ;
28 }
29 }
30 }

Laufzeit von TrivialSort

Analysieren wir nun die Laufzeit von TrivialSort.
Offenbar ben̈otigt die Funktionindex of minimum Θ(max index-min index ) Schrit-
te. Daindex of minimum in derfor -Schleife (Zeile 21–29) imi-ten Schritt mitmax index
= a.size() = n undmin index = i+1 aufgerufen wird, ben̈otigt jeder Durchlauf der
for -Schleife (Zeile 21–29)Θ(n−i) Schritte. Also ergibt sich f̈ur die Laufzeit vonTrivialSort:

Satz 7.1 (Laufzeit von TrivialSort). Die Laufzeit von TrivialSort liegt inΘ(n2).

Beweis.Für die Laufzeit von TrivialSort gilt nach den obigen̈Uberlegungen mit einer Kon-
stantenc > 0:

TTS(n) = c
n−1∑
i=0

(n− i)

= c

(
n−1∑
i=0

n−
n−1∑
i=0

i

)

= c

(
n2 − n2 − n

2

)
= c

n2 + n

2
∈ Θ(n2) �

Diese hohe Laufzeit lässt sich damit erklären, dass unser hier gewählte Ansatz zur L̈osung des
Sortierproblems die folgende Form hat:

Problem A(n) = Konkatenation(Problem B(n), Problem A(n-1))

wobei in unserem Fall das Problem B(n) im Suchen des Minimums von n Zahlen besteht. Ein
solches Schema führt zu der folgenden Rekursion für die LaufzeitTA(n) von Problem A:

TA(n) =

{
d n = 1

c + TB(n) + TA(n− 1) n > 1

wobeid eine positive Konstante ist.
In unserem Fall hat Problem B(n) – die Suche nach dem Minimum vonn Zahlen – die worst-
case LaufzeitΘ(n), und daher gilt f̈ur die obige Rekursion:

TA(n) =

{
d n = 1

c1 + c2n + TA(n− 1) n > 1
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mit positiven Konstantend, c1, c2.
Wir haben also die L̈osung eines Problems der Größen auf die L̈osung eines Problems der
Größen − 1 zurückgef̈uhrt! Häufig ist es allerdings sinnvoll, die Lösung des ,,grossen” Pro-
blems auf die L̈osung mehrerer wesentlich kleinerer Teilprobleme zurückzuf̈uhren.

7.2.2 Divide & Conquer – Verfahren

Die obigenÜberlegungen f̈uhren auf die sogenannteDivide & Conquer–Strategie:

Definition 7.2 (Divide&Conquer). Zerlege das ursprüngliche Problem der Größen in klei-
nere Teilprobleme. L̈ose diese Teilprobleme und setze die Gesamtlösung aus den L̈osungen
der Teilprobleme zusammen.

Häufig l̈asst sich ein Problem der Größen z.B. in zwei Teilprobleme der Größen
2

zerlegen.

Problem A(n) = Konkatenation(Problem A(n/2), Problem A(n/2))

7.2.3 MergeSort

Ein Sortieralgorithmus, der auf dem oben angegebenen Schema basiert, istMergeSort.

Definition von MergeSort

MergeSort:

Gegeben ein Array A = {A[0]...A[n-1] }.

(1) Zerlege A in zwei ungef ähr gleich grosse H älften A1, A2 der L änge ≈
n
2

(2) Sortiere A1 und A2 rekursiv mit MergeSort
(3) Mische die sortierten Halbfelder zu einem sortierten Feld und gib

dieses als Ergebnis zur ück

Implementieren wir zun̈achst die Funktionmerge in C++:

1 /∗ ∗ Misch t d i e s o r t i e r t e n T e i l f e l d e r{A[ s1 ] , . . . , A[ e1 ]}
2 und {A[ e1 + 1 ] , . . . , A[ e2 ]} zu einem s o r t i e r t e n Feld
3 {A[ s1 ] , . . . , A[ e2 ]} .
4 ∗ /
5 vo id merge ( vec to r<i n t >& a , i n t s1 , i n t e1 , i n t e2 )
6 {
7 vec to r<i n t > b ( e2−s1 + 1 ) ; / / H i l f s f e l d zum Mischen
8 i n t i =s1 , j =e1 +1 , k =0;
9

10 f o r ( ; i <=e1 && j <=e2 ; k++)
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11 {
12 i f ( a [ i ] <= a [ j ] ) {b [ k ] = a [ i ] ; i ++; }
13 e l s e {b [ k ] = a [ j ] ; j ++; }
14 }
15
16 / / Leere den Res t des e r s t e n T e i l f e l d s
17 f o r ( ; i <=e1 ; k++ , i ++) b [ k ]= a [ i ] ;
18
19 / / Leere den Res t des z w e i t e n T e i l f e l d s
20 f o r ( ; j <=e2 ; k++ , j ++) b [ k ]= a [ j ] ;
21
22 / / Kop ie re das Ergebn i s zu rueck nach A
23 f o r ( k =0 , i =s1 ; i<=e2 ; i ++ ,k++) a [ i ]= b [ k ] ;
24 }

Satz 7.2 (Korrektheit und Laufzeit von merge). Die Funktionmerge sortiert zwei schon
sortierte TeilfelderA[s1], . . . , A[e1] und A[e1 + 1], . . . , A[e2] der Länge n

2
korrekt in Zeit

Θ(n).

Beweis.Zu zeigen haben wir Korrektheit und Laufzeit:

• Korrektheit: die beiden TeilfelderA[s1], . . . , A[e1] und A[e1 + 1], . . . , A[e2] sind be-
reits korrekt sortiert. Daher sind die Indizesi und j die Indizes der jeweils kleinsten
noch nicht inb einsortierten Elemente der beiden Teilfelder. Also istmin(A[i], A[j])
offenbar die kleinste noch nicht verarbeitete Zahl inA[s1, . . . , e2], und muss daher an
die Stelleb[k] einsortiert werden.

• Laufzeit: trivial ersichtlich aus den Definitionen derfor –Schleifen

�

Damit können wir nun die Funktionmerge sort implementieren:

1 vo id m e r g e s o r t ( vec to r<i n t >& a , i n t min , i n t max )
2 {
3 i f ( max−min > 0) / / s i n d wi r schon f e r t i g ?
4 {
5 m e r g e s o r t ( a , min , min + ( ( max−min ) / 2 ) ) ;
6 m e r g e s o r t ( a , min + ( ( max−min ) / 2 ) + 1 , max ) ;
7 merge ( a , min , min + ( ( max−min ) / 2 ) , max ) ;
8 }
9 }
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Laufzeit von MergeSort

Satz 7.3 (Laufzeit von MergeSort).MergeSort sortiert ein Array der Größen in ZeitΘ(n log n).

Beweis.Für die Laufzeit der Funktionmerge sort erhalten wir mit Satz 7.2 die folgende
Rekursion:

TMS(n) =

{
c n = 1

2 TMS

(
n
2

)
+ dn n > 1

Da log2(2) = 1, und damitdn ∈ Θ(nlog2(2)) = Θ(n), können wir Fall (2) des Mastertheorems
4.1 anwenden, und es folgtTMS(n) ∈ Θ(n log2(n)). �

7.2.4 HeapSort

Ein weiteres, ḧaufig verwendetes Sortierverfahren istHeapSort. Wir werden feststellen, dass
auchHeapSortin ZeitO(n log2(n)) läuft, also asymptotisch gesehen eigentlich keine Verbes-
serung gegen̈uberMergeSortdarstellt. Allerdings sortiertHeapSort ”in-place”, d.h. es wird
kein zus̈atzliches Hilfsfeld ben̈otigt, in das die Daten beim Sortieren kopiert werden. Daher
läuft HeapSortin vielen praktischen Anwendungen beträchtlich schneller alsMergeSort. Der
HeapSortAlgorithmus basiert auf einer speziellen Datenstruktur, dem sogenanntenHeap.

Definition 7.3 (Heap). Ein binärerMinHeapist ein bin̈arer Baum mit den folgenden Eigen-
schaften:

1. Für jeden Knotenv des Heaps mit einem Knotenv.parent != NULL gilt:
v.key ≥ v.parent->key (Heapeigenschaft)

2. Der Heap ist – abgesehen von der untersten Ebene – immer vollständig gef̈ullt

Für die Definition eines bin̈arenMaxHeapswird in Punkt 1. ,,≥” durch ,,≤” ersetzt.

Anmerkung7.1. Der Einfachheit halber werden wir in diesem Kapitel denbinären MinHeap
kurz alsHeapbezeichnen.

Beispiel 7.1 (MinHeap).
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1

2 3

4 5 6 7

98

Wie können wir Elemente in einen Heap einfügen? Wenn wir das neue Element einfach an
die n̈achste freie Position im Heap anhängen, kann es passieren, dass wir die Heapeigenschaft
verletzen!

Beispiel 7.2 (Einf̈ugen in einen MinHeap).

6

5

9

8

7

11 10 13

16 17

Wir müssen also nach demEinhängendes Knotens den Heapreparieren! Dazu nehmen wir
an, dassv ein Zeiger auf den eingefügten Knoten ist. Die Reparatur erfolgt nun, indem wir
den soeben eingefügten Knoten so lange ”nach oben schieben” indem wir jeweils Vater und
Sohn miteinander vertauschen, bis die Heapeigenschaft wiederhergestellt ist:

(1) Solange v->key < v->parent->key:
(2) Vertausche Vater und Sohn:
(3) int help = v->key;
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(3) v->key = v->parent->key;
(4) v->parent->key = help;
(5) v = v->parent

Beispiel 7.3 (Reparatur des MinHeaps aus Beispiel 7.2).

5

8

7

11 13

16 17 10

9

6

Damit können wir die Funktionheap insert in Pseudocode folgendermaßen definieren:

heap_insert:
(1) H änge den Knoten an die erste freie Position im Heap
(2) Repariere die Heapeigenschaft

Satz 7.4 (Laufzeit vonheap insert ). heap insert ben̈otigt für das Einf̈ugen eines
Knotens in einen Heap mitn ElementenO(log(n)) Operationen.

Beweis.Da der Heap ein – eventuell bis auf die letzte Ebene – vollständiger bin̈arer Baum
ist, betr̈agt die Ḧohe des Heaps zu jedem Zeitpunktlog(n). Da bei jeder Einf̈ugeoperation
im schlimmsten Fall der Pfad des neu eingefügten Knotens bis zur Wurzel hochgewandert
werden muss, und da jede einzelne Knotenvertauschung während der Reparatur in konstanter
Zeit abl̈auft, ben̈otigt heap insert im worst-caseO(log(n)) Operationen. �

Offenbar k̈onnen wir einen HeapH aus einem ArrayA aufbauen, indem wir mit einem leeren
Heap starten, und dann nacheinander die Elemente vonA einfügen:

build_heap:
(1) H = ∅
(2) Solange A nicht leer:
(3) f üge das erste Element von A per heap_insert in H ein
(4) l ösche dieses Element aus A
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7.2 Das Sortierproblem

Satz 7.5 (Laufzeit vonbuild heap ). build heap ben̈otigtO(n log(n)) Schritte zum Auf-
bau eines Heaps aus einem Array der Längen.

Beweis.Die Einfügeoperation imi-ten Schritt l̈auft inO(log(i)) ⊂ O(log(n)) Operationen.
Da wir n Einfügeoperationen durchführen, erhalten wir eine Laufzeit vonO(n log(n)). �

HeapSort

Mit Hilfe eines HeapsH können wir nun die in ihm gespeicherten Elemente wie folgt in ein
FeldA sortieren:

heap sort:
(1) A = ∅
(2) Solange H 6= ∅:
(3) Entnehme das Element in der Wurzel (das kleinste im Heap)
(4) H änge dieses Element an das Feld der bereits sortierten

Elemente A an
(5) Verschiebe das zuletzt eingef ügte Element in die Wurzel
(6) Schiebe die neue Wurzel solange nach unten, bis die Heap-

eigenschaft wiederhergestellt ist

Bevor wir unsüberlegen, wie wirheap sort genau implementieren können, m̈ussen wir
uns zun̈achstüberlegen, wie wir einen Heap möglichst einfach repräsentieren k̈onnen. Da es
sich beim Heap um einen – bis auf die letzte Ebene – vollständigen Bin̈arbaum handelt, lässt
er sich sehr einfach und effizient in einem Array simulieren, indem einfach nacheinander die
verschiedenen Ebenen des Heaps von links nach rechts im Array abgelegt werden. Dann gilt
für einen Knoten mit Indexi:

Index des linken Kindes:2i + 1, Index des rechten Kindes:2i + 2

Beispiel 7.4 (Simulation eines Heaps als Array).
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A[0] A[1] A[2] A[3] A[4] A[5] A[6] A[7] A[8]

A[0]

A[3] A[4] A[5] A[6]

A[7] A[8]

A[1] A[2]

Wie bewegt man nun ein in die Wurzel verschobenes Element auf seinen korrekten Platz im
Heap?

1 /∗ ∗ S c h i e b t e i n e n Knoten mi t Index i nach un ten au f s e i n e n
2 P l a t z im Heap
3 ∗ /
4 vo id s h i f t d o w n ( vec to r<i n t >& a , i n t i , i n t l a s t )
5 {
6 bool f i n i s h e d = f a l s e ;
7 i n t k ;
8
9 whi le ( ! f i n i s h e d )

10 {
11 / / Hat der b e t r a c h t e t e Knoten noch 2 Kinder ?
12 i f ( ( 2∗ i +2) < l a s t )
13 {
14 / / Wenn ja , f i n d e den Index des g r o e s s e r e n Kindes
15 i f ( a [2∗ i +2] < a [2∗ i +1 ] ) k = 2∗ i + 2 ;
16 e l s e k = 2∗ i + 1 ;
17 }
18 e l s e
19 {
20 / / Hat der Knoten genau e i n Kind ?
21 i f ( ( 2∗ i +1) < l a s t ) k = 2∗ i + 1 ; / / j a
22 e l s e re turn ; / / ne in−>wir s i n d f e r t i g
23 }
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24
25 / / i s t d i e H e a p e i g e n s c h a f t noch v e r l e t z t ?
26 i f ( a [ i ] > a [ k ] )
27 {
28 / / ja−>s c h i e b e Knoten nach un ten
29 i n t he lp = a [ i ] ;
30 a [ i ] = a [ k ] ;
31 a [ k ] = he lp ;
32 i = k ;
33 }
34 e l s e
35 {
36 / / ne in−>wir s i n d f e r t i g
37 f i n i s h e d = t rue ;
38 }
39 }
40 }

Satz 7.6 (Laufzeit vonshift down). shift down ben̈otigt im worst caseO(log(n)) Ope-
rationen.

Beweis.Es wird maximal ein Pfad von der Wurzel bis zu einem Blatt durchlaufen. In jedem
Schritt werden zum Vertauschen der Knoten nur konstant viele Operationen benötigt. Da der
Heap ḦoheO(log(n)) hat, folgt die Behauptung. �

Mit der oben definierten Funktionshift down ist es sehr einfach, ein gegebenes ArrayA
so umzusortieren, dass es einen Heap repräsentiert:

1 /∗ ∗ S o r t i e r t d i e E lemente von a so um , dass s i e e i n e n
2 Heap s i m u l i e r e n .
3 ∗ /
4 vo id h e a p i f y ( vec to r<i n t >& a )
5 {
6 f o r ( i n t i =a . s i z e ()−1; i >= 0 ; i−−)
7 s h i f t d o w n ( a , i , a . s i z e ( ) ) ;
8 }

heapify erstellt den Heap indem Schicht für Schicht die Heapeigenschaft hergestellt wird.
Dabei wird auf der Ebene der Blätter begonnen.

Satz 7.7 (Laufzeit vonheapify ). Die Funktionheapify sortiert ein ArrayA der Länge
n in O(n log(n)) Schritten zu einem Heap um.

Beweis.heapify ruft offenbarn-mal die Funktionshift down auf. Diese l̈auft nach Satz
7.6 inO(log(n)). Damit folgt die Behauptung. �
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Anmerkung7.2. Die Funktionheapify arbeitetin-place, d.h. das ArrayA wird direkt um-
sortiert, ohne dass ein zusätzliches Hilfsfeld ben̈otigt wird.
Anmerkung7.3. Offenbar k̈onnen dieBlätter nicht weiter nach unten durchgereicht werden.
Daher k̈onnte in der Funktionheapify die for –Schleife durch eine effizientere ersetzt wer-
den, die erst auf der von unten gesehen zweiten Ebene beginnt.

Implementierung von HeapSort

Damit haben wir nun alles beisammen, umHeapSortimplementieren zu k̈onnen. Da wir uns in
diesem Kapitel immer aufMinHeapsbezogen haben, liefert die unten angegebene Implemen-
tierung eineabsteigendeSortierung des Arrays. ZumaufsteigendenSortieren kann man statt
dessenMaxHeapsverwenden, auf die sich alle hier erzielten Resultate sehr einfachübertragen
lassen.

1 /∗ ∗ S o r t i e r t den v e c t o r a a b s t e i g e n d .
2 ∗ /
3 vo id h e a p s o r t ( vec to r<i n t >& a )
4 {
5 / / Zunaechs t bauen wi r den Heap
6 h e a p i f y ( a ) ;
7
8 f o r ( i n t i =a . s i z e ()−1; i >0; i−−)
9 {

10 / / Wir r e t t e n den S c h l u e s s e l von a
11 i n t he lp = a [ i ] ;
12
13 / / Die Wurzel i s t das k l e i n s t e noch n i c h t s o r t i e r t e
14 / / Element , daher koennen wi r s i e zu den b e r e i t s
15 / / s o r t i e r t e n Elementen packen .
16 a [ i ] = a [ 0 ] ;
17
18 / / den a l t e n Wert von a [ i ] s t e c k e n wi r nun i n d i e
19 / / Wurzel
20 a [ 0 ] = he lp ;
21
22 / / Und r e p a r i e r e n d i e H e a p e i g e n s c h a f t
23 s h i f t d o w n ( a , 0 , i ) ;
24 }
25 }

Satz 7.8 (Laufzeit vonheap sort ). heap sort sortiert ein ArrayA der Längen in Zeit
O(n log(n)).

Beweis.Nach Satz 7.7 läuftheapify in ZeitO(n log(n)). In jedem Schleifendurchlauf wird
einmalshift down aufgerufen, was nach Satz 7.6 ZeitO(log(n)) ben̈otigt. Da die Schleife
n− 1-mal ausgef̈uhrt wird, ergibt sich die behauptete Laufzeit vonO(n log(n)). �
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7.2.5 QuickSort

HeapSortist zwar einäusserst schneller Algorithmus mit optimaler asymptotischer worst-
case Laufzeit (wie wir sp̈ater beweisen werden). In der Praxis ist es jedoch meist möglich,
noch schneller zu sortieren. Dazu wird ein Algorithmus eingesetzt, dessenworst-caseLauf-
zeit zwar wesentlich schlechter ist als die vonHeapSort, dessenerwarteteLaufzeit allerdings
auch inΘ(n log(n)) liegt, wobei allerdings die in derO-Notation ”versteckten” Konstanten
wesentlich kleiner sind als im Fall vonHeapSort. Dadurch wird in vielen tats̈achlich auftre-
tenden Anwendungsfällen ein wesentlich schnelleres Sortieren ermöglicht.

Die Idee von QuickSort

QuickSort ist –ähnlich MergeSort– ein Divide&Conquer–Algorithmus. Allerdings wird
hierbei das Array nicht in zwei gleich große Hälften zerlegt. Statt dessen wählt man sich –
z.B. zuf̈allig – ein Elemente aus dem ArrayA (das sogenanntePivotelement) und vergleicht
alle anderen Elemente vonA mit e. Damit zerlegt man dann das ArrayA \ {e} in zwei Teil-
mengenA≤, A> mit der Eigenschaft:

∀x ∈ A≤ : x ≤ e

∀x ∈ A> : x > e

Dann f̈uhrt man die gleiche Prozedur rekursiv für die ArraysA≤, A> durch. Daher k̈onnen wir
mit QuickSortein Array folgendermaßen sortieren:

QS(A) = Konkatenation(QS(A≤), e, QS(A>))

Da die Definition der MengenA≤ undA> von der Wahl vone abḧangt, ist naẗurlich auch die
Zahl der Elemente inA≤ undA>, und damit auch die Laufzeit vonQuickSort, e-abḧangig. Im
worst-case ist in jedem Schritt eine der beiden Teilmengen leer, so dass der Algorithmus die
gleiche Komplexiẗat wieTrivialSort– nämlichΘ(n2) – aufweist (es wird n̈amlich ein Problem
der Gr̈oßen auf ein Problem der Größen− 1 zurückgef̈uhrt).
Schafft man es allerdings, durch die Wahl vone in jedem Schritt ungefähr gleich m̈achtige
Mengen zu produzieren, dann gilt für die Laufzeit:

QS(n) = 2 QS(n
2
) + cn = Θ(n log(n))

Implementierung von QuickSort

In Pseudocode k̈onnen wirQuickSortfolgendermassen angeben:

QuickSort(A,l,r)

(1) falls (l < r)
(2) q = partition(A,l,r)
(3) QuickSort(A,l,q-1)
(4) QuickSort(A,q+1,r)
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dabei berechnet die Funktionpartition die Zerlegung in die TeilmengenA≤ undA>, d.h.
A wird so umsortiert, dass gilt:

A = { A≤,︸︷︷︸
A0,··· ,Aq−1

e, A>︸︷︷︸
Aq+1,··· ,An−1

}

Um die MengeA in die geẅunschten Teilmengen zu zerlegen, gehen wir mit zwei Zeigern
i, j von rechts und links im ArrayA aufeinander zu. Dabei bewegen wir jeweils den rechten
Zeigerj einen Schritt nach links und̈uberpr̈ufen, ob das Element auf das aktuell verwiesen
wird, die geẅunschte Bedingung verletzt (d.h.A[j] ≤ e). Falls nein, gehen wir einen weiteren
Schritt nach links. Falls ja, bewegen wir den linken Zeiger nach rechts, bis wir auch für die
linke Hälfte ein Element finden, dass die Bedingung verletzt (d.h.A[i] > e). Nun müssen wir
zwei F̈alle unterscheiden: befindet sich der rechte Zeiger nun links vom linken Zeiger (d.h.
j ≤ i), dann haben wir eine erlaubte Partition erzeugt und müssen nur noch das Pivotelement
e = A[0] mit dem Element an der StelleA[q] vertauschen. Andernfalls m̈ussen wir die beiden
gefunden Elemente einfach vertauschen und können weiter nach unerlaubten Paaren suchen.

Dieses Verhalten lässt sich am einfachsten anhand eines Beispiels nachvollziehen: (wir wählen
hier als PivotelementA[0])

Beispiel 7.5 (Ablauf vonpartition ).
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j j

j i j

i i

i

21

23 15 47 23 15 47

2 47 23 3 1 57 451

3 57 4

Anmerkung7.4. Da nach Ablauf vonpartition alle Elemente in der linken Ḧalfte kleiner
oder gleich dem Pivotelement sind und alle Elemente in der rechten Hälfte gr̈osser, k̈onnen
wir jetzt die beiden Teilarrays getrennt voneinander betrachten, wobei das Pivotelement schon
seinen endg̈ultigen Platz im sortierten Array angenommen hat, also in allen weiteren Schritten
nicht mehr betrachtet werden muss.

Wenn wir nunQuickSortimplementieren wollen, m̈ussen wir uns zuvor nocḧuberlegen, wie
wir in jedem Schritt das zum Vergleichen herangezogene Pivotelemente ∈ A wählen k̈onnen.
Offensichtlich ist die erwartete Laufzeit vonQuickSort– wie in denÜberlegungen des letzten
Abschnittes gezeigt – stark von der Wahl vone abḧangig.

Um die Implementierung m̈oglichst einfach zu halten, entscheiden wir uns dafür, in jedem Re-
kursionsschritt das jeweilsersteElement des aktuell zu sortierenden Teilarrays zu verwenden.
Mit dieser einfachenPivotstrategiekönnen wir nun schliesslichQuickSortimplementieren:

1 /∗ ∗ Diese Funk t i on uebern immt das P a r t i t i o n i e r e n
2 ∗ i n T e i l a r r a y s V1 und V2 , so dass a l l e E lemente
3 ∗ von V1 k l e i n e r a l s a l l e E lemente von V2 s i n d .
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4 ∗ /
5 unsigned i n t p a r t i t i o n ( vec to r<i n t >& v , i n t p , i n t q )
6 {
7 / / Wir nehmen das e r s t e Element a l s P i v o t e l e m e n t
8 i n t p i v o t = v [ p ] ;
9

10 / / d i e be iden Z e i g e r
11 i n t l i n k s = p ;
12 i n t r e c h t s = q ;
13
14 / / das e i g e n t l i c h e Ver tauschen
15 whi le ( l i n k s < r e c h t s )
16 {
17 i f ( v [ r e c h t s ] > p i v o t ) { r e c h t s−−; } ;
18 e l s e
19 {
20 i f ( v [ l i n k s ] <= p i v o t ) { l i n k s ++; }
21 e l s e
22 {
23 i n t tmp = v [ l i n k s ] ;
24 v [ l i n k s ] = v [ r e c h t s ] ;
25 v [ r e c h t s ] = tmp ;
26 }
27 }
28 }
29
30 / / J e t z t muss nur noch das a k t u e l l b e t r a c h t e t e Element
31 / / m i t dem P i v o t v e r t a u s c h t werden
32 v [ p ] = v [ r e c h t s ] ;
33 v [ r e c h t s ] = p i v o t ;
34
35 / / und d i e r i c h t i g e P o s i t i o n zu rueckgegeben werden
36 re turn r e c h t s ;
37 }
38
39 /∗ ∗ Diese Funk t i on i m p l e m e n t i e r t den Qu ickso r t−
40 ∗ A lgo r i t hmus f u e r vec to r< i n t >.
41 ∗ /
42 vo id q u i c k s o r t ( vec to r<i n t >& v , i n t p , i n t q )
43 {
44 / / s i n d wi r v i e l l e i c h t schon f e r t i g ? oder i s t
45 / / un te rwegs was s e l t s a m e s p a s s i e r t ?
46 i f ( p < q )
47 {
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48 / / na gut , w i r muessen doch noch was machen
49 unsigned i n t r = p a r t i t i o n ( v , p , q ) ;
50 q u i c k s o r t ( v , p , r−1);
51 q u i c k s o r t ( v , r +1 , q ) ;
52 }
53 }

Laufzeit von QuickSort

Anmerkung7.5. Im folgenden Abschnitt werden wir zur Vereinfachung der Beweise anneh-
men, dass alle Elemente vonA paarweise verschieden sind, d.h. dass für alle Paarei 6= j, i =
1 . . . n, j = 1 . . . n gilt: ai 6= aj.

Offenbar ist die Laufzeit vonQuickSortproportional der Anzahl der Vergleiche unterschiedli-
cher Feldelemente.

Lemma 7.1. Jedes PaarA[i], A[j] im ArrayA wird höchstens einmal miteinander verglichen!

Beweis.Alle vorkommenden Vergleiche sind Vergleiche mit dem Pivotelement. Da das Pivot-
element von Schritti in Schritti + 1 in den rekursiven Aufrufen vonquick sort gar nicht
mehr auftaucht, folgt die Behauptung. �

Es seiZ = {z1, . . . , zn} das Ergebnis der Sortierung vonA, d.h. es giltzi ∈ A∀i, und
z1 < z2 < · · · < zn. Mit Zij bezeichnen wir die MengeZij := {zi, . . . , zj}.

Um dieerwartete LaufzeitvonQuickSortzu bestimmen, f̈uhren wir nun die folgenden Zufalls(Indikator-
)variablen ein:

Xij =

{
1 falls zi undzj miteinander verglichen werden

0 sonst

Um die Anzahl an Vergleichen zu bestimmen, müssen wir̈uberi undj summieren:

X =
n∑

i=1

n∑
j=i+1

Xij

Anmerkung7.6. Die zweite Summe beginnt beij = i+1, da ansonsten jeder Vergleich doppelt
gez̈ahlt würde.

Da die Laufzeit vonQuickSortnach der obigen Anmerkung proportional zur Anzahl an Ver-
gleichen ist, k̈onnen wir die erwartete Laufzeit mit Hilfe desErwartungswertesder Ver-
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gleichsanzahl berechnen! Für diese erwartete Vergleichsanzahl gilt:

E[X] = E

[
n∑

i=1

n∑
j=i+1

Xij

]

=
n∑

i=1

n∑
j=i+1

E[Xij]

=
n∑

i=1

n∑
j=i+1

p({Xij = 1}).

Dabei ist nach dem oben Gesagtenp({Xij = 1}) die Wahrscheinlichkeit dafür, dass Element
zi mit Elementzj verglichen wird.1

Im Verlauf des Algorithmus ẅahlen wir immer neue Pivotelemente aus der MengeA. Dabei
wird in irgendeinem Schritttk zum ersten Mal ein Element aus der MengeZij = {Zi, . . . , Zj}
ausgeẅahlt werden.2 Obwohl nun in allen vorherigen Schritten die ursprüngliche MengeA
rekursiv in viele unabḧangig voneinander zu betrachtende Teilmengen unterteilt wurde, macht
man sich leicht klar, dass alle Elemente vonZij zum Zeitpunkttk noch in die selbe Teilmenge
eingeordnet wurden:

Lemma 7.2. Zum Zeitpunkttk liegen alle Elemente der MengeZij in der selben noch rekursiv
zu zerteilenden TeilmengeAi ⊂ A.

Beweis.Alle in den Schrittent1 . . . tk−1 ausgeẅahlten Pivotelementey stammen entweder aus
der MengeZ1...i−1 oder aus der MengeZj+1...n−1. Daher sind alle Elemente vonZij entweder
grösser alsy – dann landen sie in der ”rechten” Teilmenge – oder kleiner alsy – dann landen
sie in der ”linken” Teilmenge. Insgesamt werden also in jedem vorherigen Schrittt1 bis tk−1

alle Elemente ausZij der selben Menge zugeordnet. �

Nun können wir zwei m̈ogliche F̈alle für x unterscheiden:

1. x = zi oderx = zj

2. ((x 6= zi) ∧ (x 6= zj)) ⇒ x ∈ Zi+1,j−1

Da nach Lemma 7.2 alle Elemente ausZij in der selben noch zu sortierenden Teilmenge
liegen, werden sie auch alle mit dem gewählten Pivotelementx verglichen. Also gilt in Fall 1.
Xij = 1, denn da in diesem Fall entwederzi oderzj das Pivotelement ist, wird daszj bzw.zi

mit ihm verglichen. In Fall 2. hingegen giltXij = 0, denn da in diesem Fallzi < x undzj > x

1Aus dieser Formel k̈onnen wir auch sehr einfach die worst-case Laufzeit herleiten: da im schlimmsten Fall
jedes Element mit jedem verglichen wird, giltT worst case

QS = O(n2)
2Man beachte, dass wirnicht wissen, welches Element ausZij als Pivotelement ausgewählt wird, obwohl wir

uns f̈ur eine Pivotstrategie entschieden haben. Dies liegt daran, dass wir unsere Pivotstrategie natürlich auf
die MengeA anwenden, und wir f̈ur ein gegebenes Element ausA vor dem Sortieren natürlich noch nicht
wissen, an welcher Position es inZ stehen wird!
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gilt, landenzi undzj in unterschiedlichen Teilmengen, so dass sie in keinem späteren Schritt
tk+1, . . . miteinander verglichen werden können. Damit k̈onnen wir nun folgendes Lemma
beweisen:

Lemma 7.3.
p({Xij = 1}) =

2

j − 1 + 1

Beweis.Es gilt:

p({Xij = 1}) = p(zi wird mit zj verglichen)

= p(zi oderzj wird als erstes Pivotelement ausZij geẅahlt)

= p(zi wird als erstes Pivotelement ausZij geẅahlt)

+ p(zj wird als erstes Pivotelement ausZij geẅahlt)

=: pi + pj

Da jedes Element ausZij mit gleicher Wahrscheinlichkeit als erstes ausZij gezogen wird,
gilt:

pi = pj =
1

|Zij|
=

1

j − i + 1

und damit

p({Xij = 1}) = pi + pj = 2 pi =
2

j − i + 1
.

�

Damit können wir nun endlichE[X] berechnen:

Satz 7.9 (Erwartete Laufzeit vonQuickSort). Die erwartete Laufzeit vonQuickSortE[X]
liegt inO(n log(n)).

Beweis.

E[X] =
n∑

i=1

n∑
j=i+1

p({Xij = 1})

=
n∑

i=1

n∑
j=i+1

2

j − i + 1

=
n∑

i=1

n−i∑
k=1

2

k + 1

<
n∑

i=1

n∑
k=1

2

k

<
n∑

i=1

c log(n)

= c
n∑

i=1

log(n) ∈ O(n log(n))

�
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7.2.6 BucketSort

Keiner der bisher vorgestellten Sortieralgorithmen lief schneller alsO(n log(n)), und wir wer-
den sp̈ater noch sehen dass dies tatsächlich eine untere Schranke für die Laufzeit allerver-
gleichsbasiertenSortierverfahren darstellt. Besitzt die Eingabemenge allerdings bestimmte
vorher bekannte Eigenschaften, so ist unter Umständen tats̈achlich ein Sortieren inlinearer
Zeit möglich!

Stellen wir uns zum Beispiel vor, wir m̈ussten Zettel, die mit den Zahlen von1 bisn beschrif-
tet sind der Gr̈osse nach sortieren. Dazu könnten wir einfachn ”Zettelablagen” in einer Reihe
aufstellen, jeweils einen Zettel ”ziehen” und ihn in die passende Ablage legen. Danach könn-
ten wir die Zettel der Reihe nach aus den Ablagen entnehmen, und hätten in Zeit2n sortiert.

Diese Idee liegtBucketSortzu Grunde. Gegeben sei hier ein ArrayA von reellen Zahlenai,
die alle aus einem endlichen Intervall[a, b) ⊂ R stammen unduniform verteiltsind:

Definition 7.4 (Uniforme Verteilung). Eine Menge von reellen ZahlenA aus einem Intervall
[a, b) ⊂ R heißtuniform verteilt, wenn gilt:

∀x ∈ A,∀[c, d) ⊂ [a, b) : p(x ∈ [c, d)) =
d− c

b− a
.

Intuitiv bedeutet dies, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufällig geẅahltes Element in
einem bestimmten Teilintervall[c, d) ⊂ [a, b) liegt, nur von der Gr̈osse dieses Teilintervalls
abḧangt.
Ohne Beschr̈ankung der Allgemeinheit k̈onnen wir (durch geeignetes Skalieren) immer davon
ausgehen, dass[a, b) = [0, 1), d.h. dass die Zahlen ausA aus dem Einheitsintervall stammen.
Dann gilt für die in Definition 7.4 definierte Wahrscheinlichkeit:

p(x ∈ [c, d)) = d− c.

Damit erhalten wir f̈ur eine uniform verteilte Menge vonn Elementen:

p

(
x ∈

[
i

n
,
i + 1

n

))
=

i− (i + 1)

n
=

1

n
∀i ∈ {0, . . . , n− 1}

Idee von BucketSort

BucketSort verwendet eine Art von Hashing mit Chaining zur Kollisionsauflösung: Wir teilen
das Intervall[0, 1) in n gleich große Teilintervalle, die sogenannten ”Buckets”3. Man ordne
nun dien zu sortierenden Elemente in ihren jeweiligen Bucket ein (d.h. man hänge sie ein-
fach an die Liste der in ihrem Bucket gespeicherten Elemente an), und sortiere anschliessend
alle Buckets mit Hilfe vonTrivialSort. Zum Schluss muss nur noch einmalüber alle Buckets
iteriert werden, um die in ihnen gespeicherten Elemente hintereinander zu hängen.

3diese entsprechen natürlich den ”Zettelablagen” aus dem obigen Beispiel
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An dieser Stelle sieht man auch deutlich, warum die Eingabemenge uniform verteilt sein
muss, um eine ”gute” Laufzeit zu erreichen: bei uniformer Verteilung werden die Elemen-
te gleichm̈assigüber die Buckets verteilt, so dass die einzelnen Aufrufe vonTrivialSort nur
sehr kleine Teilmengen sortieren müssen.
Aufgrund der offensichtlichen Verwandtschaft vonBucketSortzum Hashing mit Chaining
können wir auch eine typische Hashtabelle als Datenstruktur verwenden, d.h. wir verwen-
den ein Feld vonn Listen,4 in denen dann die eigentlichen reellen Zahlen abgelegt werden.
Die verwendete Hashfunktion ist hier trivial:

h(x) = i ⇔ χ[ i
n

, i+1
n

)(x) = 1

Dabei istχ[ i
n

, i+1
n

) diecharakteristische Funktiondes Intervalls[ i
n
, i+1

n
), die durch

χ[a,b)(x) = 1 :⇔ x ∈ [a, b)

definiert wird.
Die Anzahl der im Bucketi gespeicherten Elemente bezeichnen wir mitni. Dann gilt offenbar
für die Laufzeit vonBucketSortauf einem Array der L̈angen:

Lemma 7.4.

TBS(n) = cn +
n−1∑
i=0

dn2
i

Beweis.Zuerst m̈ussen wir jedes Element vonA in die Hashtabelle einsortieren. Die Hash-
funktion lässt sich offensichtlich inO(1) berechnen, daher benötigen wir für das Einsortieren
aller n ElementeΘ(n) Schritte. Dann wird jeder Bucketi mit TrivialSort sortiert, was nach
Satz 7.1 in ZeitΘ(n2

i ) läuft. Das Zusammenhängen der einzelnen in den Buckets gespei-
cherten Listen zu einem sortierten Array benötigt wiederumO(n) Schritte. Aufsummieren all
dieser Terme liefert die Behauptung. �

Satz 7.10 (Erwartete Laufzeit vonBucketSort). Die erwartete LaufzeitE[TBS(n)] vonBucket-
Sortauf einem Array von uniform verteilten reellen Zahlen aus einem Intervall[a, b) liegt in
O(n)

Beweis.Zunächst folgt mit Lemma 7.4:

E[TBS(n)] = E

[
cn +

n−1∑
i=0

dn2
i

]

= E[cn] + d
n−1∑
i=0

E[n2
i ]

= cn + d

n−1∑
i=0

E[n2
i ] (7.1)

4Man beachte, dass in diesem Fall die Länge der Hashtabelle der Anzahl der zu speichernden Elemente ent-
spricht!
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Zur Bestimmung vonE[n2
i ] führen wir nun neue Indikatorvariablen ein:

Xij =

{
1 falls aj Bucketbi zugeordnet wird

0 sonst

wobeii = 0, . . . , n−1, j = 0, . . . , n−1 Dani die Anzahl an Elementen in Bucketi beschreibt,
gilt:

ni =
n−1∑
j=0

Xij.

Damit können wir nun den ErwartungswertE[n2
i ] umformen:

E[n2
i ] = E

(n−1∑
j=0

Xij

)2


= E

[
n−1∑
j=0

n−1∑
k=0

XijXik

]

= E

n−1∑
j=0

X2
ij +

n−1∑
j=0

n−1∑
k=0
k 6=j

XijXik


=

n−1∑
j=0

E
[
X2

ij

]
+

n−1∑
j=0

n−1∑
k=0
k 6=j

E[XijXik].

Da es sich bei denXij um Indikatorvariablen handelt, und da wir uniforme Verteilung der
Elemente angenommen haben, lässt sich der hier auftretende TermE[X2

ij] sehr einfach be-
stimmen:

E[X2
ij] = 1 · 1

n
+ 0 ·

(
1− 1

n

)
=

1

n
(7.2)

= E[Xij]. (7.3)

Weiterhin k̈onnen wir f̈ur k 6= j den ErwartungswertE[XijXik] zu E[Xij]E[Xik] ausein-
anderziehen, da in diesem Fall die ZufallsvariablenXij und Xik offensichtlich unabḧangig
voneinander sind.
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Damit können wir nun weiter umformen:

E[n2
i ] =

n−1∑
j=0

E
[
X2

ij

]
+

n−1∑
j=0

n−1∑
k=0
k 6=j

E[XijXik]

=
(7.2)

n−1∑
j=0

1

n
+

n−1∑
j=0

n−1∑
k=0
k 6=j

E[Xij]E[Xik]

=
(7.3)

n−1∑
j=0

1

n
+

n−1∑
j=0

n−1∑
k=0
k 6=j

1

n

1

n

=
n−1∑
j=0

1

n
+

n−1∑
j=0

n−1∑
k=0
k 6=j

1

n2

= n
1

n
+ n(n− 1)

1

n2

= 1 + 1− 1

n

= 2− 1

n
. (7.4)

Durch Einsetzen von (7.4) in Gleichung (7.1) folgt schliesslich die Behauptung:

E[TBS(n)] = cn + d
n−1∑
i=0

E[n2
i ]

=
(7.4)

cn + d
n−1∑
i=0

(
2− 1

n

)

= cn + d

n−1∑
i=0

2− d

n−1∑
i=0

1

n

= cn + 2dn− dn
1

n
= cn + 2dn− d

= (c + 2d)n− d ∈ O(n).

�

7.2.7 Untere Laufzeitschranken für das Sortierproblem

Mit BucketSorthaben wir ein Sortierverfahren kennengelernt, welches Elemente mit bestimm-
ten angenehmen Eigenschaften in linearer Zeit sortiert. Diese notwendigen Eigenschaften –
alle zu sortierenden Elemente sollen uniform verteilt aus einem Intervall[a, b) ⊂ R stammen
– schr̈anken naẗurlich die Anwendbarkeit vonBucketSortstark ein. Insbesondere ist damit
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BucketSortim strikten Sinne unserer ursprünglichen Definition 7.1keine Lösung des allge-
meinen Sortierproblems!

Die einzige zum Sortieren ”verwertbare” Eigenschaft der Eingabemenge des allgemeinen Sor-
tierproblems 7.1 ist offenbar die Ordnungsrelation�. Einen Sortieralgorithmus, der aussch-
liesslich diese Ordnungsrelation benötigt um die Eingabemenge zu sortieren, also keine wei-
teren Voraussetzungen an die Struktur der Eingabedaten stellt, nennen wir einen ”vergleichs-
basierten” Sortieralgorithmus.

Pr̈aziser:

Definition 7.5 (Vergleichsbasiertes Sortierverfahren).Gegeben sei die EingabemengeA =
{a0, . . . , an−1} mit der Ordnungsrelation�. Ein SortierverfahrenS heißtvergleichsbasiert,
wenn f̈ur die Bestimmung der endgültigen Position jedes Elementesai im sortierten Array
S(A) ausschliesslich die Ergebnisse von Vergleichen der Formai � x herangezogen werden,
wobeix ein beliebiges Element aus dem Definitionsbereich von� darstellt (z.B. ein anderes
Arrayelementaj).

Beispiel 7.6.Beispiele f̈ur vergleichsbasierte Sortierverfahren sind u.a.:

• TrivialSort

• MergeSort

• HeapSort

• QuickSort

Anmerkung7.7. BucketSortist offensichtlichkein vergleichsbasiertes Sortierverfahren, da
zum Einsortieren der Elemente zusätzlich zur Ordnungsrelation≤ eine Hashfunktionh her-
angezogen wird!

Keines der bisher vorgestellten vergleichsbasierten Sortierverfahren hat eine bessere worst-
case Laufzeit alsO(n log(n)), d.h. ihre Laufzeiten liegen inΩ(n log(n)). Wir werden nun
zeigen, dass dies kein Zufall ist:n log(n) ist eine untere Schranke für die Laufzeit vergleichs-
basierter Sortierverfahren!

Anmerkung7.8. Im restlichen Verlauf dieses Kapitels werden wir annehmen, dass alle Ein-
gabeelementeai paarweise verschieden sind, d.h. ausi 6= j folgt schonai 6= aj. In diesem
Fall gilt: ai ≺ aj ⇔ ai � aj undai � aj ⇔ ai � aj. Man macht sich leicht klar, dass dann
die Vergleicheai � aj, ai ≺ aj, ai � aj, ai � aj alle den selben Informationsgehalt haben,
d.h. aus der Kenntnis des Ergebnisses eines dieser Vergleiche kann man die Ergebnisse der
anderen drei sofort ableiten.

Um überhaupt eine Aussage für alle vergleichsbasierten Sortierverfahren treffen zu können,
müssen wir soweit wie m̈oglich vom konkreten Verfahren abstrahieren. Dies gelingt mit dem
sogenanntenEntscheidungsbaummodell.
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Das Entscheidungsbaummodell

Mit Hilfe sogenannterEntscheidungsb̈aumelässt sich der Ablauf eines vergleichsbasierten
Sortierverfahrens abstrakt darstellen.

Definition 7.6 (Entscheidungsbaum).Ein EntscheidungsbaumB ist ein bin̈arer Baum, der
alle möglichen Folgen von Vergleichen eines vergleichenden Sortierverfahrens für alle m̈ogli-
chen Eingabemengen einer bestimmten Größen repr̈asentiert. Dabei ist jeder innere Knotenv
beschriftet mit einem String der Formi : j, jedes Blattw ist beschriftet mit einem String der
Form(π1, . . . , πn) mit πi ∈ {0, . . . , n− 1}. Von den beiden ausgehenden Kantene1, e2 eines
jeden inneren Knotenv ist genau eine mit� beschriftet, die jeweils andere mit�.
B entḧalt genau dann einen inneren Knotenv mit Beschriftungi : j, wenn im Verlauf des
zugeḧorigen Sortierverfahrens Elementai mit Elementaj verglichen wird.B entḧalt für jede
Permutationπ := (π1, . . . , πn) der Indizes der Eingabeelemente{0, . . . , n − 1} genau ein
Blatt w mit Beschriftungπ.

Beispiel 7.7 (Entscheidungsbaum der L̈ange 3 f̈ur ein triviales Sortierverfahren).

(1,2,3)

_<

_<

_<

_<

_<

(1,3,2) (3,1,2)

(2,1,3)

(2,3,1) (3,2,1)

>

>

>

>

>

2:3

1:2

1:3

1:3

2:3

Lemma 7.5.Es seiS ein beliebiges korrektes vergleichsbasiertes Sortierverfahren. Dann gilt:
der Entscheidungsbaum der Längen für S hat mindestensn! Blätter.

Beweis.S sotiert eine beliebige EingabeA der Längen korrekt zuS(A) um. Da die Elemen-
te inA in beliebiger Reihenfolge stehen können, mussS auch jede m̈ogliche Permutation der
Eingabeelemente als Ausgabe erzeugen können. Da das Entscheidungsbaummodell den Ab-
lauf vonS auf einer beliebigen Eingabemenge einer fixen Größen darstellt, muss also auch im
Entscheidungsbaum für eine Eingabe vonn Elementenjede dern! möglichen Permutationen
der Eingabeindizes als Blatt vorkommen. �

Diese Information k̈onnen wir verwenden, um eine untere Schranke für die worst-case Lauf-
zeit eines allgemeinen vergleichsbasierten Sortieralgorithmus auf einer Eingabe der Längen
abzuleiten. Dazu bemerken wir zunächst, dass zu jeder möglichen EingabeA der Längen
genau ein BlattS(A) im Baum existiert, dass diese Eingabe korrekt sortiert.
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7 Sortieren

Lemma 7.6. Es seiA eine beliebig aber fest gewählte Eingabe f̈ur ein vergleichsbasiertes
SortierverfahrenS. S(A) sei das zu dieser Eingabe gehörige Blatt im Entscheidungsbaum
der Längen für S, welchesA korrekt sortiert.h(S(A)) sei die Ḧohe dieses Blattes im Ent-
scheidungsbaum. Dann gilt: die Anzahl an Vergleichen, die ein beliebiger vergleichsbasierter
Sortieralgorithmus ben̈otigt, umA zu sortieren, liegt inΩ(h(S(A))).

Beweis.Jede Kante im Entscheidungsbaum repräsentiert einen Vergleich zweier Eingabele-
mente. Man ben̈otigt also mindestensh(S(A)) Vergleiche, um das BlattS(A) ausgehend von
der Wurzel erreichen zu können. Dies entspricht der minimalen Vergleichsanzahl mit der ent-
schieden werden kann, obS(A) eine korrekte Sortierung vonA darstellt. �

Lemma 7.7. Es seihSn die Höhe des Entscheidungsbaums der Längen für ein Sortierver-
fahrenS. Dann gilt: die worst-case Laufzeit vonS auf einer Eingabe der L̈angen liegt in
Ω(hSn).

Beweis.Nach Lemma 7.6 wissen wir, dassS mindestensΩ(h(S(A)) Vergleiche ben̈otigt, um
das ErgebnisS(A) zu berechnen. Im worst-case entspricht das korrekte Ergebnis einem Blatt
mit maximaler Ḧohe im Entscheidungsbaum, d.h. es werden mindestensΩ(hSn) Vergleiche
ben̈otigt, um das korrekte Ergebnis zu berechnen. Alle anderen eventuell noch nicht berück-
sichtigten Operationen – wie z.B. das Umkopieren von Elementen oder die Speicherallokation
– können die Laufzeit natürlich höchstens noch in die Ḧohe treiben. Damit folgt die Behaup-
tung. �

Bislang haben wir also folgendes erreicht: wenn wir eine untere Schranke für die Höhe al-
ler möglichen Entscheidungsbäume zu einer bestimmten Eingabegrößen bestimmen k̈onnen,
dann k̈onnen wir nach Lemma 7.7 damit eine untere Schranke für die Laufzeit aller m̈oglichen
vergleichsbasierten Sortierverfahren berechnen. Aus Lemma 7.5 ist uns schon bekannt, dass
jeder Entscheidungsbaum der Längen mindestensn! Blätter besitzen muss. Diese Informa-
tionen kombinieren wir zum folgenden zentralen Satz dieses Kapitels:

Satz 7.11 (Laufzeit beliebiger vergleichsbasierter Sortierverfahren).Die worst-case Lauf-
zeit jedes vergleichsbasierte SortieralgorithmusS beim Sortieren einer beliebigen EingabeA
der Längen liegt in Ω(n log(n)).

Beweis.BSn sei der Entscheidungsbaum der Längen fürS. Dann gilt nach Lemma 7.5:BSn hat
Ω(n!) Blätter. Andererseits hatBSn als bin̈arer Baum der Ḧoheh(BSn ) maximal2h(BSn ) Blätter.
Es gilt also die Abscḧatzung:

n! ≤ 2h(BSn )

Logarithmieren ergibt:

h(BSn ) ≥ log(n!) (7.5)

Die Fakulẗat können wir mit Hilfe derStirlingformel

n! =
√

2πn
(n

e

)n

eαn
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7.2 Das Sortierproblem

mit

1

12 n + 1
< αn <

1

12

umformen zu:

log(n!) = log
(√

2πn
(n

e

)n

eαn

)
= log

(√
2πn

)
+ log

((n

e

)n)
+ log (eαn)

=
1

2
log(2πn) + n log

(n

e

)
+ αn log(e)

≥ n log
(n

e

)
= n (log(n)− log(e))

Da wir nur an einer asymptotischen Aussage interessiert sind, können wir verlangen, dass
log(n) > 2 log(e), alson > e2. In diesem Fall gilt dann weiter:

log(n!) ≥ n (log(n)− log(e))

≥ n log(n)− 1

2
n log(n)

=
1

2
n log(n)

Also erhalten wir mit Gleichung (7.5):

h(BSn ) ∈ Ω(n log(n))

Mit Lemma (7.7) folgt die Behauptung. �

Satz 7.12.HeapSortund MergeSortsind asymptotisch optimale vergleichsbasierte Sortier-
verfahren.

Beweis.Nach Satz 7.8 und Satz 7.3 liegt die Laufzeit vonHeapSortundMergeSortjeweils in
O(n log(n)). Da laut Satz 7.11 beide Laufzeiten auch inΩ(n log(n)) liegen m̈ussen, folgt die
Behauptung. �
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