7 Sortieren

7.1 Uberblick

In diesem Kapitel werden wir uns intensiv mit der Theorie 8egtierensauseinandersetzen.
Wir werden verschiedene Algorithmen kennenlernen, wichtige Probkastrategien disku-
tieren und sogar eine untere Schrankedie Laufzeitaller vergleichsbasierten Sortieralgo-
rithmen beweisen.

Nach einer (etwaalteren) Schtzung vonBM werden ca. 25% der Rechenzeit in typischen
kommerziellen Anwendungeiiif das Sortieren aufgewandt.

Einige wichtige Anwendungen sind z.B.:

e Zusammenfassen ,,verwandter’Dinge (z.B. Sortieren einer Buchdatenbank nach Auto-
ren)

e Suche von Duplikaten
e Beschleunigen wichtiger Suchalgorithmen

e Auswerten von DNA-Arrays in der Bioinformatik

7.2 Das Sortierproblem

Wir beginnen mit der allgemeinen Form des Sortierproblems.

Definition 7.1 (Sortierproblem). Gegeben sei eine Mengevon Elementen aus einem Uni-
versuml/, sowie eine Ordnungsrelatiors,; auf U. Gesucht ist eine Anordnung der Elemente
von A in aufsteigender (oder fallender) Reihenfolgeidich der Ordnungsrelatios.

Beispiele:
e U = Englische Wrter, < = lexikographische Ordnung

e U = Studenten der Universit des Saarlandes,
xr X y < Matrikelnumme(z) < Matrikelnummety)

Um die Notation zu vereinfachen, wollen wir uns im Folgenden darauf bé&skén, ganze
oder reelle Zahlen zu sortieren, alSo=R, “ <7 = “ <7,
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7 Sortieren

7.2.1 Ein triviales Sortierverfahren
Definition von TrivialSort

Ein offensichtlicher Algorithmus zum Sortieren eines Felddsinktioniert folgendermassen:

TrivialSort:

Gegeben ein Array A =  {A[0]...A[n-1] }.

@i=0

(2) Solange i < n-1:

(3) Suche das minimale Element m in {A[i]...A[n-1] }

(4)  Vertausche A[i] und m
(5) Erhoehe i um 1
(6)  Zurueck zu Zeile 1

In C++kodnnen wir diesiirinteger —Zahlen z.B. wie folgt implementieren:

/«x Sucht im Teilfeld A[minindex]...A[maxindex] nach dem
minimalen Element A[i].
Liefert den Index i dieses Elements zurueck.

*/

int index of_minimum (vectoxint>& a, int min_index, int max.index)

{
int index = minindex;
for (int i=min_index; | < max.index; i++)

if (a[index] > a[i]) index = i;

}

return index;

}

Ix+x Sortiert einen vectokint> aufsteigend.
*/
void trivial_sort(vectoxint>& a)

{

for (int 1=0; i<a.size(); i++)

{
int j = index.of_minimum (a, i+1, a.size());
int k = aflil;
if (k>aljl])

ali] = af[jl;
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27 aljl] =
28 }

29 }

30 }

Laufzeit von TrivialSort

Analysieren wir nun die Laufzeit von TrivialSort.

Offenbar beitigt die Funktionindex _of _minimum ©(max.index-min _index ) Schrit-

te. Daindex _of _minimum inderfor -Schleife (Zeile 21-29) imrten Schritt mitmax_index
= asize() = n undmin _index = i+1 aufgerufen wird, bedtigt jeder Durchlauf der
for -Schleife (Zeile 21-299(n—1) Schritte. Also ergibt sichifr die Laufzeit vorTrivialSort

Satz 7.1 (Laufzeit von TrivialSort). Die Laufzeit von TrivialSort liegt ifd(n?).

Beweis. Fur die Laufzeit von TrivialSort gilt nach den obigéiberlegungen mit einer Kon-
stanten: > 0:

n—1
Trs(n) = c E n—1)
=0

€ @(712) |

Diese hohe Laufzeiilsst sich damit erren, dass unser hier géhlte Ansatz zur isung des
Sortierproblems die folgende Form hat:

Problem A(n) = Konkatenation(Problem B(n), Problem A(n+1))

wobei in unserem Fall das Problem B(n) im Suchen des Minimums von n Zahlen besteht. Ein
solches Schemaihrt zu der folgenden Rekursioiirfdie Laufzeitl’s(n) von Problem A:

T _Jd n=1
aln) = c+Tp(n)+Ta(n—1) n>1

wobeid eine positive Konstante ist.
In unserem Fall hat Problem B(n) — die Suche nach dem Minimunmvdahlen — die worst-
case Laufzei®(n), und daher giltiir die obige Rekursion:

Ta(n) d n=1
n) =
4 C1+an—|—TA(7’L—1) n>1
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mit positiven Konstanten, ¢4, cs.

Wir haben also die &sung eines Problems derdR®en auf die Losung eines Problems der
Grollen — 1 zuruckgetfihrt! Haufig ist es allerdings sinnvoll, diedisung des grossefi Pro-
blems auf die Bsung mehrerer wesentlich kleinerer Teilproblemeizkrutihren.

7.2.2 Divide & Conquer — Verfahren

Die obigenUberlegungenifhren auf die sogenannBivide & Conquer—Strategie:

Definition 7.2 (Divide&Conquer). Zerlege das urspingliche Problem der Gf3en in klei-
nere Teilprobleme. ise diese Teilprobleme und setze die Gesasutig aus dendsungen
der Teilprobleme zusammen.

Haufig lasst sich ein Problem der &ten z.B. in zwei Teilprobleme der GRe? zerlegen.

| Problem A(n) = Konkatenation(Problem A(n/2), Problem A(n/2))

7.2.3 MergeSort

Ein Sortieralgorithmus, der auf dem oben angegebenen Schema bashéet,geSort
Definition von MergeSort

MergeSort:

Gegeben ein Array A =  {A[0]...A[n-1] }.

(1) Zerlege A in zwei ungef ahr gleich grosse H alften Al, A2 der L
2

(2) Sortiere A1 und A2 rekursiv mit MergeSort

(3) Mische die sortierten Halbfelder zu einem sortierten Feld und gib

dieses als Ergebnis zur uck

Implementieren wir zuachst die Funktiomerge in C++:

I«x Mischt die sortierten Teilfelder{A[sl],... A[el]}
und {A[el+1],...,A[e2]} zu einem sortierten Feld
{A[s1],... ,A[e2]}.

*/

void merge(vectokint>& a, int sl1, int el, int e2)

{

vector<int> b(e2-s1+1); // Hilfsfeld zum Mischen
int i=sl, j=el+1l, k=0;

for (; i<=el && j<=e2; k++)
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{
if (a[i] <= a[j]) {b[k]
else {b[k]
h

/] Leere den Rest des ersten Teilfelds
for (;i<=el;k++,i++) b[k]=alil];

afi]; i++;}
aljl; j++;}

// Leere den Rest des zweiten Teilfelds
for (;j<=e2;k++,j++) b[k]l=alj];

I/l Kopiere das Ergebnis zurueck nach A
for (k=0,i=sl; i<=e2; i++,k++) al[i]=b[k];

7.2 Das Sortierproblem

Satz 7.2 (Korrektheit und Laufzeit von merge). Die Funktionmerge sortiert zwei schon
sortierte TeilfelderA[s1], ..., Alel] und Alel +1],..., A[e2] der Lange § korrekt in Zeit
O(n).

Beweis.Zu zeigen haben wir Korrektheit und Laufzeit:

Damit kbnnen wir nun die Funktiomerge _sort

{

© o0 ~NO UL WNPE

}

o Korrektheit: die beiden TeilfeldeA[s1],..., Alel] und Alel +1],..., A[e2] sind be-
reits korrekt sortiert. Daher sind die Indizésind ; die Indizes der jeweils kleinsten
noch nicht inb einsortierten Elemente der beiden Teilfelder. Alsonish(A[:], A[j])

offenbar die kleinste noch nicht verarbeitete ZahMij31, ..

die Stelleb[k] einsortiert werden.

., €2], und muss daher an

e Laufzeit: trivial ersichtlich aus den Definitionen der —Schleifen

if (max-min > 0) // sind wir schon fertig?

{

mergesort(a, min, min+((maxmin)/2));
mergesort(a, min+((maxmin)/2)+1, max);
merge (a, min, min+((maxmin)/2), max);

}

implementieren:

void mergesort(vectoxint>& a, int min, int max)
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Laufzeit von MergeSort

Satz 7.3 (Laufzeit von MergeSort).MergeSort sortiert ein Array der Gf3en in Zeit©(n logn).

Beweis. Fur die Laufzeit der Funktiomerge _sort erhalten wir mit Satz 7.2 die folgende
Rekursion:

2TM3(%)+CZTL n>1

TMS(n>:{C n=1

Dalog,(2) = 1, und damitdn € ©(n'°¢2(2)) = ©(n), konnen wir Fall (2) des Mastertheorems
4.1 anwenden, und es fol@ls(n) € ©(nlog,(n)). |

7.2.4 HeapSort

Ein weiteres, hufig verwendetes Sortierverfahren litgapSort Wir werden feststellen, dass
auchHeapSorin Zeit O(n log,(n)) lauft, also asymptotisch gesehen eigentlich keine Verbes-
serung gegdiberMergeSortdarstellt. Allerdings sortietdeapSort "in-place”, d.h. es wird
kein zusitzliches Hilfsfeld beatigt, in das die Daten beim Sortieren kopiert werden. Daher
lauft HeapSorin vielen praktischen Anwendungen kthtlich schneller alsergeSort Der
HeapSortAlgorithmus basiert auf einer speziellen Datenstruktur, dem sogenaldetgm

Definition 7.3 (Heap). Ein binarerMinHeapist ein birarer Baum mit den folgenden Eigen-
schaften:

1. Fur jeden Knoterv des Heaps mit einem Knoterparent = NULL  gilt:
v.key > v.parent->key (Heapeigenschaft

2. Der Heap ist — abgesehen von der untersten Ebene — immeiawadligtgeiilit
Fur die Definition eines bi@enMaxHeapswird in Punkt 1. ,>” durch , <" ersetzt.

Anmerkung/.L Der Einfachheit halber werden wir in diesem Kapitel denmaren MinHeap
kurz alsHeapbezeichnen.

Beispiel 7.1 (MinHeap).
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Wie konnen wir Elemente in einen Heap digen? Wenn wir das neue Element einfach an

die mchste freie Position im Heap anfgen, kann es passieren, dass wir die Heapeigenschaft
verletzen!

Beispiel 7.2 (Einfigen in einen MinHeap).

(9)

1 0 @E®

(19 (7

Wir miussen also nach deEinhangendes Knotens den Heapparierert Dazu nehmen wir
an, dasy ein Zeiger auf den eing@ften Knoten ist. Die Reparatur erfolgt nun, indem wir
den soeben eingéfiten Knoten so langanach oben schieb&indem wir jeweils Vater und
Sohn miteinander vertauschen, bis die Heapeigenschaft wiederhergestellt ist:

(1) Solange v->key < v->parent->key:
(2)  Vertausche Vater und Sohn:
3) int help = v->key;
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3) v->key = v->parent->key;
(4) v->parent->key = help;
(5) v = v->parent

Beispiel 7.3 (Reparatur des MinHeaps aus Beispiel 7.2).

1 (9@ ®

(19 (9

Damit kdnnen wir die Funktiomeap _insert  in Pseudocode folgendermal3en definieren:

heap_insert:
(1) H ange den Knoten an die erste freie Position im Heap
(2) Repariere die Heapeigenschaft

Satz 7.4 (Laufzeit vonheap _insert ). heap_insert  berbtigt fur das Einfigen eines
Knotens in einen Heap mit ElementerO(log(n)) Operationen.

Beweis.Da der Heap ein — eventuell bis auf die letzte Ebene — @itfiger bi&rer Baum
ist, betégt die Hbhe des Heaps zu jedem Zeitpunig(n). Da bei jeder Einfigeoperation
im schlimmsten Fall der Pfad des neu einggén Knotens bis zur Wurzel hochgewandert
werden muss, und da jede einzelne Knotenvertauschahgand der Reparatur in konstanter
Zeit abkuft, berdtigt heap _insert  im worst-case)(log(n)) Operationen. [

Offenbar lonnen wir einen Heafy aus einem Arrayl aufbauen, indem wir mit einem leeren
Heap starten, und dann nacheinander die Elementelwanfugen:

build_heap:

Qv H =10

(2) Solange A nicht leer:

3) f Uge das erste Element von A per heap_insert in H ein
(4) | Osche dieses Element aus A
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7.2 Das Sortierproblem

Satz 7.5 (Laufzeit vonbuild _heap). build _heap berdtigt O(nlog(n)) Schritte zum Auf-
bau eines Heaps aus einem Array déngen.

Beweis. Die Einfugeoperation imi-ten Schritt &uft in O(log(i)) € O(log(n)) Operationen.
Da wir n Einfugeoperationen durciifiren, erhalten wir eine Laufzeit va(n log(n)). H

HeapSort

Mit Hilfe eines Heaps? kdnnen wir nun die in ihm gespeicherten Elemente wie folgt in ein
Feld A sortieren:

heap _sort:

1 A =190

(2) Solange H # 0:

(3) Entnehme das Element in der Wurzel (das kleinste im Heap)

4) H ange dieses Element an das Feld der bereits sortierten
Elemente A an

(5)  Verschiebe das zuletzt eingef ugte Element in die Wurzel

(6) Schiebe die neue Wurzel solange nach unten, bis die Heap-
eigenschaft wiederhergestellt ist

Bevor wir unsiiberlegen, wie wiheap _sort genau implementierendkinen, niissen wir

uns zurachstiiberlegen, wie wir einen Heapdadglichst einfach ref@sentieren &nnen. Da es

sich beim Heap um einen — bis auf die letzte Ebene — aitligen Birbaum handeltaksst

er sich sehr einfach und effizient in einem Array simulieren, indem einfach nacheinander die
verschiedenen Ebenen des Heaps von links nach rechts im Array abgelegt werden. Dann gilt
fur einen Knoten mit Index

] Index des linken Kinde=: + 1, Index des rechten Kinde®i + 2

Beispiel 7.4 (Simulation eines Heaps als Array).
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7 Sortieren

Wie bewegt man nun ein in die Wurzel verschobenes Element auf seinen korrekten Platz im

Heap?

/I«x Schiebt einen Knoten mit Index i nach unten auf seinen
Platz im Heap

*/

void shift.down(vectoxint>& a, int i, int last)

{

bool finished = false;
int k;

while (!finished)

{

104

// Hat der betrachtete Knoten noch 2 Kinder?
if ((2xi+2) < last)
{
/I Wenn ja, finde den Index des groesseren Kindes
if (a[2«xi1+2] < a[2xi+1]) k = 2xi + 2;
else k = 2xi + 1;
}
else
{
/I Hat der Knoten genau ein Kind?
if ((2xi+1l) < last) k = i + 1; // ja
else return; Il nein—wir sind fertig
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24

25 /l ist die Heapeigenschaft noch verletzt?
26 if (a[i] > a[k])

27 {

28 I/l ja—schiebe Knoten nach unten
29 int help = af[i];

30 al[i] = a[k];

31 alk] help ;

32 i = k;

33 }

34 else

35 {

36 Il nein—wir sind fertig

37 finished = true;

38 1

39}

40 }

Satz 7.6 (Laufzeit vonshift _down). shift _down berbtigtim worst cas€(log(n)) Ope-
rationen.

Beweis.Es wird maximal ein Pfad von der Wurzel bis zu einem Blatt durchlaufen. In jedem
Schritt werden zum Vertauschen der Knoten nur konstant viele OperationétigieDa der
Heap HbheO(log(n)) hat, folgt die Behauptung. [

Mit der oben definierten Funktioshift _down ist es sehr einfach, ein gegebenes Array
SO umzusortieren, dass es einen Heapasgmtiert:

1 /xx Sortiert die Elemente von a so um, dass sie einen
2 Heap simulieren .

3 x/

4 void heapify(vectokint>& a)

5 {

6 for (int i=a.size()—-1; i>= 0; i——)

7 shift.down(a, i, a.size());

8 }

heapify erstellt den Heap indem SchicliirfSchicht die Heapeigenschatft hergestellt wird.
Dabei wird auf der Ebene der &ter begonnen.

Satz 7.7 (Laufzeit vonheapify ). Die Funktionheapify sortiert ein Array A der Lange
nin O(nlog(n)) Schritten zu einem Heap um.

Beweis.heapify ruft offenbarn-mal die Funktiorshift _down auf. Diese &uft nach Satz
7.6 inO(log(n)). Damit folgt die Behauptung. [

105



© 00 ~NO O WN P

NNNNNRPRRRRRERERERRRE
ARWNRPOOWOMNOODUDNWNEREO

25
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Anmerkung/.2 Die Funktionheapify arbeitetin-place d.h. das ArrayA wird direkt um-
sortiert, ohne dass ein zugliches Hilfsfeld beatigt wird.

Anmerkung/.3. Offenbar lonnen dieBlatter nicht weiter nach unten durchgereicht werden.
Daher lonnte in der Funktioheapify diefor —Schleife durch eine effizientere ersetzt wer-
den, die erst auf der von unten gesehen zweiten Ebene beginnt.

Implementierung von HeapSort

Damit haben wir nun alles beisammen, ti@apSorimplementieren zuénnen. Da wir uns in
diesem Kapitel immer alinHeapsbezogen haben, liefert die unten angegebene Implemen-
tierung eineabsteigend&ortierung des Arrays. Zumfsteigendeibortieren kann man statt
desserMaxHeaps/erwenden, auf die sich alle hier erzielten Resultate sehr eifitaettragen
lassen.

Ix+x Sortiert den vector a absteigend.

*/
void heapsort(vectoxint>& a)
{
I/l Zunaechst bauen wir den Heap
heapify(a);
for (int i=a.size()-1; i>0; i—)
{
/I Wir retten den Schluessel von a
int help = alil];
/!l Die Wurzel ist das kleinste noch nicht sortierte
I/l Element, daher koennen wir sie zu den bereits
/Il sortierten Elementen packen.
af[i] = a[0];
/I den alten Wert von a[i] stecken wir nun in die
/Il Wurzel
a[0] = help;
// 'Und reparieren die Heapeigenschaft
shift.down(a, 0, i);
¥
ki

Satz 7.8 (Laufzeit vonheap _sort ). heap _sort sortiert ein ArrayA der Langen in Zeit
O(nlog(n)).

Beweis.Nach Satz 7.7duftheapify in Zeit O(nlog(n)). In jedem Schleifendurchlauf wird
einmalshift _down aufgerufen, was nach Satz 7.6 Z6itlog(n)) berdtigt. Da die Schleife
n — 1-mal ausgsdihrt wird, ergibt sich die behauptete Laufzeit vOIin log(n)). |
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7.2.5 QuickSort

HeapSortist zwar einausserst schneller Algorithmus mit optimaler asymptotischer worst-
case Laufzeit (wie wir ster beweisen werden). In der Praxis ist es jedoch meigflioh,
noch schneller zu sortieren. Dazu wird ein Algorithmus eingesetzt, degsest-casd_auf-

zeit zwar wesentlich schlechter ist als die WeapSort dessererwarteteLaufzeit allerdings
auch in®©(nlog(n)) liegt, wobei allerdings die in de®-Notation 'verstecktehKonstanten
wesentlich kleiner sind als im Fall vadeapSort Dadurch wird in vielen tatchlich auftre-
tenden Anwendungafien ein wesentlich schnelleres Sortieren égficht.

Die Idee von QuickSort

QuickSort ist —ahnlich MergeSort— ein Divide&Conquer—Algorithmus. Allerdings wird
hierbei das Array nicht in zwei gleich groR3ealten zerlegt. Statt desseratt man sich —
z.B. zufallig — ein Element aus dem Arrayd (das sogenannteivotelemerjtund vergleicht
alle anderen Elemente vot mit e. Damit zerlegt man dann das Array\ {e} in zwei Teil-
mengenA-, A. mit der Eigenschaft:

Vre Ac:x<e
VeeAs x> e

Dann fihrt man die gleiche Prozedur rekursii flie ArraysA<, A~ durch. Daher &nnen wir
mit QuickSortein Array folgendermal3en sortieren:

QS(A) = Konkatenation(QS${(<), e, QS(A-.))

Da die Definition der Menged < und A. von der Wahl vore abrangt, ist naitrlich auch die

Zahl der Elemente inl< und A-, und damit auch die Laufzeit vdQuickSorf e-abrangig. Im
worst-case ist in jedem Schritt eine der beiden Teilmengen leer, so dass der Algorithmus die
gleiche Komplexit wie TrivialSort— namlich©(n?) — aufweist (es wird amlich ein Problem

der GRRen auf ein Problem der @fien — 1 zurickgefihrt).

Schafft man es allerdings, durch die Wahl woin jedem Schritt ungéihr gleich nachtige
Mengen zu produzieren, dann giltrfdie Laufzeit:

QS(n) = 2QS(3) + en = O(nlog(n))

Implementierung von QuickSort

In Pseudocodednnen wirQuickSortfolgendermassen angeben:

QuickSort(A,l,r)

() falls (I <)

(2) g = partition(A,lr)
(3)  QuickSort(A,l,g-1)
(4)  QuickSort(A,q+1,r)
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dabei berechnet die Funktigrartition die Zerlegung in die Teilmengef< und A, d.h.
A wird so umsortiert, dass gilt:

Um die MengeA in die gewiinschten Teilmengen zu zerlegen, gehen wir mit zwei Zeigern
i, 7 von rechts und links im Arrayl aufeinander zu. Dabei bewegen wir jeweils den rechten
Zeigerj einen Schritt nach links undberpiifen, ob das Element auf das aktuell verwiesen
wird, die gewinschte Bedingung verletzt (d.A[;j] < e). Falls nein, gehen wir einen weiteren
Schritt nach links. Falls ja, bewegen wir den linken Zeiger nach rechts, bis wir @uchef

linke Halfte ein Element finden, dass die Bedingung verletzt (d]Fj.> e). Nun missen wir

zwei Falle unterscheiden: befindet sich der rechte Zeiger nun links vom linken Zeiger (d.h.
j <), dann haben wir eine erlaubte Partition erzeugt uidsan nur noch das Pivotelement

e = A[0] mit dem Element an der Stell¢[q] vertauschen. Andernfallsiissen wir die beiden
gefunden Elemente einfach vertauschen uiithien weiter nach unerlaubten Paaren suchen.

Dieses Verhalteréisst sich am einfachsten anhand eines Beispiels nachvollziehen&laerw
hier als Pivotelement[0])

Beispiel 7.5 (Ablauf vonpartition )
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i

Anmerkung/.4. Da nach Ablauf vorpartition alle Elemente in der linken &ifte kleiner

oder gleich dem Pivotelement sind und alle Elemente in der rechédfteHyjiosser, knnen

wir jetzt die beiden Teilarrays getrennt voneinander betrachten, wobei das Pivotelement schon
seinen endgltigen Platz im sortierten Array angenommen hat, also in allen weiteren Schritten
nicht mehr betrachtet werden muss.

Wenn wir nunQuickSortimplementieren wollen, fssen wir uns zuvor nodliberlegen, wie
wir in jedem Schritt das zum Vergleichen herangezogene Pivotelenent wahlen lonnen.
Offensichtlich ist die erwartete Laufzeit vpuickSort— wie in denUberlegungen des letzten
Abschnittes gezeigt — stark von der Wahl woabhangig.

Um die Implementierung iglichst einfach zu halten, entscheiden wir undidah jedem Re-
kursionsschritt das jeweiksrsteElement des aktuell zu sortierenden Teilarrays zu verwenden.
Mit dieser einfache®ivotstrategiekonnen wir nun schliesslicQuickSortimplementieren:

/+*x Diese Funktion uebernimmt das Partitionieren
x in Teilarrays V1 und V2, so dass alle Elemente
+ von V1 kleiner als alle Elemente von V2 sind.
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x/

unsigned int partition(vectoxint>& v, int p, int q)

{

}

/!l Wir nehmen das erste Element als Pivotelement
int pivot = v[p];

/I die beiden Zeiger
int links = p;
int rechts = q;

/l das eigentliche Vertauschen
while (links < rechts)

{
if (v[rechts] > pivot) { rechts—; };
else
{
if (v[links] <= pivot) { links++; }
else
{
int tmp = v[links];
v[links] = v[rechts];
virechts] = tmp;
¥
¥
¥

/[l Jetzt muss nur noch das aktuell betrachtete Element
/[l mit dem Pivot vertauscht werden

vip] = v[rechts];

v[irechts] = pivot;

/l und die richtige Position zurueckgegeben werden
return rechts;

/+x Diese Funktion implementiert den Quicksoert

x Algorithmus fuer vectoxint >.

x/

void quick_sort(vectoxkint>& v, int p, int Q)

{

/[l sind wir vielleicht schon fertig? oder ist
I/l unterwegs was seltsames passiert?

if (p<aq)

{
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/l na gut, wir muessen doch noch was machen
unsigned int r = partition(v, p, q);
quick_sort(v, p, r—1);
quick_sort(v, r+l1, q);
}
}

Laufzeit von QuickSort

Anmerkungr.5. Im folgenden Abschnitt werden wir zur Vereinfachung der Beweise anneh-
men, dass alle Elemente vehpaarweise verschieden sind, d.h. dasslle Paare +# j,i =
1...n,j=1...n4ilt: a; # a,.

Offenbar ist die Laufzeit voQuickSortproportional der Anzahl der Vergleiche unterschiedli-
cher Feldelemente.

Lemma 7.1. Jedes PaarA[i], A[j] im Array A wird hochstens einmal miteinander verglichen!

Beweis. Alle vorkommenden Vergleiche sind Vergleiche mit dem Pivotelement. Da das Pivot-
element von Schrittin Schritti + 1 in den rekursiven Aufrufen voquick _sort gar nicht
mehr auftaucht, folgt die Behauptung. [ |

Es seiZ = {z,...,z,} das Ergebnis der Sortierung voh d.h. es giltz; € AVi, und
2 < 2z < -+ < z,. Mit Z;; bezeichnen wir die Mengg;; := {z;,..., 2}

Um dieerwartete LaufzenonQuickSortzu bestimmen,ifhren wir nun die folgenden Zufalls(Indikator-
)variablen ein:

] 1 falls z; und z; miteinander verglichen werden
Y10 sonst

Um die Anzahl an Vergleichen zu bestimmerijsaen wirtiberi undj summieren:
X=3 3 %
i=1 j=i+1

Anmerkung .6. Die zweite Summe beginnt bgi= i+1, da ansonsten jeder Vergleich doppelt
gezhlt wirde.

Da die Laufzeit vorQuickSortnach der obigen Anmerkung proportional zur Anzahl an Ver-
gleichen ist, Bnnen wir die erwartete Laufzeit mit Hilfe ddsrwartungswertesler Ver-
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gleichsanzahl berechnenliFdiese erwartete Vergleichsanzahl gilt:

Sy X]
i=1 j=i+1

= > E[Xy]

i=1 j=i+1

=> > o({X;=1}).

i=1 j=i+1

E[X]=E

Dabei ist nach dem oben Gesagjgf.X;; = 1}) die Wahrscheinlichkeit déf, dass Element
z; mit Elementz; verglichen wird?

Im Verlauf des Algorithmus @&hlen wir immer neue Pivotelemente aus der MeAg®abel

wird in irgendeinem Schritt;, zum ersten Mal ein Element aus der Merdge= {Z,,.... Z;}
ausgevahlt werder?. Obwohl nun in allen vorherigen Schritten die urispgliche Menge4
rekursiv in viele unabaingig voneinander zu betrachtende Teilmengen unterteilt wurde, macht
man sich leicht klar, dass alle Elemente gn zum Zeitpunkt, noch in die selbe Teilmenge
eingeordnet wurden:

Lemma 7.2. Zum Zeitpunkty liegen alle Elemente der Mendg; in der selben noch rekursiv
zu zerteilenden Teilmenge C A.

Beweis.Alle in den Schritten; . . . t,_; ausgev@hlten Pivotelementgstammen entweder aus
der MengeZ;_,_, oder aus der Mengg;, . ,_. Daher sind alle Elemente vdf); entweder
grosser alg/ — dann landen sie in der "rechten” Teilmenge — oder kleiney alslann landen
sie in der "linken” Teilmenge. Insgesamt werden also in jedem vorherigen Sghoitt ¢,
alle Elemente aug;; der selben Menge zugeordnet. |

Nun kdnnen wir zwei ndgliche Rlle fur x unterscheiden:
1. x = 7 oderz = z;
2. ((l’ 7é Z,) A (ZL‘ 7é ZJ>> = T € Zi-‘rl,j—l

Da nach Lemma 7.2 alle Elemente akig in der selben noch zu sortierenden Teilmenge
liegen, werden sie auch alle mit dem gévten Pivotelemenit verglichen. Also giltin Fall 1.
X;; = 1, denn da in diesem Fall entwedgroderz; das Pivotelement ist, wird das bzw. z;

mit ihm verglichen. In Fall 2. hingegen gi;; = 0, denn da in diesem Fal] < z undz; > z

1Aus dieser Formel émnen wir auch sehr einfach die worst-case Laufzeit herleiten: da im schlimmsten Fall
jedes Element mit jedem verglichen wird, gi§e"****= O (n*)

2Man beachte, dass wiicht wissen, welches Element ads; als Pivotelement ausgéhlt wird, obwohl wir
uns fir eine Pivotstrategie entschieden haben. Dies liegt daran, dass wir unsere Pivotstraieigie aaf
die MengeA anwenden, und wirlfr ein gegebenes Element ads/or dem Sortieren nétlich noch nicht
wissen, an welcher Position esihstehen wird!
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gilt, landenz; und z; in unterschiedlichen Teilmengen, so dass sie in keineitespn Schritt

tri1, ... miteinander verglichen werderoknen. Damit knnen wir nun folgendes Lemma
beweisen:
Lemma 7.3. 5

X;i=1)= ———

Beweis. Es gilt:

p({X;; = 1}) = p(z; wird mit z; verglichen
p(z; oderz; wird als erstes Pivotelement adg gewahlt)
= p(z; wird als erstes Pivotelement ads gewahlt)
+ p(z; wird als erstes Pivotelement ads gewahlt)

=:Dpi T Dy

Da jedes Element aug;; mit gleicher Wahrscheinlichkeit als erstes ats gezogen wird,
gilt:

B B 1 B 1
== | Zij]| Cj—i+1
und damit )
p({Xz‘j =1}) =m +pj=2p;i = m

Damit kdnnen wir nun endlictE[ X | berechnen:

Satz 7.9 (Erwartete Laufzeit vonQuickSor). Die erwartete Laufzeit voQuickSort F[X]|
liegtin O(nlog(n)).

Beweis.

=SS Xy = 1)

'Llj i+1

:ZZ j—Z+1

=1 j=i+1
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7.2.6 BucketSort

Keiner der bisher vorgestellten Sortieralgorithmen lief schnelle®aislog(n)), und wir wer-

den sgter noch sehen dass dies &atslich eine untere Schrankérfdie Laufzeit allerver-
gleichsbasierterSortierverfahren darstellt. Besitzt die Eingabemenge allerdings bestimmte
vorher bekannte Eigenschaften, so ist unter mdéen tatdchlich ein Sortieren itinearer
Zeitmoglich!

Stellen wir uns zum Beispiel vor, wir iissten Zettel, die mit den Zahlen voiis n beschrif-
tet sind der Gbsse nach sortieren. Dazarknten wir einfach: "Zettelablagen” in einer Reihe
aufstellen, jeweils einen Zettel "ziehen” und ihn in die passende Ablage legen. Daimath k
ten wir die Zettel der Reihe nach aus den Ablagen entnehmen,attehhn Zeit2n sortiert.

Diese Idee liegBucketSorzu Grunde. Gegeben sei hier ein Arrdyon reellen Zahlen;,
die alle aus einem endlichen Intervgll b)) C R stammen undiniform verteiltsind:

Definition 7.4 (Uniforme Verteilung). Eine Menge von reellen Zahlehaus einem Intervall
[a,b) C R heiRtuniform verteilt wenn gilt:

Vo € A V|[e,d) C [a,b) : p(x € [c,d)) = d—c

b—a
Intuitiv bedeutet dies, dass die Wahrscheinlichkeit, dass eiallgufyewahltes Element in
einem bestimmten Teilintervallt, d) C [a,b) liegt, nur von der Gisse dieses Teilintervalls
abhangt.
Ohne Besclankung der Allgemeinheitdanen wir (durch geeignetes Skalieren) immer davon
ausgehen, dass, b) = [0,1), d.h. dass die Zahlen ausaus dem Einheitsintervall stammen.
Dann qilt fur die in Definition 7.4 definierte Wahrscheinlichkeit:

p(z € [e,d)) =d —c.

Damit erhalten wir fir eine uniform verteilte Menge vanElementen:
i+ 1 —(i+1) 1
p(zE 172—1— )) Zw:— Vie{0,...,n—1}
n

n n n
Idee von BucketSort

BucketSort verwendet eine Art von Hashing mit Chaining zur Kollisiongsaufig: Wir teilen

das Intervall[0, 1) in n gleich groRe Teilintervalle, die sogenannten "Buck&tdlan ordne

nun dien zu sortierenden Elemente in ihren jeweiligen Bucket ein (d.h. néenyéd sie ein-

fach an die Liste der in ihrem Bucket gespeicherten Elemente an), und sortiere anschliessend
alle Buckets mit Hilfe vorilrivialSort Zum Schluss muss nur noch einnidler alle Buckets

iteriert werden, um die in ihnen gespeicherten Elemente hintereinandéngen

3diese entsprechen iiglich den "Zettelablagen” aus dem obigen Beispiel
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An dieser Stelle sieht man auch deutlich, warum die Eingabemenge uniform verteilt sein
muss, um eine "gute” Laufzeit zu erreichen: bei uniformer Verteilung werden die Elemen-
te gleichn@ssiguber die Buckets verteilt, so dass die einzelnen Aufrufe TovialSort nur

sehr kleine Teilmengen sortiereriigsen.

Aufgrund der offensichtlichen Verwandtschaft v@ucketSorzum Hashing mit Chaining
kodnnen wir auch eine typische Hashtabelle als Datenstruktur verwenden, d.h. wir verwen-
den ein Feld vom Listen? in denen dann die eigentlichen reellen Zahlen abgelegt werden.
Die verwendete Hashfunktion ist hier trivial:

h(z) =i X wy(z) =1

Dabei isty . :+1, diecharakteristische Funktiodes Intervall§ £, =), die durch

n

Xlap)(T) =1 :& x € [a,b)

definiert wird.
Die Anzahl der im Bucket gespeicherten Elemente bezeichnen wirnpiDann gilt offenbar
fur die Laufzeit vorBucketSorauf einem Array der Angen:

Lemma 7.4.

n—1
Tegs(n) = cn + Z dn?
i=0

Beweis.Zuerst niissen wir jedes Element vofiin die Hashtabelle einsortieren. Die Hash-
funktion lasst sich offensichtlich i@ (1) berechnen, daher bétigen wir fur das Einsortieren
aller n Elemente©(n) Schritte. Dann wird jeder Buckétmit TrivialSort sortiert, was nach
Satz 7.1 in Zeito(n?) lauft. Das Zusammeidmgen der einzelnen in den Buckets gespei-
cherten Listen zu einem sortierten Array bégt wiederumO(n) Schritte. Aufsummieren all
dieser Terme liefert die Behauptung. |

Satz 7.10 (Erwartete Laufzeit vonBucketSor}. Die erwartete Laufzeif/[Tgs(n)] vonBucket-
Sortauf einem Array von uniform verteilten reellen Zahlen aus einem Intejvdl) liegt in
O(n)

Beweis. Zunachst folgt mit Lemma 7.4:

= Elcn] + dZE[nf]

n—1

=cn+d»_ Eng (7.1)

1=0

4Man beachte, dass in diesem Fall dignge der Hashtabelle der Anzahl der zu speichernden Elemente ent-
spricht!
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Zur Bestimmung vorE[n?] fihren wir nun neue Indikatorvariablen ein:

x {1 falls a; Bucketd; zugeordnet wird
ij =

0 sonst
wobeii =0,...,n—1,5 =0,...,n—1Dan; die Anzahl an Elementen in Buckabeschreibt,
gilt:
n—1
=0

Damit kbnnen wir nun den Erwartungswer{n?] umformen:

[ n—1 2
E[n}]=E (Z Xl-j)
L 7=0
[n—1 n—1
=E|> Xinik]
Lj=0 k=0
n—1 n—1 n—1
=E X2+ ) XiiXu
7=0 j=0 k=0
L k#j
n—1 n—1 n—1
= Z BE[X7] + Z Z B[Xi; Xix]-
=i

Da es sich bei detX;; um Indikatorvariablen handelt, und da wir uniforme Verteilung der
Elemente angenommen habeisdt sich der hier auftretende Tedii.X?;] sehr einfach be-
stimmen:

(7.2)
1X,,). (7.3)

Weiterhin lonnen wir fir £ # j den ErwartungswerE[X;; X;;] zu E[X;;]E[X;;] ausein-
anderziehen, da in diesem Fall die Zufallsvariablén und X;;, offensichtlich unabangig
voneinander sind.
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Damit kdnnen wir nun weiter umformen:

n—1 n—1 n—1
Eni] =Y E[XJ]+> ) E[X;Xu]
7=0 7=0 k=0
k#j
n—1 1 n—1 n—1
= > -+ > BIXyEXu
. )]ZU n j=0 k=0
k£
n—1 1 n—1 n—1 11
= — 4+ —_——
(7:3) j=0 n §=0 k=0 nn
k#j
B n—1 1 n—1 n—1 1
"Lt
1 1
—n= —1)—
n +n(n )n2
1
=14+1——
n
1
=2—-—. (7.4)
n
Durch Einsetzen von (7.4) in Gleichung (7.1) folgt schliesslich die Behauptung:
n—1
E[Tes(n)] = cn+d Y En]]
=0
n—1 1
= d 2——
PREE> ( n)
n—1 n—1 1
= cn + dz 2 — dZ -
=0 =0
1
=cn + 2dn — dn —
n
=cn+2dn —d
= (c+2d)n —d € O(n).
|

7.2.7 Untere Laufzeitschranken flir das Sortierproblem

Mit BucketSorhaben wir ein Sortierverfahren kennengelernt, welches Elemente mit bestimm-
ten angenehmen Eigenschaften in linearer Zeit sortiert. Diese notwendigen Eigenschaften —
alle zu sortierenden Elemente sollen uniform verteilt aus einem Intéava)l C R stammen

— schanken ndirlich die Anwendbarkeit vorBucketSoristark ein. Insbesondere ist damit
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BucketSorim strikten Sinne unserer urgprglichen Definition 7.keine Losung des allge-
meinen Sortierproblems!

Die einzige zum Sortieren "verwertbare” Eigenschaft der Eingabemenge des allgemeinen Sor-
tierproblems 7.1 ist offenbar die Ordnungsrelati®nEinen Sortieralgorithmus, der aussch-
liesslich diese Ordnungsrelation ligigt um die Eingabemenge zu sortieren, also keine wei-
teren Voraussetzungen an die Struktur der Eingabedaten stellt, nennen wiranggeiths-
basierteri Sortieralgorithmus.

Praziser:

Definition 7.5 (Vergleichsbasiertes Sortierverfahren).Gegeben sei die Eingabemenge-
{ao, ...,a,—1} mit der Ordnungsrelatiors. Ein Sortierverfahrers heil3tvergleichsbasiert
wenn fur die Bestimmung der endfiigen Position jedes Elementesim sortierten Array
S(A) ausschliesslich die Ergebnisse von Vergleichen der Fgri « herangezogen werden,
wobeiz ein beliebiges Element aus dem Definitionsbereich waarstellt (z.B. ein anderes
Arrayelement;).

Beispiel 7.6.Beispiele fir vergleichsbasierte Sortierverfahren sind u.a.:
e TrivialSort
e MergeSort
e HeapSort
e QuickSort

Anmerkung7.7. BucketSortist offensichtlichkein vergleichsbasiertes Sortierverfahren, da
zum Einsortieren der Elemente Zt®lich zur Ordnungsrelatiod eine Hashfunktior her-
angezogen wird!

Keines der bisher vorgestellten vergleichsbasierten Sortierverfahren hat eine bessere worst-
case Laufzeit al®)(nlog(n)), d.h. ihre Laufzeiten liegen if(nlog(n)). Wir werden nun
zeigen, dass dies kein Zufall istlog(n) ist eine untere Schrankérfdie Laufzeit vergleichs-
basierter Sortierverfahren!

Anmerkung7.8. Im restlichen Verlauf dieses Kapitels werden wir annehmen, dass alle Ein-
gabeelemente; paarweise verschieden sind, d.h. aug j folgt schona; # a;. In diesem

Fall gilt: a; < a; < a; = a; unda; > a; < a; = a;. Man macht sich leicht klar, dass dann

die Vergleicheu; < aj,a;, < aj,a; > a;,a; > a; alle den selben Informationsgehalt haben,

d.h. aus der Kenntnis des Ergebnisses eines dieser Vergleiche kann man die Ergebnisse del
anderen drei sofort ableiten.

Um Uberhaupt eine Aussagarfalle vergleichsbasierten Sortierverfahren treffen duken,
mussen wir soweit wie kglich vom konkreten Verfahren abstrahieren. Dies gelingt mit dem
sogenannte&ntscheidungsbaummodell
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Das Entscheidungsbaummodell

Mit Hilfe sogenanntelEntscheidungsiumelasst sich der Ablauf eines vergleichsbasierten
Sortierverfahrens abstrakt darstellen.

Definition 7.6 (Entscheidungsbaum).Ein Entscheidungsbauifi ist ein birarer Baum, der
alle moglichen Folgen von Vergleichen eines vergleichenden Sortierverfahireake nogli-
chen Eingabemengen einer bestimmtedf&n repasentiert. Dabei ist jeder innere Knoten
beschriftet mit einem String der Forin j, jedes Blattw ist beschriftet mit einem String der
Form(rmy,...,m,) mitm; € {0,...,n — 1}. Von den beiden ausgehenden Kantere, eines
jeden inneren Knoten ist genau eine miK beschriftet, die jeweils andere mit

B enthalt genau dann einen inneren Knotemit Beschriftungi : 7, wenn im Verlauf des
zugeldrigen Sortierverfahrens Elementmit Elementa; verglichen wird.B enttalt fur jede
Permutationr := (mq,...,m,) der Indizes der Eingabeelemerie, ..., n — 1} genau ein
Blatt w mit Beschriftungr.

Beispiel 7.7 (Entscheidungsbaum der &nge 3 {ir ein triviales Sortierverfahren).

Lemma 7.5. Es seiS ein beliebiges korrektes vergleichsbasiertes Sortierverfahren. Dann gilt:
der Entscheidungsbaum de&ihgen fur S hat mindestens! Blatter.

Beweis. S sotiert eine beliebige Eingabéder Langen korrekt zuS(A) um. Da die Elemen-

te in A in beliebiger Reihenfolge stehedhknen, muss auch jede ragliche Permutation der
Eingabeelemente als Ausgabe erzeug@émien. Da das Entscheidungsbaummodell den Ab-
lauf vonS auf einer beliebigen Eingabemenge einer fixedlf&n darstellt, muss also auch im
Entscheidungsbauniif eine Eingabe von Elementerjede dern! moglichen Permutationen
der Eingabeindizes als Blatt vorkommen. |

Diese Information knnen wir verwenden, um eine untere Schrarikedfe worst-case Lauf-
zeit eines allgemeinen vergleichsbasierten Sortieralgorithmus auf einer Eingabénder.L
abzuleiten. Dazu bemerken wir zZghst, dass zu jederdglichen Eingabed der Langen
genau ein BlatsS(A) im Baum existiert, dass diese Eingabe korrekt sortiert.
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Lemma 7.6. Es seiA eine beliebig aber fest géllte Eingabeiir ein vergleichsbasiertes
SortierverfahrenS. S(A) sei das zu dieser Eingabe dgefge Blatt im Entscheidungsbaum

der Langen fur S, welchesA korrekt sortiert.2(S(A)) sei die HFbhe dieses Blattes im Ent-
scheidungsbaum. Dann gilt: die Anzahl an Vergleichen, die ein beliebiger vergleichsbasierter
Sortieralgorithmus bestigt, um A zu sortieren, liegt if2(h(S(A))).

Beweis.Jede Kante im Entscheidungsbaum ésantiert einen Vergleich zweier Eingabele-
mente. Man beitigt also mindestens(S(A)) Vergleiche, um das Blatf(A) ausgehend von
der Wurzel erreichen zudkinen. Dies entspricht der minimalen Vergleichsanzahl mit der ent-
schieden werden kann, @i A) eine korrekte Sortierung vas darstellt. [

Lemma 7.7. Es seih® die Hohe des Entscheidungsbaums dangen fur ein Sortierver-
fahrenS. Dann gilt: die worst-case Laufzeit vas auf einer Eingabe der &ngen liegt in
Q(RS).

Beweis.Nach Lemma 7.6 wissen wir, daSsmindestens)(h(S(A)) Vergleiche bedtigt, um

das Ergebniss(A) zu berechnen. Im worst-case entspricht das korrekte Ergebnis einem Blatt
mit maximaler Hbhe im Entscheidungsbaum, d.h. es werden mindes¥¢h$) Vergleiche
berbtigt, um das korrekte Ergebnis zu berechnen. Alle anderen eventuell noch niabik-ber
sichtigten Operationen — wie z.B. das Umkopieren von Elementen oder die Speicherallokation
— konnen die Laufzeit néatlich hochstens noch in die dhe treiben. Damit folgt die Behaup-
tung. |

Bislang haben wir also folgendes erreicht: wenn wir eine untere Schrénkbef Hohe al-

ler moglichen Entscheidungalbome zu einer bestimmten Eingab&gen bestimmen knnen,

dann ldnnen wir nach Lemma 7.7 damit eine untere Schraakdié Laufzeit aller mglichen
vergleichsbasierten Sortierverfahren berechnen. Aus Lemma 7.5 ist uns schon bekannt, dass
jeder Entscheidungsbaum deéhgen mindestens:! Blatter besitzen muss. Diese Informa-
tionen kombinieren wir zum folgenden zentralen Satz dieses Kapitels:

Satz 7.11 (Laufzeit beliebiger vergleichsbasierter Sortierverfahren)Die worst-case Lauf-
zeit jedes vergleichsbasierte Sortieralgorithnsuseim Sortieren einer beliebigen EingaHe
der Langen liegtin Q2(nlog(n)).

Beweis. B¢ sei der Entscheidungsbaum deirigen fir S. Dann gilt nach Lemma 7.8¢ hat
Q(n!) Blatter. Andererseits hat® als birarer Baum der Bheh(35) maximal2"(57) Blatter.
Es gilt also die Abscatzung:

nl < 2MB:)

Logarithmieren ergibt:

h(B3) > log(n!) (7.5)

Die Fakul&t kbnnen wir mit Hilfe derStirlingformel

n n
n!l =vV2mn (—) et
e
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mit

<ap < —
Lntl "1

umformen zu:

log(n!) = log( ( ) )
1og( )+1og(( ) >+10g o)

; log(27n) + nlog ( ) + a, log(e)
s ()
= n (log(n) — log(e))

Da wir nur an einer asymptotischen Aussage interessiert simthdn wir verlangen, dass
log(n) > 2log(e), alson > €2. In diesem Fall gilt dann weiter:

log(n!) > n (log(n) — log(e))
> nlog(n) — %nlog(n)

1
= énlog(n)

Also erhalten wir mit Gleichung (7.5):
h(BS) € Q(nlog(n))
Mit Lemma (7.7) folgt die Behauptung. |

Satz 7.12.HeapSortund MergeSortsind asymptotisch optimale vergleichsbasierte Sortier-
verfahren.

Beweis.Nach Satz 7.8 und Satz 7.3 liegt die Laufzeit WaeapSortundMergeSorfeweils in
O(nlog(n)). Da laut Satz 7.11 beide Laufzeiten auclflifn log(n)) liegen nussen, folgt die
Behauptung. [ |
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