Im Gradienten treten alle partiellen Ableitungen 1. Ordnung auf. Gibt es einen
Ausdruck, in dem alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung auftreten?

52.11 Def.:
Sei D C R” offen und f: D — R in £ € D zweimal partiell differenzierbar. Dann
nennt man die Matrix
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die Hesse-Matrix von f in &.
Bemerkung:

(a) Fiir eine C*-Funktion ist die Hesse-Matrix nach dem Vertauschbarkeitssatz
von Schwarz symmetrisch.

(b) Wir werden sehen, dass die Hesse-Matrix eine grofie Rolle bei der Klassifika-
tion von Extrema einer Funktion mehrerer Variablen spielt (Unterscheidung
Maxima-Minima usw.).

Ahnlich wie wir aus Vf die wichtige rotationsinvariante GréBe |V f| hergeleitet
haben, konnen wir auch aus H f eine rotationsinvariante skalare Grofle gewinnen.
Hierzu betrachten wir die Summe der Diagonalelemente (Spur) von f.

52.12 Def.
Sei D C R" offen und f: D — R in £ € D zweimal stetig differenzierbar. Dann
nennt man
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den Laplace-Operator von f in &.
Bemerkung:

(a) Beachte den Unterschied zwischen dem Nabla-Operator V und dem Lapla-
ceoperator A.

(b) In der Bildverarbeitung verwendet man beispielsweise den Laplace-Operator
zur Lokalisierung von Kanten. Kanten werden definiert als die Orte, an denen
der Laplace-Operator einen Nulldurchgang aufweist.



52.13 Anwendung: (Partielle Differentialgleichungen)

Viele Prozesse in der Physik und den Ingenieurswissenschaften lassen sich durch
Gleichungen beschreiben, die Beziehungen zwischen einer gesuchten Funktion
(z.B. Druckverteilung, Temperaturverteilung) und ihren partiellen Ableitungen
der Ordnung < 2 festlegt (partielle Differentialgleichung 2. Ordnung).

Beispiele:
(a) Laplace-Gleichung (Potentialgleichung)
Au=0

Spielt z.B. eine Rolle bei statischen Problemen in der Elastizitédtstheorie.
Funktionen, die die Laplace-Gleichung erfiillen, nennt man auch harmonische
Funktionen.

(b) Wellengleichung

Uy = Au
Tritt bei Schwingungsproblemen auf, z.B. in der Ausbreitung von Schallwel-
len. ¢ beschreibt hierbei die Zeit und
Pu 0%u  O*u

Au = 0x? + 0y? * 072

misst die 6rtliche Verdnderung.
(c) Diffusionsgleichung, Warmeleitungsgleichung
uy = Au

Beschreibt die Dynamik von Ausgleichsprozessen wie Diffusion und Wérme-
leitung. u ist hierbei die Konzentration bzw. Temperatur und ¢ ist die Zeit.
In der Bildverarbeitung verwendet man Diffusionsprozesse zum Entrauschen
(Diffusionsfilter). u beschreibt dann den Grauwert und die ,,Diffusionszeit®
ist ein Maf fiir die Gléttung.

Bisher haben wir nur Ableitungen einer Funktion f von mehreren Variablen
X1, ..., Ty ldngs der Korrdinatenrichtungen ey, ..., e, betrachtet. Kénnen wir dies
auf beliebige Richtungen verallgemeinern?

52.14 Def.
Sei D C R" offen, f: D — R und £ € D. Fiir einen Vektor v € R™ mit |v| = 1
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die Richtungsableitung (Gateaux-Ableitung) von f in Richtung v.

52.15 Bemerkungen:



(a) Fiir v = e; heifit die Richtungsableitung gerade die i-te partielle Ableitung:

D1 = 51 (©

Dies folgt sofort aus Def. 52.2 und Def. 52.14.

(b) Statt D, f schreibt man auch g—f oder f,.
v

(c) Die Richtungsableitung D, f(£) beschreibt den Anstieg (die Steigung) von
f(&) in der Richtung v.

Gibt es ein einfaches Verfahren, wie man Richtungsableitungen berechnet? Man

kann zeigen:

52.16 Satz: (Darstellung der Richtungsableitung durch den Gradienten)
Sei D C R" offen, ¢ € D und f : D — R sei in £ stetig differenzierbar. Dann
existiert die Richtungsableitung D, f fiir jeden Einheitsvektor v € R". Es gilt:

D, f(&) == v"Vf(§)

52.17 Beispiel:
f(z,y) = e "sin(y)

Gesucht ist die Richtungsableitung in Richtung (
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52.18 Bemerkungen:
(a) Fir Vf # 0 nimmt die Richtungsableitung ihren grofiten Wert fiir v = —‘gj;
an. Dann gilt:
o VI
D,f=5Vf= =|Vf
iz

Daher zeigt der Gradient in Richtung des steilsten Anstiegs.
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(b) In der Gegenrichtung v = ——— gilt:

Vf=-|V/f]

(¢) Wihlt man eine Richtung v, die orthogonal zu V f ist, erhdlt man

@M.,
Dyf = VI =0

Somit ist die Steigung Null, wenn wir uns senkrecht zum Gradienten bewegen:

V f(€) steht in & senkrecht zur Hohenlinie {z € D | f(z) = f(§)}.



