§51: NUMERISCHE BERECHNUNG VON EIGENWERTEN UND EIGEN-
VEKTOREN

51.1 Motivation:

Die Berechnung der Eigenwerte von A € R™*" {iber die Nullstellen von det(A —
A - I) fithrt fiir n > 5 auf Polynome, fiir die keine analytischen Losungsformeln
gibt. Das macht numerische Verfahren notwendig.

51.2 Die einfache Vektoriteration (Potenzmethode, Von-Mises-Verfahren)
Idee: Sei A € R™" symmetrisch und ug € R™ ein beliebiger Startvektor. Lassen
sich mit der Iteration
Uk41 :Auk, ]{3:0,1,
Aussagen iiber Eigenwerte und Eigenvektoren von A gewinnen?
Losung:
Sei A1, ..., A\, Eigenwerte und vy, ..., v, die zugehotrigen linear unabhéngigen Ei-
genvektoren von A.
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Falls [A1]| > |Ag| (d.h. A; ist dominanter Eigenwert) so konvergiert
>3
5 QU
=M

gegen Nullvektor 0 fiir & — 4o00.

Falls der Startvektor ug ,gentigend allgemein® gewihlt wurde (sodass a; # 0),
so konvergiert u; mit geeigneter Normierung gegen den dominanten Eigenvektor
v} mit ||o7]| = 1, vj parallel zu v;.

1

Die Konvergenz ist umso schneller, je kleiner die sind (i = 2,...,n).

Den Rayleigh-Koeffizienten
<U ks Auk>

(up, ur)

RA(uk) =



konvergiert dann und ist gleich

(1v1, Aragvr) — )\

(1v1, ayvr) '
Die Vektoriteration ist also ein einfaches Verfahren zur numerischen Approxima-
tion des dominanten Eigenwertes (und somit der Spektralnorm) und des domi-
nanten Eigenvektors einer symmetrischen Matrix A. In der Praxis normiert man
uy nach jedem Iterationsschritt um zu vermeiden, dass u, numerisch ,,explodiert*
(fiir [A1| > 1) bzw. gegen 0 geht (fiir |A] < 1).

1.04 0.72
A= ( 0.72 1.46 )

) =: vp (schon normiert)

51.3 Beispiel
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Startvektor ug = (

vy = Ra(v1) = viuy ~ 1.8500
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us = Avy = ( 15084 ) , Us = T ( 0.7992 Ra(vg) = v; us =~ 1.9999

Exakte Losung fiir dominanten EV und EW:

0.6
v < 0.8 ) ) A=
51.4 Das Jacobi-Verfahren
Einfaches und robustes Verfahren zur Bestimmung aller Eigenwerte und Eigen-
vektoren einer symmetrischen Matrix.

Grundidee:

(a) Wendet man auf eine symmetrische Matrix A eine orthogonale Transforma-
tion @ an, so haben QT AQ und A die selben Eigenwerte.

(b) Mit Hilfe einer Sequenz (Q)r=1,.. von orthogonalen Matrizen transformiert
man A auf Diagonalgestalt. Die Diagonalelemente geben die Eigenwerte an,
und aus (Q)k=1... berechnet man die Eigenvektoren.
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Beweis zu (a):
A und QT AQ haben dieselben charakteristischen Polynome, denn:

Parag(N) = det(QTAQ — A) = det(QTAQ — A- Q" - Q)
— det(Q"(A - A)Q)
= det(QT) - det(A — ) - det(Q)
= det(Q" )det(A )
(

= det(A— M)
= pa(d)
Also haben A und Q7 AQ dieselben Eigenwerte. O

Einige Details zu (b):
Als orthogonale Transformationen verwendet man Rotationsmatrizen vom Typ

1

cos(pr) sin(py)
Qk = Q<Z7J7 @k) =

—sin(px) . cos(er)
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Man kann zeigen, dass QF AQj, nur die i-ten und j-ten Zeilen und Spalten von A
verdndert.
Den Rotationswinkel ¢, wéhlt man so, dass a;; und aj; zum Verschwinden ge-
bracht werden. Fiihrt man dies iterativ fiir alle Nichtdiagonalelemente von A
durch, kann man zeigen, dass das Verfahren gegen die Diagonalmatrix konver-
giert:

Qr - Q3 -Q1 - A-Q1-Qa- .- Q) — diag(\y, ..., )
Die m-te Spalte von P = @ - ... - ;. enthélt eine Approximation an den Eigen-
vektor r,, zum Eigenwert \,,.
Da P orthogonal ist, enthédlt man insbesondere auch im Fall von mehrfachen Ei-
genwerten ein vollstdndiges ONS von Eigenvektoren.
Gram-Schmidt-Orthonormalisierung ist daher nicht erforderlich. Ein genauer Al-
gorithmus zum Jacobi-Verfahren findet sich in

H.R. Schwarz: Numerische Mathematik, Teubner, Stuttgart
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Komplexitét pro Zyklus (d.h. jedes Nichtdiagonalelement wird einmal auf 0 trans-
formiert) bei einer n x n-Matrix ~ 32n3 Multiplikationen. Typischerweise werden
6-8 Zyklen benétigt.

Fazit: Figenwertprobleme (Eigenvektorprobleme) sind numerisch aufwéndig!
Es existieren wesentlich kompliziertere numerische Verfahren, insbesondere fiir
nichtsymmetrische Matrizen.



