§63: ERZEUGENDE FUNKTIONEN

63.1 Motivation

Erzeugende Funktionen wirken auf den ersten Blick etwas abstrakt, aber sie
sind ein wichtiges Werkzeug, um kombinatorische Probleme systematischer und
eleganter zu losen. Sie sind zudem in verschiedenen anderen Gebieten der Stochastik
niitzlich.

63.2 Permutationen und Kombinationen

Im §62 haben wir geordnete und ungeordnete k-elementige Stichproben einer n-
elementigen Menge betrachtet. Im geordneten Fall nennt man eine solche Stichprobe
auch k-Permutation, im ungeordneten Fall eine k-Kombination.

63.3 Beispiel einer erzeugenden Funktion
Nach dem Binomialsatz 19.7 gilt:

n

Gy =Y (1) =3 (1)

k=0 k=0

Der Koeffizient (Z) von zF beschreibt die Zahl der k-Kombinationen einer n-
elementigen Menge ohne Wiederholungen (vgl. 62.4(c)).
In den Koeflizienten der Funtion

flz)=(z+1)" = (g)& + (T)xl + .t (Z)x"

stecken somit alle Informationen tiber dieses kombinatorische Problem. Dies motiviert
folgende Definition:

63.4 Def.:
Eine Funktion f mit

n

flx) = Z apz”
k=0
heifit erzeugende Funktion fir die Koeffizienten a, (k =0, ...,n).
Lassen sich die Zahlen a; mit einem kombinatorischen Problem identifizieren, so
nennen wir f die erzeugende Funktion fiir dieses Problem.

63.5 Beispiel:

f(z) = (1+x)" ist die erzeugende Funktion der Kombinationen ohne Wiederholung
einer n-elementigen Menge.

Schubladeninterpretation:

Jeder der n Faktoren (1 + x) wird als Schublade aufgefasst, in der sich 0 oder 1



Element befindet. Wihlt man beim Ausmultiplizieren von (1 + z) den Faktor 1,
bleibt die Schublade leer. Wahlt man x, wird sie mit einem Element besetzt.
Beispielsweise beschreibt

flx)=(1+2)0°=1+4+3v+32" +2°

alle Kombinationen, 0,1,2 oder 3 Elemente auf 3 Schubladen zu verteilen. Dabei
bedeuten die einzelnen Summanden:

1 1-1-1 1 Moglichkeit bei 0 Elementen

3r = z-1-14+1-2-14+1-1-2 3 Moglichkeiten bei 1 Element
32° = z-x-14x-1-24+1-2-x 3 Moglichkeiten bei 2 Elementen

2 = z-z-2 1 Moglichkeit bei 3 Elementen

Wie verallgemeinert man dieses Prinzip, wenn die Schubladen mit mehreren
Objekten besetzt werden sollen?

63.6 Beispiel

Lassen wir pro Schublade bis zu zwei Objekte zu (die sich wiederholen diirfen),
lautet der Faktor (1 + x + z?) statt (1 + x).

7.B. konnen wir die Anzahl der Kombinationen mit Wiederholung einer 2-elementigen
Menge bestimmen, wenn jedes Element 0-, 1- oder 2-mal ausgewéhlt werden kann.
Erzeugende Funktionen:

fl@) = (1+az+a?)?
= (I+x+2°)(1+2+2%)
= 1 1+41-z4+1-22+z-1+z-2+z-22+2° 1+2> 2 +2° 2°
= 1422+ 322 +22° + 27

Es gibt 1 Moglichkeit, 0 Objekte zu wéhlen.

Es gibt 2 Moglichkeiten, 1 Objekte zu wahlen.

Es gibt 3 Moglichkeiten, 2 Objekte zu wahlen.

Es gibt 2 Moglichkeiten, 3 Objekte zu wéhlen.

Es gibt 1 Moglichkeit, 4 Objekte zu wéhlen.

Man kann sogar fiir die unterschiedlichen Elemente verschiedene Beschréankungen
einfiihren:

63.7 Beispiel
Bestimme die Kombinationen einer 4-elementigen Menge {xy,...,24} mit den
folgenden Beschrankungen:

Element | Beschriankung Polynom
T 0-, 1- oder 3-mal | 1+ 2 + 23
To 1- oder 2-mal x + 2?
T3 1-mal x
T4 0- oder 4-mal 1+ z?
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erzeugende Funktion:

flz) = QA+z+2% - (z+2?) 2 (142"

2% 422 + 2t + 2% + 220 + 227 + 2 + 27 + 20
Es gibt also z.B. zwei 6-Kombinationen.

Diese Beispiele motivieren:

63.8 Satz: (Kombinationen mit vorgegebenen Wiederholungen)

Die erzeugende Funktion der kombinationen mit Wiederholung aus einer n-elementigen

Menge {z1, ..., z,}, in der z; in den Anzahlen vgi), ey ’U,E:? auftreten darf, lautet

n i i (#)
f(z) = H (x”i) v g —I—xv’%‘>
i=1
Bemerkung;:
LaBt man beliebige Wiederholungen zu, erhélt man mit

> 1

den folgenden Satz:

63.9 Satz: (Kombinationen mit beliebigen Wiederholungen)
Die erzeugende Funktion der Kombinationen mit beliebigen Wiederholungen von
n Elementen lautet:

1 2 n
f(x):m:(1+x+x +...)

63.10 Bemerkungen:

(a) Die gesuchten Koeffizienten vor x*, k € Ny ergeben sich durch eine formale
Potenzreihenentwicklung. Dabei kann man Konvergenzbetrachtungen ignorieren,
da man z.B. |z| < 1 annehmen darf.

(b) Muss jedes Element mindestens p-mal auftreten, ergibt sich wegen
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die erzeugende Funktion



Bisher haben wir nur Kombinationen betrachtet. Sind erzeugende Funktionen
auch bei Permutationen niitzlich?
Hierzu miissen wir den Begriff der erzeugenden Funktion modifizieren.

63.11 Def.:
Eine Funktion f mit

x) = Z oy
k=0 '

heifit exponentiell erzeugende Funktion fiir die Koeffizienten ay,.
Bemerkung;:
Der Name wird motiviert durch die Exponentialreihe

n k
Y
k!

k=0

63.12 Bedeutung fiir Permutationen
Nach 62.4 (b) gibt es bei einer n-elementigen Menge

nwn_n-mmn—k+1%:@tj§

k-Permutationen ohne Wiederholung. Wegen

" /n n n! SN ) zk
(z+1) ZZ(k)xk:mek:;(n_m!'H

k=0 k=0

sind dies die Koeffizienten der exponentiell erzeugenden Funktion

f@) = (1t a)"

Die exponentiell erzeugende Funktion spielt also bei Permutationen die gleiche
Rolle wie die erzeugende Funktion bei Kombinationen.
Das Analogon zu Satz 63.8 lautet:

63.13 Satz: (Permutationen mit vorgegebenen Wiederholungen)

Die exponentiell erzeugende Funktion der Permutationen mit Wiederholung aus

einer n-elementigen Menge {z1,...,x,}, in der z; in den Anzahlen vi), .. v,(:)

auftreten darf, lautet
n NO) o) o
1 (& N fc_)
S\ o Wl (W)

LaBt man beliebige Wiederholungen zu, folgt mit

2
x
1+y+§+—+ §m_



das Analogon zu Satz 63.9:

63.14 Satz: (Permutationen mit beliebigen Wiederholungen)
Die exponentiell erzeugende Funktion der Permutationen mit beliebigen Wiederholungen
von n Elementen lautet:

2

fw) = e = () = (1 N )



