§ 48: QUADRATISCHE FORMEN UND POSITIV DEFINITE MATRIZEN

48.1 Motivation:

e Charakterisierung einer wichtigen Klasse symmetrischer Matrizen (Anwen-
dungen: Physik, Computergrafik)

e Verhalten quadratischer Funktionen in mehreren Variablen

48.2 Def.:
Es sei x = (21, ...,7,)7 € R® und A € Mat,,(R) symmetrisch. Dann heif}t
—————
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quadratische Form. Es seien ferner b € R™ und ¢ € R. Dann heifit
q(z) = 2T Az + bz +c

quadratisches Polynom in x4, ..., z,.
Die Menge aller Punkte, die die quadratische Gleichung

qiz) =2" Az + "2 +c=0
erfiillen, heifit Quadrik.

48.3 Beispiele:

(a)

795% + 61’3 + 51‘% —4x129 + 22013 = 7:1:% + 6953 + 51’% — 221Xy — 2X9X1 + Tox3 + X3To
7T =2 0 1
= (l‘l i) IL‘3) —2 6 1 T2
0 1 5 T3

ist eine quadratische Form.

(b)
q(z) = 5a? — 375 + 4ryw9 — Ty + 3

ist ein quadratisches Polynom.



(c)

Die Ellipsengleichung
x| 73
PRI
beschreibt eine Quadrik mit n = 2.
Quadriken mit 7 = 2 kénnen generell als Kegelschnitte (Ellipsen, Parabeln oder
Hyperbeln, ...) interpretiert werden. Fiir n = 3 entstehen Ellipsoiden, Hyperbo-

loide, Paraboloide, ...

48.4 Def.:
Es sei A € R™™ symmetrisch und es seien Ay, ..., A, die Eigenwerte von A. Dann
heifit A

e positiv definit, falls \; > 0 Vi

e positiv semidefinit, falls \; > 0 Vi
e negativ definit, falls \; < 0 Vi

e negativ semidefinit, falls \; < 0 Vi
e indefinit, falls 37, j mit \;\; <0

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen positiver Definitheit, quadratischen
Formen und Determinanten von Untermatrizen.

48.5 Satz: (Charakterisierung positiv definiter Matrizen)
Es sei A = (a;;) € R™" symmetrisch. Dann ist A positiv definit genau dann,
wenn

2T Az > 0Ve € R" mit z #0

Beweis:
Es sei {vy, ..., v,} Orthonormalbasis von Eigenvektoren von A und die zugehori-

gen Eigenwerte A, ..., \,. Dann gilt fiir x € R* z = Z Ti0;
i=1

n T n
T Ax = (Z %’Uz‘) A <Z a:jvj>
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2T Ax = E A0 ( v?vk )( v,rfvj )
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Sei A nicht positiv definit. = Es existiert ein Eigenvektor v von A mit zugehori-
gem Eigenwert A < 0; damit

vTAv=v" v =_\ (vTv) <0
N~
<0 >0

im Widerspruch zu 27 Az > 0 Vo # 0. O

48.6 Satz: (Hauptminorenkriterium)
Eine symmetrische Matrix A = (a;;) € R™™ ist genau dann positiv definit, wenn
ihre Hauptminoren

ay :oay
Akl gk
fiir k =1, ...,n positiv sind.
48.7 Beispiel
2 —1 -3
A=| -1 2 4
-3 4 9
Ist A positiv definit?
Hauptminoren:
2|=2>0
2 —1
’_1 2'—4—1—3>O
2 —1 -3
-1 -3 2 -3 2 —1
o2 4 = _3‘ ’ 4‘ ‘+9' ‘
3 4 9 2 4 -1 4 -1 2
= —3(—4+6)—4(8-3)+9-3
= —6—20+27
= 1>0

= A positiv definit.
Ahnlich wie zu jeder nichtnegativen Zahl eine Wurzel existiert, gibt es auch die
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, Wurzel“ aus einer positiv semidefiniten Matrix.

48.8 Satz: (Wurzel einer positiv semidefiniten Matrix)
Es sei A € R™*" symmetrisch und positiv semidefinit. Dann existiert eine positiv
semidefinite Matrix B € R™" mit B? = A.

Beweis:
Es seien Ay, ..., A, die Eigenwerte von A und {vy, ..., v,} die Orthonormalbasis der
zugehorigen Eigenvektoren. Dann gilt mit

Q = (v1|va]...|vn)
und
A1 0
A=
0 An

dass A = QAQT. Wir setzen

(@)
5
3

und

Dann ist ) . L
B*=QA2QTQAzQ" = QA2AZQT = QAQT = A
I

OPositiv und negativ (semi-)definite Matrizen spielen eine wichtige rolle beim
Nachweis von Maxima/Minima von Funktionen mehrerer Variablen.
Gibt es obere und untere Schranken fiir quadratische Formen?

48.9 Def.: (Rayleigh-Quotienten)
Es sei A € R™" symmetrisch und z € R”, x # 0. Dann nennt man

Ra(z) := R(x) := v Av

2Tz
den Rayleigh-Quotienten.
Der Rayleigh-Quotient lédsst sich durch die Eigenwerte von A abschétzen.

48.10 Satz (Rayleigh-Prinzip)
Es sei A € R™"™ symmetrisch mit Eigenwerten Aq, ..., A,, und zugehérigen ortho-
normierten Eigenvektoren vy, ..., v,. Dann gilt:



(a)
A < R(z) < N\

(b)
Diese Grenzen werden angenommen:
A= max R(x), \, = min R(x)

z€R™ z#0 z€R™ z#0

Beweis:

(a)
Aus x = invi folgt 272 = fo sowie Ar = inAvi

" i=1 i=1 i=1
gilt:

o' Ar = (i xm?) (i xj)\jvj>
i=1 j=1
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(b)

Setzt man x = vy, dann ist

vl Av At
R('Uk): ka: kkk:)\k

Vg Uk v,{vk

Speziell: R(v,) = \p, R(v1) =\

n
= E fEl)\ﬂ)Z Dann

=1



