§47: EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN SYMMETRISCHER MATRIZEN

47.1. Motivation: Symmetrische Matrizen, d.h. Matrizen A = (a;;) € R™*" mit
a;; = a;Vi,j, kommen in der Praxis sehr hdufig vor. Gibt es in diesem Fall
besonders einfache Aussagen iiber Eigenwerte und Eigenvektoren?

47.2. Satz (Eigenwerte und Eigenvektoren symmetrischer Matrizen):
Fiir eine symmerische Matrix A € R™*" gilt:

a) Samtliche Eigenwerte sind reell.

b) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Beweis:
a) Sei z = z 4+ iy € C und Z die komplex konjugierte Zahl x — iy. Dann ist
2z = x° + y* € R. Fiir Vektoren und Matrizen definiert man die komplexe

Konjugation komponentenweise. Sei nun A Eigenwert von A zum Eigenvektor v.
_ T T

= X\l = () v=(4v) v

—7TA

=77 Av, da A reell und symmetrisch ist

=o' \v

= \vlv

Da 77v € R und # 0 (Eigenvektoren sind # 0), ist A = A, d.h. A € R.

b) Seien wvy,vy Eigenvektoren von A zu verschiedenen Eigenwerten Aj, Ao, =

Movfvy = (Avy) vy

= vl ATv,
= vl (Avy) da A symmetrisch
= U?()\QUQ)
= AQ’U,{'/UQ
= (A — A vTvy = 0 Also sind v; und v, orthogonal. O
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47.3 Beispiel: A = 9 4 symmetrisch.
Eigenwerte:
1—X 2
0 = det(A—M\)= 9 4_)\'—(1—)\)(4—)\)—4

= 4—XA—4A+ X —4=)-51x=)\(\-5)

= zwei reelle Eigenwerte: A\; =0, Ay =5



Eigenvektor zu A\; = 0:

(A-—MDHv=0= ( ; i ) ( o ) = < 8 ) 2 linear abhéngige Gleichungen
0

T2
T1+ 21 =
Ty =8 =21 = —2T9 = —28
Eigenraum: {( _22 ) |s € R}
. —2
Eigenvektor: z.B. v; = )

Eigenvektor zu A\ = 5:
A= Xlv=0= 42 “ = 0 2 linear abhéngige Gleichungen
2 -1 x 0
- 2
21’1 — Ty = 0

T1:=8= X9 =28

: $
Eigenraum: {( 9 ) s € R}

1
2
v1 und vy sind orthogonal.

Eigenvektor: z.B. vy =

Symmetrische Matrizen lassen sich mit Hilfe ihrer Eigenwerte und Eigenvektoren
elegant zerlegen:

47.4 Satz: (Hauptachsentransformation, Spektraldarstellung)

Sei A € R™" symmetrisch. Nach Satz 47.2 hat A ein Orthonormalsystem von
Eigenvektoren vy, ..., v, mit zugehorigen (nicht notwendigerweise verschiedenen)
Eigenwerten Ay, ..., A\,,. Dann ist

A=QAQ"
mit der orthogonalen Matrix @ = (v1]...|v,,) und der Diagonalmatrix
A 0
A =diag(My, ..., \p) =
0 An

Beweis:
Nach Satz 47.2 sind die Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal.
Verwendet man innerhalb jedes Eigenraums das Gram-Schmidt-Verfahren und



normiert, entsteht ein Orthonormalsystem {vy, ..., v,,} von Eigenvektoren von A.
Somit ist @ = (vy]...|v,) eine orthogonale Matrix. Die k-te Spalte von QT AQ
lautet:

0
0
QT Avy, = \eQT vy = Mgep, mit e, | 1 | «— k-te Stelle
0
AUk
0
Somit ist
A1 0
QTAQ = —A
0 An

47.5 Bemerkungen:

(a)
Das bedeutet, dass A auf Diagonalgestalt transformiert werden kann:
A=QTAQ

(Durch den Ubergang in das durch @ = (v1]...|v,) definierte Koordinatensystem
hat A eine besonders einfache Gestalt.)

(b)
A lasst sich auch schreiben als
A= AlvlvlT + ...+ /\nvnvg

An dieser Schreibweise erkennt man sofort, dass Ay, ..., A, Eigenwerte und vy, ..., v,
Eigenvektoren von A sind, denn

Av, = AiU; vlv = AU
| O firi#k
| 1.firi=k
47.6 Beispiel:
Wir bestétigen Satz 47.5, indem wir A = ; i auf Diagonalgestalt transformieren.

Nach Beispiel 47.3 hat A die Eigenwerte \; = 0 und Ay = 5 mit zugehdorigen
Eigenvektoren w; = ( _? ) und wy = ( ; )

3



Normierung der Eigenvektoren ergibt:

V] = —w; und vy = —=ws.
1 51 2 \/52

Mit der orthogonalen Matrix

ergibt sich:

QTAQ =

wie nach Satz 47.5 (a) zu erwarten war.



