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Aufgabe 1

[R5 R;(2,y) = (da? +y2) - e W

0
a—f = 8z-e "W 4 (42% + y?) - e v (—2x)
T
0
a—i = (=82 — 2xy* + 8x) - e
gf = 2y T 4 (4?4 y?) T (—8y)
Y
0
or _ (—8y® — 322y + 2y) - e 4y
dy
= Vf(zy) = —8z3 — 2xy? + 8z a2
CY = syt — 32y 12y ) ——

>0 V(z,y)€R?

Notwendige Bedingung fiir stationére Punkte von f:

Vi(zy) = 0
—2z-(4a? +y —4) = 0 (I)
—8y'<y2+4x2—i> = 0 (II)

1. Fall: : =0Ay=0: (I) A (I]) sind erfiillt:

= ¢ = ( 8 > ist stationarer Punkt

2. Fall: x =0 Ay # 0: (I) ist erfiillt:

1
aus (IT) = —8y- <y2 - > =0
~~ 4
£0

5 1 1 1
=y —1:O@y:—§\/y:§

= Weitere stationidre Punkte sind

0
m=( ) wa m—(
2

3. Fall: # # 0 Ay = 0: (II) ist erfiillt:

Ni= O
~_

aus (I) = —2z-(42® —4) =0
£0

2



=42’ —4=0czr=—-1Vzr=1

= Weitere stationare Punkte sind

o~(1) m o-(3)

4. Fall: x Z0 Ay # 0:

aus (I) = 42> + 9> —4 = 0
1
aus (II):>4x2+y2—Z =0
1
-4+ 1= 0 (falsche Aussage)

Das Gleichungssystem hat keine Losung; es gibt also keine weiteren stationiren
Punkte.

Klassifikation:
82
8737]20 = (—242% — 22 4+8) . W
+(—82% — 2zy* + 8z) - e v (—2x)
= (162* + 42y — 402> — 24> + 8) - e
62
5 g = (—64zy) - e~ 4y + (—8y3 — 32x2y + 2y) - e (—2x)
oy

= (16xy> + 6423y — 68zy) - e Ay

Zur Kontrolle:

82
ayﬁfx = (—day) e T 4 (827 — 20y + 8a) e T (—8y)
= (16xy® + 6423y — 68zy) - e~
O f 2 2 —z%—4y?
+(—8y — 322%y + 2y) - e T 4t (—8y)
= (64y* + 25622y> — 40y> — 3222 +2) . e VW’
S Hf(ey) - 16x* + 42%y? — 4022 — 22 + 8 16xy> + 6423y — 68y oy
’ 162y3 + 6423y — 68xy 64y + 25622y — 40y> — 3222 +2 ) ~——
>0 V(z,y)€ER

~ 2

— Hf(a,y) e

Hf() =Hf(0,0) = < g g ) ist positiv definit
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= striktes Minimum < 8 ) mit f(0,0) =0

- . 1 .
Hf(nm) =Hf <O,i2> = < 72 _2 > ist indefinit

1 1
= Sattelpunkte < (1) > , < (1) ) mit f <()7:|:) —— .1
—3 2 2 4

Hf(é12) = Hf(£1,0) = < _lg _38 > ist negativ definit

= strikt Maxima< _(1) ) , < (1) ) mit f(£1,0) =4 e}

Aufgabe 2

Gegeben: f(x1,...,xy) = /X1 - ... - Ty, wobei gilt: z; > 0 fiir i = 1,...,n und
n

in = ¢ mit einer Konstanten ¢ > 0.

i=1
Gesucht: Das Maximum der Funktion f unter der Nebenbedingung

n
c— Z z; =0
i=1
Losung:
f(z1, ..., xy) maximal < (f(z1,...,2,))" maximal, sei

p(x1, e xn) = (f(x1, ey xn)) =21 - o 2y

Also:
P(T1,s ., Ty) = H x

n
Betrachte weiterhin die Funktion g(z1, ..., z,) = ¢— Z x; und die erweiterte
=1
Zielfunktion

F(zi,.oyxn,A) = p(@1, .0y xn) + A g(x1, ..., Tp)

= F(x1, ..., Tn, A) = ﬁxi+/\-<c—i$i>
i=1 i=1



oF -
gj = 4 H .l'i—)\ furje{l,,n}
1=1,i#j

OF "
ﬁ = CZ;CCZ'

Notwendige Bedingung:

SZ = 0 fiir jedes j € {1,...,n}
oF
OF X .

Seien [,k € {1, ...,n} beliebig.

1=1,17#£l i=1,1#£k
n n
= H xr; = H x;
i=1,i#l i=1,i#k

Also gilt:
Tl =..=Tp =22 (k)

Fiir das Maximum der Funktion p und somit auch der Funktion f kommen
nur die stationdren Punkte & = (z,...,z)T € RZ, in Frage.

oF "
ausa—o = c—;xi—O

(g) c—szO
i=1
S c—n-x=0

c
& r=—
n
" - c AT _oon o
Fiir den stationdren Punkt & = (5, vy ﬁ) € RY, von p und f ergibt sich:

w0 = o(5n ) =T15- ()
1

1=

= 1O = VO =i/(5) =<
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Ergebnis:

Die Funktion f(z1,...,2n) = {/Z1 - ... - 5 hat ihr Maximum im Punkt §{ =
(£, 9)" e R, mit f(€) = &,

Nachtrag:

Es gibt keinen stationéiren Punkt & = (Z,...,%)7 € RZ ) mit f(é) > ~, denn:
wegen f(€) = (7(:%7 = I wiirde folgen & > - und hieraus:

n
- - C

E r=n-r>n-—==c¢

- n

=1

n
Somit ist le = ¢ nicht erfiillt.
i=1

Aufgabe 3

Zu bestimmen: Kandidaten fiir Extrema der Funktion f(x,y, z) = z+2y+3z
auf der Schnittmenge der Ebene 2 —y+2z = 1 und dem Zylinder z?+y? = 1.
Losung: Lagrange-Funktion

Flz,y,z, p) =z+2y+32+ X (z—y+z-1) +p- (2®+y° - 1)

F, = 88521—%)\—#2”95
F, = ?;;:2)\+2,uy
F, = %ZB—FA
= g—f:x—y%—z—l
F, = gi::ﬂQ—l—yQ—l

Notwendige Bedingung: VF(z,y, 2z, A\, 1) =0
Zu l6sen ist das Gleichungssystem:

I1+X+2ux = 0 (1)
2—A+2uy = 0 (2)
34X =0 (3)
r—y+z—-1 = 0 (4)
?+y* -1 = 0 (5)
Aus 3) = A=-3
3)in(1)= -242ux=0 & puxr=1 (1)

Do | Ot

B)in(2)=54+2uy=0 & uy=—



Falls x = 0 = (1’) hat keine Losung

Falls y = 0 = (2') hat keine Losung } »e70Ay#0

)
= ury =1y A u:ny:—ix

/ / 5
(1;(>2)y _ —51‘
5 \2
in(5):x2+<—2x> -1 =0
2
<:>Zga:2 =1
4
@1’2 = 279
2
&z = 50
2
T = —
1 \/@
vy - 2
2 - \/E
_ 5
Y1 \/E
_ 5
Y2 TE
2
aus(l'):ul-\/—zfg =1
1
H1 = 5\/@
2
aus(l’):,u2~<@> =1
1
H2 = —5\/@



aus (4): 21 = l—xz1+y

2 5
T [ .
! V29 V29
7
o= 1— ——
! V29
aus (4) :z9 = 1—x2+ 1o
1420
z9g = —_—t —
? V29 V29
7
2z = 14+ —=
? V29
Ergebnis:
_2 _2
T T
B oy
Yy @ Yy \ﬁ7
z = 1— 75 und z = \ﬁ
A -3 A
1 1
H 2Vv29 H —3V2

16sen das Gleichungssystem.
Kandidaten fiir Extrema der Funktion f sind demnach die Punkte

1 2 1 —2
E=— -5 und n=-— 5
VI \ 97 VI \ 347
Aufgabe 4
Variationsproblem:

b
:/ V1+y2de < Min
a

y(x) sei eine C2-Funktion auf [a, b].
Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichung

d

Fy—%

Fya: =0



Sei F(z,y,yz) = /1+y2 (Y2 =)
F, = 0
F —

1 Yz
Y x
2-/1+y2 V1+y2

1
Yxa 1+y%_yx2m2yxyxx

d
= “F, =
de V" 1492
O R € ) Bl g
Yz 3
du (1+y2)2
dF B ymm B yll
dz~ ¥ N3 23
(I4+yz)2  (L4y7)2
d
=0 = Fy——F, =0— %=
dx (1+y2)2

= Die Euler-Lagrange-Gleichung zu obigem Variationsproblem lautet:

/!

vy
(1+y?)?

Fiir die Gerade y(x) = cz + d gilt:

y'(z) =

y// O
= 3 = 3
(1+y?)2 14¢2)2

(
=0 YV € [a,b]

Die Geraden y(z) = cx + d erfiillen also diese Differenzialgleichung.

Aufgabe 5

2 2 2

Xz Y z
Eupe(0) := {(z,y,2) € R? o) + w7 + > <1}



Berechne das Volumen V(E,.(0))
R2,.

V(Ea,b,c (0))

/ ldxdydz
E

e
b
m
4
-b-

.\.]0*\(‘:0\ \

4a2
-c
4a2

2
3

1
gﬂabc

= Gesamtvolumen
V(Ea,b,c(o))
= V(E4p,(0))

/a /2\/@ /
\/(12—:v \/

1 b
ZT( < a? — x2> dx (x) siche Nachtrag
a

des Ellipsoidoktanden mit (z,y,z) €

£ (v
dz | dy | dx
2
—x2 —y2dy | dr () siehe Nachtrag

8- V( abc( ))

—mabe

3

R
/ VR?—y2dy, R>0
0

Nachtrag:
Berechne
Substitution:
y pr
dy =
Y= =
Y= =

R -sin(t)
R - cos(t)dt
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R 2
/ VR Pdy = / VR — B2 sin(t) - R - cos(t)dt
0 0

= /2 R -|cos(t)|- R - cos(t)dt
0 >0

jus
2

= RQ-/ cos®(t)dt
0

2 |1 . :
= R*- 5-(t+s1n(t)-cos(t))
0
1 5, 7
= ottty
1
= Z.Tr.RQ
Aus
R
R?2 —y2dy = = -1 - R?
0

ergibt sich fiir R = b a? — r2:

a
/ <-\/a2—x2> —yzdy:‘w-<~ a2—x2>
0 a 4 a
Weitere Losungsmoglichkeit:
Sei
_ 31,2 1.2, .2
B1(0) = {(z,y,2) € R7[a” +y" + 27 < 1}

sei ) ) )

3| z

Ea,b,c(O):{(a:,y,z)GRs (:L2+g;2+62§1}7a7b76>0

Betrachte die lineare Abbildung

F:R* R (2,y,2)" — (ax,by,c2)”

also:
T x a 0 O
y | —A Y mit A= 0 b 0
z z 0 0
Dann gilt:
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und
V(Eqpc(0)) = det A-V(Bi1(0))

4
Mit det A = abc und V(B1(0)) = 37 (Volumen der Einheitskugel) folgt:

4
V(Eapc(0)) = gﬂabc

12



