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Aufgabe 1

f : R2 → R; (x, y) 7→ (4x2 + y2) · e−x2−4y2

∂f

∂x
= 8x · e−x2−4y2

+ (4x2 + y2) · e−x2−4y2 · (−2x)

∂f

∂x
= (−8x3 − 2xy2 + 8x) · e−x2−4y2

∂f

∂y
= 2y · e−x2−4y2

+ (4x2 + y2) · e−x2−4y2 · (−8y)

∂f

∂y
= (−8y3 − 32x2y + 2y) · e−x2−4y2

⇒ ∇f(x, y) =
(

−8x3 − 2xy2 + 8x
−8y3 − 32x2y + 2y

)
· e−x2−4y2︸ ︷︷ ︸

>0 ∀(x,y)∈R2

Notwendige Bedingung für stationäre Punkte von f :

∇f(x, y) = 0
−2x · (4x2 + y2 − 4) = 0 (I)

−8y ·
(

y2 + 4x2 − 1
4

)
= 0 (II)

1. Fall: x = 0 ∧ y = 0: (I) ∧ (II) sind erfüllt:

⇒ ξ =
(

0
0

)
ist stationärer Punkt

2. Fall: x = 0 ∧ y 6= 0: (I) ist erfüllt:

aus (II) ⇒ −8y︸︷︷︸
6=0

·
(

y2 − 1
4

)
= 0

⇒ y2 − 1
4

= 0 ⇔ y = −1
2
∨ y =

1
2

⇒ Weitere stationäre Punkte sind

η1 =
(

0
−1

2

)
und η2 =

(
0
1
2

)
3. Fall: x 6= 0 ∧ y = 0: (II) ist erfüllt:

aus (I) ⇒ −2x︸︷︷︸
6=0

·(4x2 − 4) = 0
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⇒ 4x2 − 4 = 0 ⇔ x = −1 ∨ x = 1

⇒ Weitere stationäre Punkte sind

ξ1 =
(
−1

0

)
und ξ2 =

(
1
0

)
4. Fall: x 6= 0 ∧ y 6= 0:

aus (I) ⇒ 4x2 + y2 − 4 = 0

aus (II) ⇒ 4x2 + y2 − 1
4

= 0

−4 +
1
4

= 0 (falsche Aussage)

Das Gleichungssystem hat keine Lösung; es gibt also keine weiteren stationären
Punkte.

Klassifikation:

∂2f

∂x2
= (−24x2 − 2y2 + 8) · e−x2−4y2

+(−8x3 − 2xy2 + 8x) · e−x2−4y2 · (−2x)

= (16x4 + 4x2y2 − 40x2 − 2y2 + 8) · e−x2−4y2

∂2f

∂x∂y
= (−64xy) · e−x2−4y2

+ (−8y3 − 32x2y + 2y) · e−x2−4y2 · (−2x)

= (16xy3 + 64x3y − 68xy) · e−x2−4y2

Zur Kontrolle:

∂2f

∂y∂x
= (−4xy) · e−x2−4y2

+ (−8x3 − 2xy2 + 8x) · e−x2−4y2 · (−8y)

= (16xy3 + 64x3y − 68xy) · e−x2−4y2

∂2f

∂y2
= (−24y2 − 32x2 + 2) · e−x2−4y2

+(−8y3 − 32x2y + 2y) · e−x2−4y2 · (−8y)

= (64y4 + 256x2y2 − 40y2 − 32x2 + 2) · e−x2−4y2

⇒ Hf(x, y) =
(

16x4 + 4x2y2 − 40x2 − 2y2 + 8 16xy3 + 64x3y − 68xy
16xy3 + 64x3y − 68xy 64y4 + 256x2y2 − 40y2 − 32x2 + 2

)
e−x2−4y2︸ ︷︷ ︸

>0 ∀(x,y)∈R2

=: H̃f(x, y) · e−x2−4y2

H̃f(ξ) = H̃f(0, 0) =
(

8 0
0 2

)
ist positiv definit
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⇒ striktes Minimum
(

0
0

)
mit f(0, 0) = 0

H̃f(η1,2) = H̃f

(
0,±1

2

)
=
(

7.5 0
0 −4

)
ist indefinit

⇒ Sattelpunkte
(

0
−1

2

)
,

(
0
1
2

)
mit f

(
0,±1

2

)
=

1
4
· e−1

H̃f(ξ1,2) = H̃f(±1, 0) =
(
−16 0

0 −30

)
ist negativ definit

⇒ strikt Maxima
(
−1

0

)
,

(
1
0

)
mit f(±1, 0) = 4 · e−1

�

Aufgabe 2

Gegeben: f(x1, ..., xn) = n
√

x1 · ... · xn, wobei gilt: xi > 0 für i = 1, ..., n und
n∑

i=1

xi = c mit einer Konstanten c > 0.

Gesucht: Das Maximum der Funktion f unter der Nebenbedingung

c−
n∑

i=1

xi = 0

Lösung:
f(x1, ..., xn) maximal ⇔ (f(x1, ..., xn))n maximal, sei

p(x1, ..., xn) := (f(x1, ..., xn))n = x1 · ... · xn

Also:

p(x1, ..., xn) =
n∏

i=1

xi

Betrachte weiterhin die Funktion g(x1, ..., xn) = c−
n∑

i=1

xi und die erweiterte

Zielfunktion

F (x1, ..., xn, λ) := p(x1, ..., xn) + λ · g(x1, ..., xn)

⇒ F (x1, ..., xn, λ) =
n∏

i=1

xi + λ ·

(
c−

n∑
i=1

xi

)
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∂F

∂xj
=

n∏
i=1,i6=j

xi − λ für j ∈ {1, ..., n}

∂F

∂λ
= c−

n∑
i=1

xi

Notwendige Bedingung:

∂F

∂xj
= 0 für jedes j ∈ {1, ..., n}

∧∂F

∂λ
= 0

∂F

∂xj
= 0 ⇒ λ =

n∏
i=1,i6=j

xi (∗), ∀j ∈ {1, ..., n}

Seien l, k ∈ {1, ..., n} beliebig.

(∗)⇒ λ =
n∏

i=1,i6=l

xi ∧ λ =
n∏

i=1,i6=k

xi

⇒
n∏

i=1,i6=l

xi =
n∏

i=1,i6=k

xi

⇒ xk = xl, ∀k, l ∈ {1, ..., n}

Also gilt:
x1 = ... = xn =: x (∗∗)

Für das Maximum der Funktion p und somit auch der Funktion f kommen
nur die stationären Punkte ξ = (x, ..., x)T ∈ Rn

>0 in Frage.

aus
∂F

∂λ
= 0 ⇒ c−

n∑
i=1

xi = 0

(∗∗)⇒ c−
n∑

i=1

x = 0

⇔ c− n · x = 0
⇔ x =

c

n

Für den stationären Punkt ξ =
( c

n
, ...,

c

n

)T
∈ Rn

>0 von p und f ergibt sich:

p(ξ) = p
( c

n
, ...,

c

n

)
=

n∏
i=1

c

n
=
( c

n

)n

⇒ f(ξ) = n
√

p(ξ) = n

√( c

n

)n
=

c

n

5



Ergebnis:
Die Funktion f(x1, ..., xn) = n

√
x1 · ... · xn hat ihr Maximum im Punkt ξ =(

c
n , ..., c

n

)T ∈ Rn
>0 mit f(ξ) = c

n .
Nachtrag:
Es gibt keinen stationären Punkt ξ̃ = (x̃, ..., x̃)T ∈ Rn

>0 mit f(ξ̃) > c
n , denn:

wegen f(ξ̃) = n
√

(x̃n = x̃ würde folgen x̃ > c
n und hieraus:

n∑
i=1

x̃ = n · x̃ > n · c

n
= c

Somit ist
n∑

i=1

xi = c nicht erfüllt.

Aufgabe 3

Zu bestimmen: Kandidaten für Extrema der Funktion f(x, y, z) = x+2y+3z
auf der Schnittmenge der Ebene x−y+z = 1 und dem Zylinder x2 +y2 = 1.
Lösung: Lagrange-Funktion

F (x, y, z, λ, µ) = x + 2y + 3z + λ · (x− y + z − 1) + µ · (x2 + y2 − 1)

Fx =
∂F

∂x
= 1 + λ + 2µx

Fy =
∂F

∂y
= 2− λ + 2µy

Fz =
∂F

∂z
= 3 + λ

Fλ =
∂F

∂λ
= x− y + z − 1

Fµ =
∂F

∂µ
= x2 + y2 − 1

Notwendige Bedingung: ∇F (x, y, z, λ, µ) = 0
Zu lösen ist das Gleichungssystem:

1 + λ + 2µx = 0 (1)
2− λ + 2µy = 0 (2)

3 + λ = 0 (3)
x− y + z − 1 = 0 (4)

x2 + y2 − 1 = 0 (5)

Aus (3) ⇒ λ = −3

(3) in (1) ⇒ −2 + 2µx = 0 ⇔ µx = 1 (1′)

(3) in (2) ⇒ 5 + 2µy = 0 ⇔ µy = −5
2

(2′)
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Falls x = 0 ⇒ (1′) hat keine Lösung
Falls y = 0 ⇒ (2′) hat keine Lösung

}
⇒ x 6= 0 ∧ y 6= 0

⇒ µxy = y ∧ µxy = −5
2
x

(1′)(2′)⇒ y = −5
2
x

in (5) ⇒ x2 +
(
−5

2
x

)2

− 1 = 0

⇔ 29
4

x2 = 1

⇔ x2 =
4
29

⇔ |x| =
2√
29

x1 =
2√
29

x2 = − 2√
29

y1 = − 5√
29

y2 =
5√
29

aus (1′) : µ1 ·
2√
29

= 1

µ1 =
1
2
·
√

29

aus (1′) : µ2 ·
(
− 2√

29

)
= 1

µ2 = −1
2
·
√

29
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aus (4) : z1 = 1− x1 + y1

z1 = 1− 2√
29
− 5√

29

z1 = 1− 7√
29

aus (4) : z2 = 1− x2 + y2

z2 = 1 +
2√
29

+
5√
29

z2 = 1 +
7√
29

Ergebnis:
x
y
z
λ
µ

 =


2√
29

− 5√
29

1− 7√
29

−3
1
2

√
29

 und


x
y
z
λ
µ

 =


− 2√

29
5√
29

1 + 7√
29

−3
−1

2

√
29


lösen das Gleichungssystem.
Kandidaten für Extrema der Funktion f sind demnach die Punkte

ξ =
1√
29

 2
−5√
29− 7

 und η =
1√
29

 −2
5√

29 + 7


Aufgabe 4

Variationsproblem:

I(y(x)) :=
∫ b

a

√
1 + y′2dx

!= Min

y(x) sei eine C2-Funktion auf [a, b].
Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichung

Fy −
d

dx
Fyx = 0
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Sei F (x, y, yx) =
√

1 + y2
x (yx := y′)

Fy = 0

Fyx =
1

2 ·
√

1 + y2
x

· 2yx =
yx√

1 + y2
x

⇒ d

dx
Fyx =

yxx ·
√

1 + y2
x − yx · 1

2·
√

1+y2
x

· 2yx · yxx

1 + y2
x

d

dx
Fyx =

yxx · (1 + y2
x)− y2

x · yxx

(1 + y2
x)

3
2

d

dx
Fyx =

yxx

(1 + y2
x)

3
2

=
y′′

(1 + y′2)
3
2

⇒ 0 = Fy −
d

dx
Fyx = 0− yxx

(1 + y2
x)

3
2

⇒ Die Euler-Lagrange-Gleichung zu obigem Variationsproblem lautet:

y′′

(1 + y′2)
3
2

= 0

Für die Gerade y(x) = cx + d gilt:

y′(x) = c

y′′(x) = 0

⇒ y′′

(1 + y′2)
3
2

=
0

(1 + c2)
3
2

= 0 ∀x ∈ [a, b]

Die Geraden y(x) = cx + d erfüllen also diese Differenzialgleichung. �

Aufgabe 5

Ea,b,c(0) := {(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
≤ 1}
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Berechne das Volumen V (Ẽa,b,c(0)) des Ellipsoidoktanden mit (x, y, z) ∈
R3
≥0.

V (Ẽa,b,c(0)) =
∫

Ẽ
1dxdydz

=
∫ a

0

∫ b
a

√
a2−x2

0

∫ c
b

q
( b

a
·
√

a2−x2)2−y2

0
dz

 dy

 dx

=
∫ a

0

∫ b
a

√
a2−x2

0

c

b

√(
b

a

√
a2 − x2

)2

− y2dy

 dx (∗) siehe Nachtrag

=
∫ a

0

c

b
· 1
4
π ·
(

b

a

√
a2 − x2

)2

dx (∗) siehe Nachtrag

=
c

b
· π

4
· b2

a2
·
∫ a

0
(a2 − x2)dx

=
π · b · c

4a2
·
[
a2 − x− 1

3
x3

]a

0

=
π · b · c

4a2
· 2
3
a3

=
1
6
πabc

⇒ Gesamtvolumen

V (Ea,b,c(0)) = 8 · V (Ẽa,b,c(0))

⇒ V (Ea,b,c(0)) =
4
3
πabc

Nachtrag:
Berechne ∫ R

0

√
R2 − y2dy, R > 0

Substitution:

y = R · sin(t)
dy = R · cos(t)dt

y = 0 ⇒ t = 0

y = R ⇒ t =
π

2
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∫ R

0

√
R2 − y2dy =

∫ π
2

0

√
R2 −R2 · sin2(t) ·R · cos(t)dt

=
∫ π

2

0
R · | cos(t)︸ ︷︷ ︸

≥0

| ·R · cos(t)dt

= R2 ·
∫ π

2

0
cos2(t)dt

= R2 ·
[
1
2
· (t + sin(t) · cos(t))

]π
2

0

=
1
2
R2 · π

2

=
1
4
· π ·R2

Aus ∫ R

0

√
R2 − y2dy =

1
4
· π ·R2

ergibt sich für R =
b

a
·
√

a2 − x2:

∫ b
a
·
√

a2−x2

0

√(
b

a
·
√

a2 − x2

)2

− y2dy =
1
4
· π ·

(
b

a
·
√

a2 − x2

)2

Weitere Lösungsmöglichkeit:
Sei

B1(0) = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 ≤ 1}

sei

Ea,b,c(0) =
{

(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
≤ 1

}
, a, b, c > 0

Betrachte die lineare Abbildung

F : R3 → R3; (x, y, z)T 7→ (ax, by, cz)T

also:  x
y
z

 7→ A ·

 x
y
z

 mit A =

 a 0 0
0 b 0
0 0 c


Dann gilt:

F (B1(0)) = Ea,b,c(0)
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und
V (Ea,b,c(0)) = det A · V (B1(0))

Mit det A = abc und V (B1(0)) =
4
3
π (Volumen der Einheitskugel) folgt:

V (Ea,b,c(0)) =
4
3
πabc

12


