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Aufgabe 1
(a)

flz,y) = %, z,y € (0,400), € = (1,1)7 sei Entwicklungspunkt.
Taylorentwicklung der Funktion f bis einschliellich der Glieder 2. Ordnung.

Fiir das Taylorpolynom Th(p,&), 0 = (x,y)" gilt:

2

Te.§) = Y le-97v]" fle

k=0
wobei [(g — f)TV]k =[(z—-1)0.+ (y — 1)6y]k
S T(08) = O+ DIHO+ - Do
2
- ((w—l)gi(ﬁ)ﬂy—l)g;(é))]

To(e,§) = f(&)+ (x=1)fa(&) + (y = 1)fy(E)

_|_% . [(J} — 1)2]"11(5) + 2(31 — 1)(y - 1)fmy(£) + (y - 1)2fyy(f)]

L@ty —(@—y-1_, vy

fr($>y) =

(w+y)? T @ty
T e
foal2:8) = 2'W:_4'(ﬂcf(y)3
o) = 2 AN g

Hieraus folgt:
f&) = f(1,1)=0
f2(8) = fx<1,1):%
fy(&) = fy(1,1):_%
fa(§) = fra(1,1) = —5
Fay(€) = Fuy(1,1) =
fo(&) = fyu(1,1) =



1 1 1 1
T = S(z—-1)—=(y—1)—(z—-12+=(y—1)>
1 1
=~ tat oy
1 1
= fley) = —go'+o+ " —y+ Ra(e,)

Fiir das Lagrange-Restglied Ra(p, ) gilt:

Rolo6) = Mo~ 8"VPflerogr ©€(01)
S Ro(0.8) = gl D0+ (- DO, Mlereo
= Ra(0.8) = g [0 — 1@ 43~ 1y~ 1)(@:)°9,

+3(x — 1) (y — 1)%0:(8,)* + (y — 1)*(8,)°1flexo(0-e)
(1)
= Ra(0.6) = (o= 1 funsl(€+ 00— 9))
5 =12y~ Dfeny € + 60— 6))

5= 1)y~ 1 fay (€ + 00~ 6))

5= D (€ + (e =€)
mit (0+0(0— €))7 = (1+0(x—1),1+06(y— 1)

= (1-0)+0z,(1-0)+0y)!, ec(01)



(2) Die partiellen Ableitungen berechnen sich wie folgt:

—y -3z +y)? y

freelrd) = =0T T P Gy

1-(z4y)° -y -3 (z+y)?
(x +y)°

T — 2y

(z +y)*

20 —x

(x +y)*

Lz +y)?®—(r—y)-3 (x+y)?

(z +y)°

fxacy(x7 y) = —4-

fa:yy(ﬂfay) = 2
y— 2x
(+y)!
.. —z-3- (v +y)?

(z +y)°

(x +y)*

fyp(2,y) =

= —12.

Aus (1) und (2) lasst sich Ra(p,&) berechnen. O

(b)
Nahrungswert fiir f(1.2;0.9):

1 1
F(1.2,09) ~ = 122+ 1.2+ 1 0.9%2 - 0.9 = 0.1425

Exakter Wert:

1.2-09 03 1
1.2,09) = —— = — = -~ 0.142
f(1.2;0.9) 1.24+09 21 7 0 )

Aufgabe 2

Gegeben ist die Diffusionsgleichung % = % und das dazu gebildete Finite-
Differenzen-Verfahren aus der Vorlesung. Seien

. 1 firli =12,
i) 0 sonst
die Werte der 0-ten Zeitschicht.

7Zu berechnen sind die numerisch gendhrten Funktionswerte uf fiir die drei
Zeitschichten £ = 1,2, 3 und die Gitterpunkte ¢ = -5, —4,...,4, 5.



Geméf der Vorlesung gilt fiir eine Approximation der uf an u(x,t) im Punkt
(ih, kT) die Approximationsbedingung:

k+1 _ ok k ko ok
Ui U Uiy — 22U F U,
T h?
k+1 _ Tk TN, bk T k
sultt = Gl (-2 5 ) ul by

Fir h =1 und 7 = 0.1 ergibt sich:

bt =01 uf | +0.8uf 4+ 0.1uf
Aus den Funktionswerten u? zur Zeitschicht £ = 0 berechnet man die neuen
Werte u} gem#B u; = 0.1ud,; + 0.8uY 4+ 0.1u)_; und hieraus iterativ die
Werte u? und danach uf geméf u22 = 0.1uil+1 + 0.8ui1 + O.luil_1 und ul3 =
0.1uf | + 0.8u? + 0.1u?_;.

Die daraus errechneten numerisch gendhrten Funktionswerte uf fiir die drei
Zeitschichten k£ = 1,2,3 und die Gitterpunkte ¢ = —5,—4,...,4,5 sind in
folgender Tabelle zusammengestellt:

? -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
u; 0 0 0.1 0.9 0.9 0.2 0.9 0.9 0.1 0 0
u? 0 0.01 | 0.17 | 0.82 | 0.83 | 0.34 | 0.83 | 0.82 | 0.17 | 0.01 0
u? | 0.001 | 0.025 | 0.219 | 0.756 | 0.780 | 0.438 | 0.780 | 0.756 | 0.219 | 0.025 | 0.001

Zeichnung siehe Anhang.

Aufgabe 3

Von einer Funktion u(z) seien die Werte u,, 1 = u(i + 1) an den Stellen
2

x =i+ 3,i € Z, bekannt. u(x) sei unendlich oft differenzierbar.

()

Zu bestimmen ist eine moglichst gute Approximation fiir den Wert u =
u” (i) unter Verwendung der 4 Funktionswerte Uj 35Uy 15Uy 1, Uy 8
Losung:

Die Gitterweite h des dquidistanten Gitters I' := {z;|z; = i + %,i € Z} ist
h=1.

Soll der Approximationsfehler dabei hochstens O(h) = O(1) betragen, muss
gelten:

-1 —i—’yuH% +(5ui+% +0(1)



Berechne zunéchst fiir u;4; = u(i + 1) das Taylorpolynom 3-ten Grades fiir

die Entwicklung um den Punkt £ = 4:

3
1
uip = u(i+1)=Ts(l,1) :ZE
k=0
= wi+luj+ fl2u’-' + 7l3u'~"
K3 2 2 6 (2
Hieraus ergibt sich:
. 3 3 9 9
furl:—§: Uiz AU §U;+§ - 16“2”
D ~ L, 1y Lo
furl——i. U1 R §U2+§z a8t
N O ~ 1 Ly Lo
furl—i. ui—i—% =~ —|—2uz—|-81_£l.
.o 7 3. ~ 3 9 "
furlfi. Uips AU u+8ul_ﬁl
5 —~ 3,9 9
:>aui7%+ﬂui7%+7ui+%+ Uipy Roa ui—§ui+§ui T
1 1 1
1 1 1,
v {wi+ u 4—8uZ —1—481%
3 9 9
+9 - < + 2u + 8u1 + 16u;")
3 1 1 3

7 5) m

Da dies mit w) =0-u; +0-u, +1-u/ 4+ 0-w] iibereinstimmen soll, ergibt
sich durch Koeffizientenvergleich das folgende lineare Gleichungssystem:

a+pB+v+06 = 0
Sa-lpt iyt as = 0
%a—i—lﬁ-l-éﬁ/—i-gd =1

—1% _7ﬁ+%7+25 =0
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o= O O

Ay
2 =26 28| O
1 1 1 1 0
- 01 -1 2 10
0 0 1 1 1
0 0 24 -241|0
1 1 1 1 0
01 -1 2 0
VNS
0 0 1 1 1
00 0 —-48|-24
1 1 1 1
5 = — = — = — — —_— — =
= 5 =« =y 5 = [ 5
Also gilt:
1
;/ 5(“1—3 — U1 ui—i—% + uz+3>
O
Aufgabe 4
(a)

d; := y; — (ax; +b) sei die vertikale Abweichung des Punktes (z;, y;) von der
durch ax + b bestimmten Geraden.

n

Zu bestimmen sind a und b, sodass Z d? minimal wird.
i=1

Losung;:

n

Yodi o= ) (v~ (ami+ b))
i=1

1

<.
Il

(ax; +b— yl-)2

Il

s
Il
—



n

Sei S(a,b) := Z(axi +b—y)?
i=1

) g
= % = ZQ(CL:&-FZ)—%)

=1

= Q(Iil‘i‘F?bzﬂ:l—Qiyi
i=1 i=1 i=1
85’ n n
% = 2((1';3:@-—1—612—;%) (1)

a8 =
9 ;2(axi+b—yi)xi

n

= 2. Z(am? + bz — yix;)
1=1

% = 2-<a-§:x?+b-§:xi—§:xiyi> (2)
i=1 i=1 i=1

Notwendige Bedingung: grad S =0

oS 1 = -
%:O &y a-;xi—kbn:;yi (3)

%:0 @ a~ix?+b-i$i=iﬂfi% (4)
i=1 i=1 i=1

Hinreichende Bedingung:
Untersuchung, ob S(a,b) fir a,b aus (3) und (4) minimal wird. Berechne
dazu die Hesse-Matrix HS:

d%8 LA
az — 2

928
*?s —~ 'S
dadb Y17 Obda

2->70 5512 230
= HS =
2.3 0w 2-n
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Bemerkung: Nach Aufgabenstellung ist es sinnvoll anzunehmen, dass
(i) n > 2 ist und

(ii) es unter den Gréflen zq, ..., x, mindestens 2 voneinander verschiedene
gibt.

Unter Zugrundelegung dieser Annahmen wird nun gezeigt, dass HS positiv
definit ist.

Es gilt:

n n

det(Z-Zx%)zZ Zx? >0 (5)
— —
=1 =1 >0
~———
>0 wegen (i) und (ii)

Es gilt:

n

n 2
detHS =4 - an?—(sz) >0 (6)
i=1

i=1

>0 (%)

Aus (5) und (6) folgt, dass HS positiv definit ist; damit ist gezeigt, dass
S(a,b) minimal wird.

Nachtrag: Beweis von (k)

Behauptung:

Unter den Annahmen (i) und (ii) gilt:

n n 2
nZ:cf—(ZxJ >0
i=1 i=1

Beweis durch vollsténdige Induktion:

1. Induktionsanfang: n = 2

2 2 2
2-21’?—(2%) = 2. (2} +23) — (21 +22)?
=1 =1

= 22— 23y + 23
= (21 —22)®> >0 da wegen (ii): z1 # 2

2. (a) Induktionsannahme:
Fiir n > 2 gelte:

n n 2
anf—(ZwJ >0
i=1

i=1



(b) Induktionsbehauptung:
Dann gilt auch:

n+1 n+1 2
(n+1)- Zx? - <ZZL‘Z> >0
i=1 i=1
(¢) Induktionsbegriindung:
n+1 n+1 2
(n+1)- fo — (Z‘T@)
i=1 i=1
n n 2
= (n+1)- <Z T} + 9331+1> - (Z T + 33n+1>
i=1 i=1

n n
_ 2 2 2 2
= nE $i+1'§ i o U T W
i1 i1

n 2 n
2
— g i | —2xp41 - E Ti — Ty
i=1 i=1
n n 2 n n n
— 2 , 2 , 2
= n- Ty — i | + T; — 2Tp41 - o S R 1
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

>0 nach 2(a)

n
> Y (@F = 2miwns + 7h4)
=1

n

= Z(azz —2n41)2 >0
——

=1 >0

>0 nach Vor.

(b)
Datenpaare (GByte, Sekunden):

(z4,yi) : (3.1,2.2); (4.3,4.9); (6.1,11.2); (6.8, 13.5); (9.5, 21)
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Berechnung der ,,Least Square“-Gerade y = ax + b:

5
da = 298
i=1
5
d oy o= 528
i=1
5
> af = 2018
i=1
5
> wy; = 38751
i=1
Damit ist wegen (3) und (4) aus Teil (a) folgendes Gleichungssystem zu

16sen:

(I) 29.8a+5b = 528
(II) 201.8a+29.8b = 387.51

Aus (I) folgt:

52.8 — 29.8a

5
b = 10.56 — 5.96a

In (II) eingesetzt:

201.8a +29.8 - (10.56 — 5.96a) = 387.51

< 201.8a + 314.688 — 177.608¢ = 387.51
24.192a = 72.822

a ~ 3.01
=b ~ -T7.38

Ergebnis: Die Gleichung der ,,Least Square“-Geraden lautet:
y=3.0lx — 7.38

Zeichnung siehe Anhang.
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