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Aufgabe 1
(a)

Seien a = (a1, as,a3)’,b = (by,be,b3)T € R3.
Behauptung: |a x b| = |a| - |b] - sin(¢) mit 0 < ¢ <7, und ¢ := |Z(a,b)|.
Beweis:

la xb*> = (axb)(axb)

agbs — azbs asbz — agbo
= a3b1 — alb3 a3b1 — albg
arby — azby arby — azby

= (agbs — azb2)? + (azby — a1b3)? + (a1by — azbr)?

= aiby + aibi + a3bi + a3b3 + a3bi + a3b
—2(a1b1azbs + a1byasbs + azbaasbs)

= (af + a3 +a3) (b + 03+ 3) — (a1b1 + asba + azbs)?

= laf*- o] = (a-b)

lal? - 61 = (la] - [B] - cos(¢))?

lal? - B> = (1 = cos®(¢))

= laf*- [p? - sin®(p)

Insgesamt: |a x b|? = |al? - |b]? - sin?(yp)
= laxb| = |af-[b]-[sin(y)|
= |a|-]b|-sin(p) wegen 0 < ¢ <7 gilt: sin(p) >0
Berechnung der Flichenmafizahl A des von den lin. unabh. Vektoren a und

b aufgespannten Parallelogramms:
Berechnung der Parallelogrammhdohe h fiir:

e 0<p<3
A = Jo-|n
|h| = [blsin(e)
=A = la| b sin(p) =|a x b
o S <p<m
A = |a|-|h|
h| = [b] - sin(¢)
|h| = 1] - sin(180° — )
|h| = 0] - sin(y)
=A = la|-|b-sin(p) =|a x b|



(b)

Die lin. unabh. Vektoren, die das Parallelepiped im Raum aufspannen, seien
zunéchst so benannt, dass sie in der Reihenfolge b, ¢, a ein Rechtssystem

bilden.

Die Grundfliche G des Parallelepipeds werde von b, ¢ aufgespannt. Nach
Teil (a) hat die Grundfliche G den Inhalt |b x ¢|. Sei ¢ = |Z(b x ¢, a)| mit
—5 <% < 7. Dann gilt fiir die Hohe h des Parallelepipeds |h| = |a| - cos(3))

und fiir sein Volumen V ergibt sich:

V=I|G|-|h|=|bxc||a|l cos(vp)=(bxc)-a

Vertauscht man in dem Ausdruck (b x ¢) - a die Vektoren b und ¢ mitein-
ander, so erhilt man (¢ X b) - a. Nun bilden ¢, b, a in dieser Reihenfolge ein

Linkssystem.
Wegen ¢ x b= —(b x ¢) ergibt sich:

(cxb)-a=—(bxc)-a
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Deshalb ist in der Volumenformel der Absolutwert zu nehmen, also:

V=|bxc)al=la-(bxc)

(c)

(da das Skalarprodukt kommutativ ist)

Seien a, b, c € R3 mit a = (a1, az,a3),b = (b1, ba,b3),c = (c1,ca, c3).

Behauptung;:
a; as
a-(bxc): b1 b2
C1 €9

Beweis:

b263 — bgcg
a - (b X C) = ((Il, as, ag) b361 — 5163
blcg — bQCl

as
b3
c3

= a1 (5263 — b362) — az(blcg — bgCl) + ag(blcz — b2C1)

by b3 by
= al - — .
! Cy C3 C1
ap a2 as
= | by by b3
Ccl C2 C3

(d)

Vor.: a,b, € R3 linear unabhiingig
Beh.:a-(axb)=0Ab-(axb)=0

bs b1 b

1 C2

+asz -




Bew.:

a]; ag asg

a-(axb) = |a a2 a3 | =0 dadiel. und 2. Zeile der Determinante iibereinstimmen
by by b3
by b2 b3

b-(axb) = | a a2 a3z |=0 dadiel. und 3. Zeile der Determinante iibereinstimmen
by by b3

(e)

Seien a, b, c € R?

ay; ag as
a-(bxc) = b1 b2 b3
€1 C2 ¢C3

€1 C2 C3

= (—1)2- ap az das

b1 b2 b3

= c¢-(axb)=(axb) -¢ da - kommutativ

Aufgabe 2
(a)
fiR—- Rt (\i/, sif;(tQ), COSf(t‘”’))T

Jacobi-Matrix (Funktionalmatrix) von f:
0
S (t) et
Jf(t) = de 2(t) | = 2t - cos(t?)
Cr’fs 5 (1) —3t2 - sin(t3)

(b)

T 2 2 .2
g:RBHRQ;x:(xl,xQ,xg)TH < 9:; >2 FITE Ty

o—In(2)-(z24a3+a2)
f ze _ | 5n(=)
9(x) = ( 2 - eI +ad+a) ) B ( 92() >

Jacobi-Matrix von g:

Jg(x) = < @) @ @) )

2@ @ e

o1 Oz



991

9, @)

992

PG

J92
871:1 (z)

o1
871:2(:6)

2 ()

Oz
092
87:3 (z)
Jgu»=:(

(c)

e~n@)(@traitad) 4 o o—In@ (i tadted) | (_1p(2)) . 22y

2 2 2 2

= (1-2n(2)) - 43) - 2o

= (1-2(n(2))- ) - 271 #5778

2

2 2 2

= —=2(In(2))xixe - 27172773

= —2(In(2))zyzy - 27 ¥ 7273

2 2

= —2(In(2))z1zs - 27 ¥

2 2

= —2(In(2))zoxs - 9-i—a3-u}

1 - 2(in(2))

—2(In(2))z1r2 1 —2(In(2))x3 —2(In(2))zoz3

g:R? = Ryz = (z1,x0,23) = 3 - €

Jacobi-Matrix von g:

2
Ty

= Jg(x) =

—2(In(2))z1 22 2(ln(2))x1x3>

2 2 2
—Ty—T5—xy

dg dg dg
(Ft@ p @) 2 @)

A (—2z1)

2 92 o
_21-1,%'3.@ T1—Ty— I3
2

_p2_gp2_
_2-];2:636 T1—Ty— T3

g2 g2 2 L2 g2 a2
e TITI2TT gy T 1T 2 $3.(_2333)

(1—223)- eI

2 92 2
(—2x1x3, — 22073, 1 — 223)e "1 T2~

2 2 2

L QT I Ty



Aufgabe 3
(a)

Sei D C R3 offen, sei f : D — R zweimal stetig differenzierbar, d.h. f sei
eine C2-Funktion auf D.

Zeige: rotVf(x) =0 Vz e D.

Beweis:

Sei z := (21,72, 73)T € D beliebig.

rotVf(x) = VzVf(z)

0
el ail Tfl(x)
= | es % g—m(x) e1, e, e3 sind die kanonischen Einheitsvektoren im R?
9 af
€3 % %(ﬂf)
o] of o] of o] of
_ . ‘812 B2z (%) ‘_e o1 92 (@) +€3,| Ber B (©)
- 9 af ls] of ls] af
9oz O3 (@) o5 a3 (L) fez a5 ()

(
_ 92 0?2
- 8J138fwl (I) - 8:518];:3 (:U)
82
(#) — yoi— ()

Begriindung: Da f nach Voraussetzung eine C?-Funktion ist, gilt nach dem
Vertauschbarkeitssatz von Schwarz:
*f 0* f

8$i8$j - 31:]8951 Vl,j € {1’2’3}

(b)
Gegeben: Potentialfeld F : D — R? mit

Flz)= -E-2_ zeD:=R\{0}

ER



Sei z := (1,72, 73)T € D beliebig.

Fi(x) —E:El(x%—i-:c%—i—x%)*%
= Ple)=| B) | =| —Boy(ai+ay+a3)2 [ ()
Fs(z) —Ez3(2? + 23+ 23)72

Betrachte nun die Funktion

f:D— Rmit f(z) = E

||

2 (z)
SV@) = | L@ | )
of
573@)
@ = B(-3) GHradead i

= —Exi(2 + 23+ x%)_%, i=1,2,3
Aus (*) und (*x) folgt:
Vi(z) = F(x)
= rot F(z) =rotVf(z) =0 nach Teil (a)

Also:
rot F(x) =0 Vx €D



Aufgabe 4
Sei D C R? offen, sei F': D — R? ein C?-Vektorfeld.

()

Beh.: div rot F =0
Beweis: Sei z := (1, 22, 73)7 € D beliebig.

Fl({L')
Sei F(z) := Fy(x)
Fy(x)
S5 (w) — GE2(w)
=rot F(z) = g—g(x) - %(l’)
G52 () =GB ()
. 0 [ OF: OF: 0 [(OF OF:
= div rot F(z) = e (83:2<$) - 895;(96)) + s (835;(:6) - &xf(x))
0 [(0F, oF,
ous <<9:z:1($) - aﬁ*)
PR PR
- 81‘16%2 * 8.%‘15'373 v
0?Fy 2 0’ Fy .
69526@3 83328%1
0’F, 2y 0’ Fy N
3$381‘1 81‘381‘2
0’ Fy 0’ Iy
6:@83@;; 6m38x2
0
0’y 0’ F,
+ x) — z
69:38:1:1 8:1/‘1(91'3
=0
N 0’y . 0’ F .
8$18$2 81:28931
=0
= 0

Begriindung: F ist ein C2-Vektorfeld = jede Komponentenfunktion Fj(z) ist
eine C%-Funktion = aus dem Vertauschbarkeitssatz von Schwarz, dass fiir



die Funktionen F; die Reihenfolge der 2. partiellen Ableitungen vertauschbar

ist. O
(b)
Gegeben: Vektorfeld F : D € R3, D C R3 offen, mit
Fl (‘Ta Y, Z) 51323/
F(Jj‘,y,Z) = FQ(x’yaZ) = z
F3($7 Y, Z) ryz

Gibt es ein anderes Vektorfeld G : D — R3 so dass gilt: F = rot G?
Annahme: Es gibt ein Vektorfeld G|F =rot G (x).
Sei ¢ := (z,y,2)T € D.

(:*>) divrot G§) = div F(§)

_OF,,  OF,. OF
= SO+ 5O+ 5O

= 2zy+0+ 2y =3zy

Nach Teil (a) ist

divrot G =

= 3zy =
Sy =
Sr=0 V =0

0

0

0

Yy
0
= F(z,y,2) = ( z
0

Ein Vektorfeld G = (G1,G2,G3)T mit F = rot G kann es also nur geben,
wenn x = 0V y = 0 ist, d.h. nur fiir Vektorfelder F' der Form F(x,y,z) =
(0,2,0)T

Es muss also gelten:

0G3 _ 9Gs

oy 9z 0

rot G = 6821 — aaczg =| 2z | =F (x¢)
9G, oG 0
ox oy

Folgende Vektorfelder G = (G1, G2, G3)T 16sen (xx):

1 T
G := <2z2,0,0>

1. Fall: x =y = 0. Sei



Dann gilt:

0Gs  0Gy

T2 _0-0 = 0
oy 0z

G 0Gs __, _
0z or -
0Gy  0Gq

2l _p-0 = 0
Oz oy

=rotG=F

2. Fall: z #0 Ay = 0. Sei
G = (2%,0,22)"

Dann gilt:
0Gs  0Gs
_— = — = 0
oy 0z 0-0
Gy _0Gs _, . _
0z oxr N
0Gy  0G;
_— = — = 0
Or dy 0-0
=rotG=F
3. Fall: t =0Ay # 0. Sei
1 T
G := (222,22,2yz>
Dann gilt:
0Gs  0Gy B
Ty - g =2z 2z = 0
G _0Gs _ o, _
0z or N
0Gy  0G,
_— = — = 0
ox oy 0-0
=rotG=F
Zusammenfassung:

1. Fall x -y # 0 ist, gibt es kein Vektorfeld G, sodass F' = rot G ist.
2. Falls x -y = 0 ist, gibt es Vektorfelder G, sodass F' = rot GG ist, wobei

F(z,y,2) = (0,2,0)T sein muss, und zwar:
(%zZ,O,O)T , v=y=0
G(z,y,2) =4 (%0,22)7 | #0Ay=0
(%z2,22,2yz)T , t=0Ay#0
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