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Aufgabe 1

(b)

1

L 3

M =
11

3 6
ges.: k(M) = ||[M||2 - ||M~1||2 beziigl. der Spektralnorm || - 2.

Berechne || M ||2:
Da M symmetrisch = ||M||2 = mlgm:{|)\k\ | Ak EW von M}

Eigenwerte von M:

1-x 3
det(M —X-1) =
1 1
30 6 A
1 1
= 1-N(z=-xr)=-==0
( >(6 ) :
1 1 1
A=A -2 =0
6 6 * 9
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7 49 8 7 1
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7 1
= — 4+ V41
A1 12+12\ﬁ
7 1
R TR D)
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7 1
= — 4+ —+/41
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IMl: = - (7+Va1)



Bestimme M~1:
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1 | 1
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1 0| 3 -6
1 | 1
0 &[-% 1
1 0| 3 -6
0 1|-6 18

([ 3 -6
=M _<—6 18>

M~ ist symmetrisch = ||[M 1|y = ml?x{mk\ | iy EW von M1}

Berechnung der Eigenwerte von M~

det(M™ —pu-I) = 0
R

—6 18—u

= (3—p) (18 —p)—36 =
& 54— 3 —18u+p? —36 =
st -21p+18 =

H1,2 1 1 5
3
Hi2 = i§V41
= M7 = |ml
21 3
= [ =+ V4l
(5 +2v0)
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Aufgabe 2

o

1Mz - (1M H2
i~(7+\/ﬁ)%-(7+\/zﬁ)
(74 V41)?

- (49 + 14V/41 + 41)

—_
\)

- (90 + 14V/41)

| = 00| = 00| = 00| =

- (45 + TV/41)

)

o= Wl

3

Bestimmung von Nahrungswerten fiir den dominanten Eigenwert und den
zugehorigen Eigenvektor der Matrix M mittels einfacher Vektoriteration:

Startvektor ug = ( (1) ); da ug normiert: vg = ( (1) )

u1

U1

U1

genwert Aj.

X
UE)

Die Rayleigh-Quotienten Ry (

Wl

Vvio \ 1
0.948683
0.316228

)

konvergieren gegen den dominanten Ei-
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—~ =

vl Mo 1
Rar(vo) = 27— = vf uy = (1,0) L =1

'U(]'UO g

~——

=1



U =

lug| =

= V2 =

Q

V2

RM(Ul) =

Q

RM(’Ul)

us

us
|us|
= V3

U3

Ry (v2)

RM(UQ>

1 1 3 1
3 V10
3 6 610
IS
G\F
ﬂ_\/» 1 (20)
|u2| 44 7
449 ( )
0.943858
0.330350
1 20
T
V] U —(3,1) —=
1 67
60 =%
1.1166667
1% 1 20
3
:M = R
" (u)Fm(?)
VA9 \ 41
1 (134)
61449 \ 47
1
= ———+/20165
6+/449

_oouz 1 134
T Jus] V20165 ( A7 >
( 0.943639 >

0.330978
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Ugqg =

W= =

1
Uy = ——
6 20165(

o= o=

wil = ——— /905629
g 61/20165
L w1 <898>
! lug] ~ /905629 \ 315
o [ 0.943629
47\ 0.331006
1 1 898
Ry(v3) = viuy = ——u - (134,47)  ————
w(vs) 3520165 ( ) 6\/20165<315>
1 135137
_ 135137 =
120990 120990
Ru(vg) =~ 1.1169270

Vergleicht man die letzte Approxmimation mit A\; = %—&—1—12\/41 =~ 1.1169270
auf Aufgabe 1 (b) erkennt man deren Genauigkeit.
Ein normierter Eigenvektor v zum dominanten Eigenwert A\; = % + % 41:

1
i1 1

5 _ 1
(12 12
5 1 /a7

—20+4v/41 -16
20 — 441 16

Seiu; =4 = uy =+v41 -5

ol

o

normieren:

)= (T 2l

o) (P 4le)

4
\/4’—5>

lu| = \/16 +41 —10vV41 + 25 = \/82 —10v41 =~ 4.23896

1
= Eigenvektor v =

V82 — 1041

0.9436283
0.3310069

[vara) =



Aufgabe 3

Man bildet im n-ten Schritt des Verfahrens aus der Matrix A = (ak)gi=1,..~N
die Matrix A := Ol AO, mit O, = Q(i,j,¢n), O, wie auf dem Aufga-

benblatt angegeben, fiir —% < pp <

T
<7 Fir die transformierte Matrix

A= (@ki)ki=1,...,n soll gelten:
;=0 A a;=0 firl<i<j<N

Achtung: Die auf dem Aufgabenblatt fiir ¢, angegebene Formel ist nur
dann richtig, wenn in der Matrix O,, die Terme sin(p,) durch —sin(yy,)
ersetzt werden. Fiir die auf dem Aufgabenblatt definierte Matrix O,, muss
die Behauptung lauten:

Behauptung:
Damit fiir die transformierte Matrix a;; = a;; = 0 gilt, muss der Drehwinkel
pn gemaf der Formel

a; — ajj + \/(az’z’ — aj;)? + 4aj;

2(12']'

n = arctan

gewdhlt werden, wobei fiir + das Operationszeichen + zu wéhlen ist, wenn
aj; > ai;, jedoch —, wenn a;; < a;. D.h.: die Doppelindizes 7 und jj sind
zu vertauschen.

Beweis der Behauptung:

Berechnet man A := OT AO,,, so erhilt man A= (Gij) = (@ji)ij=1,..,N mit

Ami = Qim = Qi - €0S(Pp) — amj - sin(ep), m#1,j (1)
Amj = Ajm = Amj - €08(Pn) + ami - sin(pn), m#1,j (2)
Ay = ag; - cos’(pn) — 2a;5c08(pp)sin(en) + ajjsinz(gon) (3)
ajj = ajj-cos*(¢n) — 2a;jcos(wn)sin(pn) + aisin®(py) (4)
aij = aj = (ai — ajj) - cos(pn)sin(pn) + aij(cos®(pn) — sin?(pn))(5)
Amp = Gmp sonst (6)

Aus der Forderung a;; = a;; = 0 folgt geméf (5):

(aii — ajj) - cos(pn)sin(en) + a,-j(cosz(gon) —sin*(gn)) = 0
1 .
& 5(%1‘ — aj;)sin(2¢n) + aijcos(20,) = 0 (%)
it <oy <o
mit —— -
4 S¥n =7y



Fiir a;; — aj; = 0 a; = ajj folgt aus (*)

o

aij -cos(2pyp) =
~

£0

= cos(2¢,) =

= 20, =

= Pn =

B~y 9

Fiir a;; = aj; folgt aus der Formel fiir ¢;,:

+./4a2

©Yn = arctan
Qjj

4a?j
= arctan | £+ 5
4a; J

= arctan(£1)

T
und somit ¢, = T wenn man fiir + das Operationszeichen 4+ wéhlt.

Die Behauptung gilt also fiir den Fall a;; = aj;; in diesem Fall ist ¢,, = Z
zu wéhlen.

Sei nun a; # ajj;:
T
4’ 4
Dann folgt aus (x):

Dann ist ¢, € } — [ = 20, € } —g, g[ und cos(2¢,) > 0.

1
i(aii —ajj) -tan(2¢,) +ai; = 0
1 2tan(pn)
@5 ) Ty o = 0 ()

Zwischenbemerkung:

T T T T i T
- < pp < 1 = tan (_Z> < tan(pp) < tan <Z> , da tan " in } - Z[
= —1 <tan(py) <1
= tan?(p,) < 1
& 1 —tan*(pn) >0

(¥%) & (@i — ajj) - tan(en) + aij — aijtan2(g0n) =

& aijtanz(npn) — (ai; — ajj)tan(pn) —aij =
an(@n) -1 =0
aij

tan® (@n) -



Setze tan(py,) =:t

Qii — Qs
=t L 1=
Qi
Qi — s (ai; — aj;)?  4aZ;
tl 9 (& JJ + (& 5 73 + 12.7
QCLU 4aij 4aij
)2 2
t12 i — ajj \/<aZZ aj;)” T 4y
’ 2ai 2|az;]
o —ai:)244a2.
A5 —0j 4 \/(all aJJ) + ©j .
. 2as; + %as; , ay >0
o ai:)244a2.
Qi —ajj \/(a“ a]]) + k%] .
2a;; 2a;; ’ @i <0
Also gilt:
QAji — Qjj + \/(a” — Cij)Q + 4(112]-
t =tan(py,) =

= n = arctan

2&1']'

Qi — Gjj + \/(a” — Cij)z + 40,%

20,@'3’

1. Fall: aj; < Qi = Qi — Qjj > 0
In diesem Fall ist das Operationszeichen — zu wihlen.

Beweis:
Fall aij > 0:
Annahme: [ x| gilt nicht
ai; — ajj + \/ (aii — aj;)? + 4ag; aii — ajj + 4 /4a3;
= >
2a;; 2a;;
_ i — ajj + 204
2(lij
_ Gy
2(12‘]‘
>0

Also gilt [*].

Fall a5 < 0:

>

= tan(en) > 1= ¢, Q}—z z}

4’ 4



Annahme: [ x| gilt nicht

Qi — Ajj + \/(au — ajj)2 + 4a?j Qi — Qjj + 4(112]-
= <
2&1']' QCLZ']'
_ @i —ajj 2a;
2&1']'
_ A5 — Qg4 1
26Ll’j
<0
< -1
m™ T
= tan(pn) < =1 = on & | =7, 7]
Also gilt [*].
2. Fall: ajj > Qi = Qi — Q55 < 0
In diesem Fall ist das Operationszeichen + zu wihlen.
Beweis:
Fall aij > 0
Annahme: gilt nicht
aii — ajj — \/ (asi — a;;)? + da; aii — ajj — \/4a;;
= <
2ai]~ 20,1‘]‘
_ Qi — Qg5 — 2@1']'
2@1‘]'
_ Qi — Ajj 1
20,1‘]‘
<0
< -1
T
= tan(pn) < —1= @, & } 7 Z}
Also gilt [*x].
Fall aij < 0
Annahme: gilt nicht
Qi — Ajj — \/(a” — ajj)2 + 4&%]- Qi — Qjj — 4a12j
= >
2aij 2aij
_ Qi — Qjj + Qaij
2ai]~
_ Qi — Ajj +1
2aij
>0
> 1

10



= tan(pn) > 1= ¢, g}_f E}

Also gilt [*x . 0O

Aufgabe 4

Sei || - || : R? — R die euklidische Norm im R?; sei y = (y1,12)? € R? ein
beliebiger Punkt und = := (21, 22)7 € R2.

Betrachte die Funktion

Ny R R weslnfe -yl
Ausx—yz(xl>—<y1>:<x1_y1>folgt:
L2 Y2 T2 — Y2
] — ] —
le =yl = (-%‘—y)(x—y):\/(m;_z;)(x;_z;)

= V(1 — 1)+ (22 — 12)?

= Ny(z1,22) = Iny/(21— 1) + (22 — 92)?

(a)
()
grad Ny(z) = VNy(z)=| .=
amy (x)
ON, 1 1-2-(z1 —y1)
Y (g, my) = : - : _
Oz Ve —y1)? + (w2 —y2)? 2/ (x1—y1)? + (22 — 12)
_ r1r — Y1
(1 — 1) + (22 — y2)?
ON, 1 1-2- (x9 — o)
W (g, 2y) = : - - _
Oz Ve —y1)?+ (22 —12)? 2y/(z1 — 1) + (22 — y2)
_ T2 — Y2
(21— y1)* + (22 — ¥2)?
Ergebnis:

T2—y2
(x1—y1)2+(z2—y2)?

T1—Y1
grad Ny(ggl,@) _ ( (x1—y1)2+(z2—y2)? )
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92N, 02N,

oz2 Ox10x
HNy(x17 ﬂ'JQ) - 32]\}74 821Ny2
Ox2x1 022
32Ny($1 T3) = (21— y1)* + (22 — 92)* — (21— 91) - 2(21 — 1)
0xf (21— y1)2 + (z2 — 1)
_ (w2 — 92)2 — (1 — yl)2
[(x1 —y1)? + (22 — 92)2]2
9N, _ 0 (0N,
8%1({')362 ’ 8371 81'2

0- [(z1 —y1)* + (22 — y2)?] — (w2 — y2) - 2(x1 — y1)
(21— 41)? + (22 — 2)?)°
—2(z1 —y1) - (w2 — y2)
(21— 91)2 + (22 — y2)??
Nach dem Vertauschbarkeitssatz von Schwarz gilt:
9’N,  9°N,
0x90x1  0x10%9

, da N, eine C?-Funktion ist.

9N, (T1 = y1)* + (22 — y2)* — (w2 — y2) - 2(z2 — y2)
03 (21— y1)2 + (22 — 1))
(r1 —y1)* = (22 — yo)?
(21— y1)? + (22 — y2)?)°

Ergebnis:
—(51»‘1—y1)2+(902—yz)22 —2(z1—y1)(z2—y2) ,
[(@1=y1)?+(z2—92)?]"  [(21-91)2+(z2—Y2)?]
HN, =
vl z2) —2(z1—y1)(z2—y2) (z1-y1)*—(z2—y2)?
[(z1—y1)2+(x2—92)2]*  [(@1—y1)2+(w2—y2)?]
Es gilt:
9*N,  9°N,
or3 Ox?
9*N,  0°N,
& = 0
Ox? + Ox3
0? 0?
Fiir den Laplace-Operator A = 922 + 922’ angewendet auf IV, ergibt sich:
1 2
0°N, 0N,
AN, = Y Y =0
Yo Ox? Ox3
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Demnach ist die auf R?\{y} definierte Funktion Ny(z) = In||z — y|| Lésung
der Potentialgleichung AN,, = 0. Deshalb ist N, (z) auf R*\{y} harmonisch.
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