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Aufgabe 1

y =
x

x + 1
, x 6= −1

xy − x + y = 0

(x, y)
(

0 1
2

1
2 0

) (
x
y

)
+ (−1, 1)

(
x
y

)
= 0

A :=
(

0 1
2

1
2 0

)
; b :=

(
−1

1

)
Eigenwerte von A:

det(A− λ · I) =
∣∣∣∣ −λ 1

2
1
2 −λ

∣∣∣∣ = 0

λ2 − 1
4

= 0

⇔
(

λ +
1
2

)
·
(

λ− 1
2

)
= 0

⇔ λ1 = −1
2

λ2 =
1
2

Ein Eigenvektor v′1 zu λ1 = −1
2 :(

1
2

1
2 0

1
2

1
2 0

)
 

(
1
2

1
2 0

0 0 0

)

z.B. v′1 =
(

1
−1

)
, normiert: v1 =

1√
2

(
1

−1

)
Ein Eigenvektor v′2 zu λ2 = 1

2 :(
−1

2
1
2 0

1
2 −1

2 0

)
 

(
−1

2
1
2 0

0 0 0

)

z.B. v′2 =
(

1
1

)
, normiert: v2 =

1√
2

(
1
1

)

Q := (v1|v2) =
1√
2

(
1 1
−1 1

)
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Q ist eine orthogonale Matrix mit det Q =
(

1√
2

)2
· (1 + 1) = 1

2 · 2 = 1

QT AQ =
1√
2

(
1 −1
1 1

) (
0 1

2
1
2 0

)
1√
2

(
1 1

−1 1

)
=

1
2

(
1 −1
1 1

) (
−1

2
1
2

1
2

1
2

)
=

1
2

(
−1 0

0 1

)
=

(
−1

2 0
0 1

2

)
=: Λ

b̃ := QT b =
1√
2

(
1 −1
1 1

) (
−1

1

)
=

1√
2

(
−2

0

)
Mit z :=

(
z1

z2

)
:= QT

(
x
y

)
und b̃ = QT b ergibt sich die Darstellung:

zT Λz + b̃T z = 0

⇒ (z1, z2)
(
−1

2 0
0 1

2

) (
z1

z2

)
+

1√
2
(−2, 0)

(
z1

z2

)
= 0

−1
2
z2
1 +

1
2
z2
2 −

√
2 · z1 = 0

1
2
z2
2 −

1
2
·
(
z2
1 + 2

√
2 · z1 + 2

)
+ 1 = 0

1
2
z2
2 −

1
2

(
z1 +

√
2
)2

+ 1 = 0

1
2

(
z1 +

√
2
)2
− 1

2
z2
2 − 1 = 0

Setze: ζ1 := z1 +
√

2 und ζ2 := z2

⇒ ζ2
1

2
− ζ2

2

2
− 1 = 0

ζ2
1(√
2
)2 −

ζ2
2(√
2
)2 − 1 = 0 Hyperbel

Aufgabe 2

q(x) = 3x2 + 6xy − 5y2 +
6
5

√
10 · x− 18

5

√
10 · y − 10 = 0

3



Transformation der Quadrik q(x) = 0 in Normalform:

Umbenennung der Variablen: x :=
(

x1

x2

)
:=

(
x
y

)
.

⇒ q(x) = 3x2
1 + 6x1x2 − 5x2

2 +
6
5

√
10 · x1 −

18
5

√
10 · x2 − 10 = 0

Stelle q(x) in der Form q(x) = xT Ax + bT x + c = 0 dar:

q(x) = (x1, x2)
(

3 3
3 −5

) (
x1

x2

)
+

6
5

√
10(1,−3)

(
x1

x2

)
− 10 = 0

A :=
(

3 3
3 −5

)
; b :=

6
5

√
10

(
1

−3

)
; c = −10

Eigenwerte von A

det(A− λ · I) =
∣∣∣∣ 3− λ 3

3 −5− λ

∣∣∣∣ = 0

(3− λ)(−5− λ)− 9 = 0
⇔ −15− 3λ + 5λ + λ2 − 9 = 0

⇔ λ2 + 2λ− 24 = 0
⇔ (λ− 4)(λ + 6) = 0

⇔ λ1 = 4
λ2 = −6

Ein Eigenvektor v′1 zu λ1 = 4:(
−1 3 0

3 −9 0

)
 

(
−1 3 0

0 0 0

)

z.B. v′1 =
(

3
1

)
; normiert: v1 =

1√
10

(
3
1

)
.

Ein Eigenvektor v′2 zu λ2 = −6:(
9 3 0
3 1 0

)
 

(
9 3 0
0 0 0

)

z.B. v′2 =
(
−1

3

)
; normiert: v2 =

1√
10

(
−1

3

)
.

Q :=
1√
10

(
3 −1
1 3

)
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Q ist eine orthogonale Matrix mit

det Q =
(

1√
10

)2

(9 + 1) =
1
10

· 10 = 1

QT AQ =
1√
10

(
3 1

−1 3

) (
3 3
3 −5

)
1√
10

(
3 −1
1 3

)
=

1
10

(
3 1

−1 3

) (
12 6
4 −18

)
=

1
10

(
40 0
0 −60

)
=

(
4 0
0 −6

)
=: Λ

b̃ := QT b =
1√
10

(
3 1

−1 3

)
6
5

√
10

(
1

−3

)
=

6
5

(
0

−10

)
=

(
0

−12

)
Mit y := QT x und b̃ := QT b ergibt sich aus xT Ax + bT x + c = 0 die
Darstellung

yT Λy + b̃T y + c = 0

(y1, y2)
(

4 0
0 −6

) (
y1

y2

)
+ (0,−12)

(
y1

y2

)
− 10 = 0

4y2
1 − 6y2

2 − 12y2 − 10 = 0
4y2

1 − 6(y2
2 + 2y2 + 1)− 10 + 6 = 0
4y2

1 − 6(y2 + 1)2 − 4 = 0

Setze η1 := y1 und η2 := y2 + 1

⇒ 4η2
1 − 6η2

2 − 4 = 0

⇔ η2
1 −

3
2
η2
2 − 1 = 0

⇔ η2
1 −

η2
2
6
9

− 1 = 0

⇔ η2
1

12
− η2

2(√
6

3

)2 − 1 = 0 Normalform
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Es handelt sich um eine Hyperbel; sie hat den Mittelpunkt M ′′(0|0).
Maß des Winkels ϕ zwischen den Hauptachsen und den Koordinatenachsen
des ursprünglichen Koordinatensystems:

Aus Q =
1√
10

(
3 −1
1 3

)
folgt:

cos(ϕ) =
3√
10

∧ sin(ϕ) =
1√
10

⇒ ϕ = 18.43◦

⇒ ϕ = 0.3222rad

Aufgabe 3

Die Quadrik

q(ξ) = 4x2 + 4xy + y2 + 9z2 +
√

5x− 2
√

5y + 36z + 6 = 0

soll auf Normalform gebracht werden.

Lösung:
q(ξ) = ξT Aξ + bT ξ + c = 0

(x, y, z)

 4 2 0
2 1 0
0 0 9

  x
y
z

 + (
√

5,−2
√

5, 36)

 x
y
z

 + 6 = 0

A :=

 4 2 0
2 1 0
0 0 9

 ; b =

 √
5

−2
√

5
36

 ; c = 6

Bemerkung: rang(A) = 2, also ein Eigenwert = 0.
Eigenwerte von A:

det(A− λ · I) =

∣∣∣∣∣∣
4− λ 2 0

2 1− λ 0
0 0 9− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0

(4− λ) · (1− λ) · (9− λ)− 4 · (9− λ) = 0
⇔ −λ3 + 14λ2 − 49λ + 36− 36 + 4λ = 0

⇔ −λ3 + 14λ2 − 45λ = 0
⇔ −λ · (λ2 − 14λ + 45) = 0
⇔ −λ · (λ− 5) · (λ− 9) = 0

⇔ λ3 = 0
∨λ2 = 5
∨λ1 = 9
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Ein Eigenvektor v′1 zu λ1 = 9: −5 2 0 0
2 −8 0 0
0 0 0 0

 
 −5 2 0 0

0 −36 0 0
0 0 0 0



v′1 =

 0
0
1

; normiert: v1 =

 0
0
1

 =
1√
5

 0
0√
5


Ein Eigenvektor v′2 zu λ2 = 5: −1 2 0 0

2 −4 0 0
0 0 4 0

 
 −1 2 0 0

0 0 0 0
0 0 4 0



v′2 =

 2
1
0

; normiert: v2 =
1√
5

 2
1
0


Ein Eigenvektor v′3 zu λ3 = 0: 4 2 0 0

2 1 0 0
0 0 9 0

 
 4 2 0 0

0 0 0 0
0 0 9 0



v′3 =

 −1
2
0

; normiert: v3 =
1√
5

 −1
2
0



Q :=
1√
5

 0 2 −1
0 1 2√
5 0 0


ist eine orthogonale Matrix mit

det Q =
1

5
√

5
(4
√

5 +
√

5) = 1
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QT AQ =
1√
5

 0 0
√

5
2 1 0

−1 2 0

  4 2 0
2 1 0
0 0 9

 1√
5

 0 2 −1
0 1 2√
5 0 0


=

1
5

 0 0
√

5
2 1 0

−1 2 0

  0 10 0
0 5 0

9
√

5 0 0


=

1
5

 45 0 0
0 25 0
0 0 0


=

 9 0 0
0 5 0
0 0 0


=: Λ

b̃ := QT b =
1√
5

 0 0
√

5
2 1 0

−1 2 0

  √
5

−2
√

5
36


=

1√
5

 36
√

5
0

−5
√

5


=

 36
0

−5


Mit η := QT ξ und b̃ := QT b ergibt sich aus ξT Aξ+bT ξ+c = 0 die Darstellung

ηT Λη + b̃T η + c = 0

(η1, η2, η3)

 9 0 0
0 5 0
0 0 0

  η1

η2

η3

 + (36, 0,−5)

 η1

η2

η3

 + 6 = 0

(9η1, 5η2, 0)

 η1

η2

η3

 + (36, 0,−5)

 η1

η2

η3

 + 6 = 0

9η2
1 + 5η2

2 + 36η1 − 5η3 + 6 = 0
9 · (η2

1 + 4η1 + 4)− 36 + 5η2
2 − 5η3 + 6 = 0

9 · (η1 + 2)2 + 5η2
2 − 5η3 − 30 = 0

9 · (η1 + 2)2 + 5η2
2 − 5 · (η3 + 6) = 0

Elimination der Konstanten durch η′3 := η3 + 6

⇒ 9 · (η1 + 2)2 + 5η2
2 − 5η′3 = 0
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Setze: ξ1 := η1 + 2 und ξ2 := η2 und ξ3 = η′3

⇒ 9ξ2
1 + 5ξ2

2 − 5ξ3 = 0

⇔ ξ2
1

5
+

ξ2
2

9
− 1

9
ξ3 = 0

⇔ ξ2
1(√
5
)2 +

ξ2
2

32
− 2 · 1

18
ξ3 = 0

Es handelt sich um ein elliptisches Paraboloid

ξ2
1

a2
+

ξ2
2

b2
− 2pξ3 = 0 mit a =

√
5; b = 3; p =

1
18

Aufgabe 4

A :=

 1 1 0
1 2 1

−1 1 2

 ∈ R3×3

(a) Gesamtnorm: ‖A‖G = 3 · 2 = 6

(b) Zeilensummennorm: ‖A‖Z = max{2; 4; 4} = 4

(c) Frobeniusnorm: ‖A‖F :=

∑
j,k

|ajk|2
 1

2

‖A‖F = (12 + 12 + 02 + 12 + 22 + 12 + 12 + 12 + 22)
1
2 =

√
14

(d) Spektralnorm: ‖A‖2 =
√

λmax(AT A)
Berechne AT A:

AT A =

 1 1 −1
1 2 1
0 1 2

  1 1 0
1 2 1

−1 1 2

 =

 3 2 −1
2 6 4

−1 4 5


Eigenwerte von AT A:

det(AT A− λ · I) = 0∣∣∣∣∣∣
3− λ 2 −1

2 6− λ 4
−1 4 5− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0
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⇒ (3− λ)(6− λ)(5− λ)− 8− 8− (6− λ)− 4(5− λ)− 16(3− λ) = 0
⇔ 90− 18λ− 45λ + 9λ2 + 5λ2 − λ3 − 16− 6 + λ− 20 + 4λ− 48 + 16λ = 0

⇔ −λ3 + 14λ2 − 42λ = 0
⇔ −λ(λ2 − 14λ + 42) = 0

⇔ λ1 = 0
∨λ2 − 14λ + 42 = 0

λ2,3 = 7±
√

7

max{0; 7 +
√

7; 7−
√

7} = 7 +
√

7 = λmax(AT A)

⇒ ‖A‖2 =
√

λmax(AT A) =
√

7 +
√

7
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