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Aufgabe 1

(a)
utv = (uryetn)” (0
Déf (u1 + Vi, ..
+
K (v1 + Uy .y
D;f' Vi, .. )T —|— (ul,
= v+u
(b)
(u—|—v)+w = ((ula'“a )T+(U17"'7
Def.
= (A0, (i 0m))T
De
2 ((ug +v1) + w1, ...,
A+
=  (w+ (1 +w),..
De
I gy e un) T+ (01 +w01), e
De
<f (ul,.. DT+ (v, s
u+ (v+w)
(c)
U+O = (ula )
Déf. (’LL1+0
n
K: (0+U1,
Def.
= (07 )
= 0+u
u—+0 = (0+u1,...,
O T
=

(%) 0 ist das neutrale Element der Addition.

vn)T) + (wy, ...

(n, + vp) +wp) T
oy, + (vy 4+ wp)) T

’Un)T + (wl,



(d)

wt(—u) = (ug,.un)? F (—ug, ., —up)t
P (), ()
= (0,..,07
0
(e)
a(fu) = a(Buy,..., fu,)T
P (a(Bur), o lBug))T
L (aB)ur, ..., (B)un))T
P () (ur,s s un)”
= (af)u
(f)
alu+v) = a((ur,...,un)t + (v1,...,v0)7)
R A
P (afur 4 v1), st +v,))T
2 ((auy + awy), ..., (o, + av,))T
bef (o, ..., cun) ' + (i, ..., av,)T
bt (g, ., un)T + a(vy, .., v,)T
= au+t+av
(2)
(@+f = (a+B)(v1,v0)”
"L (@t B (@t Bun)”
2 (qvy + Bvr, ..., av, + o)t
bef (a1, ..., )T + (Bur, ..., Bun)T
Pel. (v1y oy )T+ Bvry ey o)
= av+pv



(h)

v = 1(vg,.,v)?
Pl (1vy, ..., Tv,) T
© (V1 .oy v0)T
= v
(%) 1 ist das neutrale Element der Multiplikation. O

Aufgabe 2

Gegeben: z = (1,6)7 € R? und y = (2,3)” € R%

e p=1:
2
[l == > fvil = [v1] + Jva]
i=1
Induzierte Metrik: dy (u,v) = |lu—o|
x_y:(_laS)T:dl(x?y) = ||.’E—y||1
= (-13)T|=|-1+[3 =4
e p=2
1
2 2
[vll2 == <Z|Uz‘|2> =/} + 3
i=1
Induzierte Metrik: do(u,v) = ||lu—1v]2
= da(z,y) = |z—yl2
= I(=1,3)"]2
= (=1)2 + 32
= 10
e p=oc:
v]loc = max{|vi|,[ve]}
Induzierte Metrik: doo(u,v) = ||u— v]|oo
= doo(7,y) = [z -yl
= I(-1,3)" ]l
= maz{| —1,[3[}
3

Die Metrik dy (u,v) = |u; — v1| + |ug — va| heifit auch Cityblock-Metrik, weil in
einem gitterformigen Straflennetz die von einem Fahrzeug zuriickgelegte Fahr-
strecke zwischen zwei Punkten (uj,us) und (vi,vs) genau dieser Metrik ent-
spricht.



Aufgabe 3

Gegeben: f(x) =€ —1; gt(x) =t-z teR
Gesucht: ¢ € R| d(f, g:) minimal

Losung: Berechne d?(f, g;):

&P(f,9) = /1(€m—1—t-$)2dx

0

1
= / (€*® — 2" 4+ 1 — 2twe® + 2tx + t*2%)dx
0

1 1
/ (€*® + 1+ 2tz + t?2%)dx — 2 / (1+ tx)e"dx
0 0

1

1 1
= [262”” + o+t + 3t2x3} —2-[(1—t+ tx)ez](l)

0
1, 1, 1
= = l+t+-t?—=—2-[1—t+tle—(1—t¢
g€ t1l+t+g 5 I +t)e —( )]
1, 1, 1
= “tP+t+= ——2+2-2t
3 + +2e +2 e+
1 1 5
A(f,g) = gtz—t+§€2—26+§

Anmerkung:

/(1 +tr)elde = (1 +tx)e” — /tezdx
= (1+tx)e® —te”
(1 —t+tx)e”

d(f,g:) minimal < d?(f,g;) minimal
Bestimme t € R | d?(f, g;) =: d(t) minimal ist:

1 1 5
dit) = Zt?—t+-e>—2e+ =
(1) 3 +5e et
2
=dt) = -t-1
0 = :
2
d'(t) = §>0:>Minimum
dt) = 0
2
S —-t—1 = 0
3
ot = o
)

Ergebnis:
Der Abstand der Funktionen f(z) =e” — 1 und g3 (z) = 3z ist beziiglich der
Metrik d minimal.



Der minimale Abstand der Funktionen f und gs betragt:

(f,93)
2

3 3 1 5

= — 4 e2_9 —

<2> 2+26 e+2

e2 —2e+1,75

S

9

dmin =

wjw

Il
&

N =] W=

Aufgabe 4

Sei M eine beliebige Menge mit |M| > 2 und sei

_J 0 Lfallsz=y
d(x,y)—{l ,falls x # gy

Zeige (M, d) ist ein metrischer Raum. Dazu ist nachzuweisen, dass die Abbildung
d: M xM—R; (z,y) — dz,y)

eine Metrik auf M ist.

Beweis: Seien z,y € M beliebig.

()
vt SOV ET
(i)
x:yD ! d(z,y) = 0;
diz,y) =0=z=y
denn wire

T#y =4 d(z,y) =1 Widerspruch zur Voraussetzung d(z,y) = 0.

Also:
dz,y) =0z =y
(iii)
_ 0 ,fallsz=y
dy) = { 1 Jfallsx#y
B 0 ,fallsy==x
o 1 ,fallsy#x
= d(y,x)



(iv)
Seien z,y,z € M beliebig. Zu zeigen: d(x,y) < d(z,z) + d(z,y)
Fallunterscheidung:

) r=y=z 0<04+0 (w)
a) x=y#z 0<1+4+1 (w)
b) z=z#y: 1<0+1 (w)
c) y=z#wz 1<1+40 (w)

) xAty#z: 1<1+1 (w)

nsgesamt ist bewiesen: (M, d) ist ein metscher Raum.

(1
(2
(2
(2
(3
I

Aufgabe 5

Gegeben:

u(z) = 44z
v(xr) = 1+3z+2°

/01 u(zx) - v(x)de

—~

RS

<
Il

Gesucht: Mafl des Winkels ¢ zwischen « und v.

Losung;:
(u,v)
cosp = T————
lfaall - fl]]
(1)
1
(u,v) = / (4+2z)- (14324 2%)dx
0

1
= /(4+12x+4x3+x+3x2+x4)dm
0
1
= / (4 + 13z + 322 + 42 + 2")dx
0

13 ik
= [do+ =22+23+24+ 24
2 5 0

13 1
= 44+ 414142
+o I

= 12,7



2) Jlul] = v/ {u, u). Berechne dazu:

I
>

S— S—

—
=
8
~—
~—
[\V)
U
8

{u, u)

=

(4 + 2)*dx

—_

4+ x)ﬂ

(=)

,_.
DO
31
|
=)
~

w| & ! ol =
W =

= Jlull =

—_
O | 0o
w

W =
—
(0¢)
w

3) |lv]| = v/ (v, v). Berechne dazu:
1
o) = [ (@) ds
0

1
/ (1+ 3z +2%)2da
0

1
/ (1 + 62 + 922 + 223 + 62 + 2%)dz
0

2 3, 14 65 171
x4+ 3z +3x° + —x" + -2’ + -x
2 5 T 1
1 6 1
= 14+34+3+=-+-+4+=
343+t
1,61
B 2 5 7
490+ 35484 + 10

70

619
70
619
70
43330
702

1
= —43330
70

= ol =



12,7
= CO0S =
7T 1ViS3. 43330

B 2667
/7929390
cosp ~ 0,9471159
=p =~ 18,717°
= ¢ = 0,32667rad



