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Aufgabe 1

(a)

u + v = (u1, ..., un)T + (v1, ..., vn)T

Def.
= (u1 + v1, ..., un + vn)T

K+

= (v1 + u1, ..., vn + un)T

Def.
= (v1, ..., vn)T + (u1, ..., un)T

= v + u

�

(b)

(u + v) + w = ((u1, ..., un)T + (v1, ..., vn)T ) + (w1, ..., wn)T

Def.
= ((u1 + v1), ..., (un + vn))T + (w1, ..., wn)T

Def.
= ((u1 + v1) + w1, ..., (un + vn) + wn)T

A+

= (u1 + (v1 + w1), ..., un + (vn + wn))T

Def.
= (u1, ..., un)T + ((v1 + w1), ..., (vn + wn))T

Def.
= (u1, ..., un)T + ((v1, ..., vn)T + (w1, ..., wn)T )
= u + (v + w)

�

(c)

u + 0 = (u1, ..., un)T + (0, ..., 0)T

Def.
= (u1 + 0, ..., un + 0)T

K+

= (0 + u1, ..., 0 + un)T

Def.
= (0, ..., 0)T + (u1, ..., un)T

= 0 + u

u + 0 = (0 + u1, ..., 0 + un)T

(∗)
= (u1, ..., un)T

= u

(∗) 0 ist das neutrale Element der Addition. �
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(d)

u + (−u) = (u1, ..., un)T + (−u1, ...,−un)T

Def.
= (u1 + (−u1), ..., un + (−un))T

= (0, ..., 0)T

= 0

�

(e)

α(βu) = α(βu1, ..., βun)T

Def.
= (α(βu1), ..., α(βun))T

A∗

= ((αβ)u1, ..., (αβ)un))T

Def.
= (αβ)(u1, ..., un)T

= (αβ)u

�

(f)

α(u + v) = α((u1, ..., un)T + (v1, ..., vn)T )
Def.
= α((u1 + v1), ..., (un + vn))T

Def.
= (α(u1 + v1), ..., α(un + vn))T

D= ((αu1 + αv1), ..., (αun + αvn))T

Def.
= (αu1, ..., αun)T + (αv1, ..., αvn)T

Def.
= α(u1, ..., un)T + α(v1, ..., vn)T

= αu + αv

�

(g)

(α + β)v = (α + β)(v1, ..., vn)T

Def.
= ((α + β)v1, ..., (α + β)vn)T

D= (αv1 + βv1, ..., αvn + βvn)T

Def.
= (αv1, ..., αvn)T + (βv1, ..., βvn)T

Def.
= α(v1, ..., vn)T + β(v1, ..., vn)T

= αv + βv

�
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(h)

1v = 1(v1, ..., vn)T

Def.
= (1v1, ..., 1vn)T

(∗)
= (v1, ..., vn)T

= v

(∗) 1 ist das neutrale Element der Multiplikation. �

Aufgabe 2

Gegeben: x = (1, 6)T ∈ R2 und y = (2, 3)T ∈ R2.

• p = 1:

‖v‖1 :=
2∑

i=1

|vi| = |v1|+ |v2|

Induzierte Metrik: d1(u, v) = ‖u− v‖1
x− y = (−1, 3)T ⇒ d1(x, y) = ‖x− y‖1

= ‖(−1, 3)T ‖1 = | − 1|+ |3| = 4

• p = 2:

‖v‖2 :=

(
2∑

i=1

|vi|2
) 1

2

=
√

v2
1 + v2

2

Induzierte Metrik: d2(u, v) = ‖u− v‖2
⇒ d2(x, y) = ‖x− y‖2

= ‖(−1, 3)T ‖2
=

√
(−1)2 + 32

=
√

10

• p = ∞:

‖v‖∞ := max{|v1|, |v2|}
Induzierte Metrik: d∞(u, v) = ‖u− v‖∞

⇒ d∞(x, y) = ‖x− y‖∞
= ‖(−1, 3)T ‖∞
= max{| − 1|, |3|}
= 3

Die Metrik d1(u, v) = |u1 − v1|+ |u2 − v2| heißt auch Cityblock-Metrik, weil in
einem gitterförmigen Straßennetz die von einem Fahrzeug zurückgelegte Fahr-
strecke zwischen zwei Punkten (u1, u2) und (v1, v2) genau dieser Metrik ent-
spricht.
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Aufgabe 3

Gegeben: f(x) = ex − 1; gt(x) = t · x t ∈ R
Gesucht: t ∈ R | d(f, gt) minimal

Lösung: Berechne d2(f, gt):

d2(f, gt) =
∫ 1

0

(ex − 1− t · x)2dx

=
∫ 1

0

(e2x − 2ex + 1− 2txex + 2tx + t2x2)dx

=
∫ 1

0

(e2x + 1 + 2tx + t2x2)dx− 2 ·
∫ 1

0

(1 + tx)exdx

=
[
1
2
e2x + x + tx2 +

1
3
t2x3

]1
0

− 2 ·
[
(1− t + tx)e2

]1
0

=
1
2
e2 + 1 + t +

1
3
t2 − 1

2
− 2 · [(1− t + t)e− (1− t)]

=
1
3
t2 + t +

1
2
e2 +

1
2
− 2e + 2− 2t

d2(f, gt) =
1
3
t2 − t +

1
2
e2 − 2e +

5
2

Anmerkung: ∫
(1 + tx)e2dx = (1 + tx)ex −

∫
texdx

= (1 + tx)ex − tex

= (1− t + tx)ex

d(f, gt) minimal ⇔ d2(f, gt) minimal

Bestimme t ∈ R | d2(f, gt) =: d(t) minimal ist:

d(t) =
1
3
t2 − t +

1
2
e2 − 2e +

5
2

⇒ d′(t) =
2
3
t− 1

d′′(t) =
2
3

> 0 ⇒ Minimum

d′(t) = 0

⇔ 2
3
t− 1 = 0

⇔ t =
3
2

Ergebnis:
Der Abstand der Funktionen f(x) = ex − 1 und g 3

2
(x) = 3

2x ist bezüglich der
Metrik d minimal.
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Der minimale Abstand der Funktionen f und g 3
2

beträgt:

dmin = d(f, g 3
2
)

=

√
1
3
·
(

3
2

)2

− 3
2

+
1
2
e2 − 2e +

5
2

=

√
1
2
e2 − 2e + 1, 75

Aufgabe 4

Sei M eine beliebige Menge mit |M | ≥ 2 und sei

d(x, y) =
{

0 , falls x = y
1 , falls x 6= y

Zeige (M,d) ist ein metrischer Raum. Dazu ist nachzuweisen, dass die Abbildung

d : M ×M → R; (x, y) 7→ d(x, y)

eine Metrik auf M ist.

Beweis: Seien x, y ∈ M beliebig.

(i)

d(x, y) = 0 , falls x = y
d(x, y) = 1 , falls x 6= y

}
⇒ d(x, y) ≥ 0

(ii)

x = y
Def.⇒ d(x, y) = 0;

d(x, y) = 0 ⇒ x = y

denn wäre

x 6= y
Def.⇒ d(x, y) = 1 Widerspruch zur Voraussetzung d(x, y) = 0.

Also:
d(x, y) = 0 ⇔ x = y

(iii)

d(x, y) =
{

0 , falls x = y
1 , falls x 6= y

=
{

0 , falls y = x
1 , falls y 6= x

= d(y, x)
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(iv)

Seien x, y, z ∈ M beliebig. Zu zeigen: d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)
Fallunterscheidung:
(1) x = y = z: 0 ≤ 0 + 0 (w)
(2a) x = y 6= z: 0 ≤ 1 + 1 (w)
(2b) x = z 6= y: 1 ≤ 0 + 1 (w)
(2c) y = z 6= x: 1 ≤ 1 + 0 (w)
(3) x 6= y 6= z : 1 ≤ 1 + 1 (w)
Insgesamt ist bewiesen: (M,d) ist ein metscher Raum. �

Aufgabe 5

Gegeben:

u(x) := 4 + x

v(x) := 1 + 3x + x3

〈u, v〉 :=
∫ 1

0

u(x) · v(x)dx

Gesucht: Maß des Winkels ϕ zwischen u und v.
Lösung:

cosϕ =
〈u, v〉

‖u‖ · ‖v‖
(1)

〈u, v〉 =
∫ 1

0

(4 + x) · (1 + 3x + x3)dx

=
∫ 1

0

(4 + 12x + 4x3 + x + 3x2 + x4)dx

=
∫ 1

0

(4 + 13x + 3x2 + 4x3 + x4)dx

=
[
4x +

13
2

x2 + x3 + x4 +
1
5
x5

]1
0

= 4 +
13
2

+ 1 + 1 +
1
5

= 12, 7
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(2) ‖u‖ =
√
〈u, u〉. Berechne dazu:

〈u, u〉 =
∫ 1

0

(u(x))2 dx

=
∫ 1

0

(4 + x)2dx

=
[
1
3
(4 + x)3

]1
0

=
1
3
· 125− 1

3
· 64

=
61
3

⇒ ‖u‖ =

√
61
3

=

√
183
9

=
1
3

√
183

(3) ‖v‖ =
√
〈v, v〉. Berechne dazu:

〈v, v〉 =
∫ 1

0

(v(x))2 dx

=
∫ 1

0

(1 + 3x + x3)2dx

=
∫ 1

0

(1 + 6x + 9x2 + 2x3 + 6x4 + x6)dx

=
[
x + 3x2 + 3x3 +

1
2
x4 +

6
5
x5 +

1
7
x7

]1
0

= 1 + 3 + 3 +
1
2

+
6
5

+
1
7

= 7 +
1
2

+
6
5

+
1
7

=
490 + 35 + 84 + 10

70

=
619
70

⇒ ‖v‖ =

√
619
70

=

√
43330
702

=
1
70

√
43330
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⇒ cosϕ =
12, 7

1
3

√
183 · 1

70

√
43330

=
2667√

7929390
cosϕ ≈ 0, 9471159
⇒ ϕ ≈ 18, 717◦

⇒ ϕ ≈ 0, 32667rad
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