Der Godelsche Unvollstandigkeitssatz

Betrachte mathematische Ausdriicke der Form:
1.VgeNy FIpeNy Ve,yeNog(p>gA(z,y>1=2a- -y #Dp))
2. VYa,b,c,n € No((a,b,c>0An>2)=a” +b" # ")
3.VgeNy IpeNy Va,yeNo(p>qgA(r,y,>1= (x-y#£pAz-y#p+2)))

Es sei ¥ = {A,V,—,(,),¥,3,z, Ry, ..., R }. Das Symbol ,,x* wird verwendet, um
Variablen iiber Ny zu kodieren.

Wir verwenden im Folgenden auch z; := zxz...x = 2° fiir i > 1.

Ry, ..., R stellen Relationen auf x1, 2, x3, ... dar.

Beispiele:
e Additionsrelation:
Ri(z4, x4, x1) = ,wahr” & x; +x; = xp
e Multiplikationsrelation:

Ro(x;, zj, x1) = ,wahr & x; - x; = xp,

o < “-Relation:
Rs(z,xj) = ,wahr “ & x; < x;

Definition: Ein Satz ist ein Ausdruck w € ¥* der Form:

Q171Q272Q373...Q 1P

wobei @1, ...,Q; € {V,3} und die ,Formel“ ® wie folgt definiert ist:
Rekursive Definition von , Formel“: ® ist eine Formel, falls

1.
P = Rj(x,;l,xiz,...,xin) fir 1 S] S k,l S in S l

d = P;AP, oder & = &1VD,y oder & = Py, wobei &, D5 kiirzere Formeln sind.

= Ein Satz ist ein logischer Ausdruck, der entweder wahr oder falsch ist.
Bsp.:

VaTleQ(RS (.1‘1, 3?2) V RS (132, xl))

Definition:
Fiir fest vorgegebene Relationen Ry, ..., Ry sei die Sprache L der wahren Sitze

definiert als:
L ={s=Q121Q2x2...Q;x;P | s ist wahr}

Satz 1: Satz von Church
Falls £k = 2 und R; die Additionsrelation, Ry die Multiplikationsrelation, so ist L
nicht rekursiv.

Der Goédelsche Unvollsténdigkeitssatz beruht auf folgender Annahme iiber Beweise:



1. Ein Beweis 7 eines Satzes s kann von einer TM iiberpriift werden, d.h. die
Sprache
{sm | w ist Beweis von s}

ist rekursiv.
2. Ist 7 ein Beweis des Satzes s, dann ist s wahr.

Satz 2:
Die Sprache L’ aller beweisbaren Sitze ist rekursiv aufzihlbar.
(L' = {s Satz | 3 Beweis 7 fiir s})

Beweis:
Konstruiere TM, die alle moglichen Beweise der Reihe nach durchprobiert. Die TM
hélt an und akzeptiert, sobald sie einen giiltigen Beweis gefunden hat. O

Satz (Godel):

Es sei L die Sprache, die mittels Additions- und Multiplikationsrelation definiert
ist. Dann gibt es Sitze in L, die nicht beweisbar sind.

Beweis:

Annahme: I’ = L. Gegeben sei Satz s. Frage: s € L? (ist s wahr?)

Betrachte auch die Negation von s: —s. Beobachtung: —s ist selbst wieder ein Satz.
Nehme jetzt die TM aus Beweis von Satz 2 und lasse sie parallel auf s und —s
laufen. Nach endlicher Zeit findet die TM einen Beweis fiir s oder fiir —s. ]
4 zu Satz 1.



