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Aufgabe 1

Konstruiere zunéchst eine 2-Band-Turingmaschine M, die entscheidet, ob n eine
Primzahl ist.

M = (Q727F7q0757 F) mit
Q:{q07aqs}7 Z:{l}a F:{laB}7 F:{q7}

j | (B,B) (B,1) (1,B) (1,1)

q0 (QSz(BvB)v(N’N)) ((J&(Bvl)v(N?N)) (QIa(lal)v(N’R)) —

q | — - (g2, (1,1), (N, L)) -

q2 (Q77(BvB)7(N’N)) Q77<B71)5(N7N)) (an(laB)7(N7L)) (Q27(171)5(R7R))
q3 | — - (g4, (1, B), (N, R)) | (g3, (1,1), (N, L))
q4 (QSy(BvB)v(N’N)) QG7(Bvl)v(L’N)) (q5,(1,B),(N,L)) ((M,(l,l),(R,R))
qs | — - (g4, (1, B), (N, R)) | (g5, (1,1), (NN, L))
de (q2,(B,1),(R,N)) QG7(Bvl)a(N7L)) (Q6a(17B)7(L7N)) (Q67(171)3(L3L))
qr | — - - -

as | — - - -

Hinweis: auf Band 1 steht die zu priifende Zahl n, auf Band 2 steht die Laufvariable

do

d1

q2

qs

da

as

de

qr

ds

7 in unérer Kodierung
Startzustand & Initialisierung, schreibe auf Band 2 eine 1

weitere Initialisierung, schreibe zweite 1 auf Band 2 (somit ist ¢ = 2 entsprechend
dem Wort ,,11“ auf Band 2)

taste Band 2 ab (solange 1 gelesen) und bewege Lesekopf auf Band 1 gleichzeitig
nach rechts (erste Abtastung)

wenn zuvor Wortende auf Band 1 nicht erreicht, gehe an Anfang von Band 2
und zu Zustand g4; wenn zuvor Wortende auf Band 1 erreicht, keine Teiler
gefunden = Primzahl

taste Band 2 ab (solange 1 gelesen) und bewege Lesekopf auf Band 1 gleichzeitig
nach rechts (zweite und folgende Abtastungen)

wenn zuvor Wortende auf Band 1 nicht erreicht, gehe an Anfang von Band 2
und zu Zustand ¢5; wenn zuvor Wortende auf Band 1 erreicht, diese Zahl kein
Teiler = Nachfolger priifen (gg)

gehe jeweils an Anfang von Band 1 und 2 zuriick, inkrementiere Wert ¢ auf Band
2 (eine 1 vorne anhéngen), anschliefend mit dieser Zahl Priifung wiederholen

akzeptierender Endzustand, n ist eine Primzahl

nicht akzeptierender Endzustand, n ist keine Primzahl

Nun miissen wir noch beweisen, dass o.g. TM in ihrer Rechenzeit polynomiell be-
schrinkt ist. Die &ufiere Schleife unserer TM wird hochstens (n — 1)-mal ausgefiihrt
und die innere Schleife hochstens (%1—mal. Jeder dieser Durchldufe der inneren
Schleife besteht jeweils aus maximal ¢ < m Schritten. Somit ist die Laufzeit in
Abhingigkeit von n in O(n?) und damit polynomiell beschriinkt. O




Aufgabe 2

Folgende Worter konnen nach maximal 5 Schritten auf dem Band stehen:

0,1, 00, 10,01, 000, 100, 010,001, 0000, 1000, 0100, 0010, 0001

Aufgabe 3

Wir konstruieren eine nicht-deterministische Turingmaschine wie folgt. Die Band-
inhalte werden niemals geéndert, es wird immer genau das geschrieben was auch
gelesen wurde. In Zustand go wird nach Ubereinstimmung zwischen dem aktuellen
Zeichen aus Wort w; und dem ersten Zeichen von ws gesucht.

e Wird eine Ubereinstimmung (0,0) oder (1,1) gefunden, gehen wir zu Zustand
q1 iiber (dabei gehen wir in w; und ws ein Zeichen nach rechts) und verglei-
chen, ob wirklich ein Vorkommen von ws in wy vorliegt. Dazu wird gepriift,
ob das aktuelle Zeichen aus w; und das aktuelle Zeichen aus wy gleich sind.

— Wird (0,0) oder (1,1) gelesen, gehen wir in beiden Worten jeweils ein
Zeichen nach rechts (immer noch Ubereinstimmung).

— Wird (0, B), (1, B) oder (B, B) gelesen, haben wir ein zusammenhéngen-
des Yorkommen von wsy in w; gefunden (Ende von wy erreicht, bis dahin
nur Ubereinstimmung).

— Wird jedoch (0,1) oder (1,0) (keine weitere Ubereinstimmung) bzw.
(B,0) oder (B,1) (Ende von w; aber noch nicht Ende von wy erreicht)
gelesen, dann haben wir auf diesem Rechenweg keine Ubereinstimmung
gefunden.

— Wird schliefilich (B,0) oder (B,1) gelesen, haben wir das Ende von w;
erreicht, ohne hier eine vollstdndige Ubereinstimmung mit ws zu finden.

Zusétzlich konnen auch in Zustand ¢y bleiben, gehen in Wort w; auf Band
1 ein Zeichen nach rechts und lassen den Lesekopf auf Band 2 {iberverindert
stehen. Damit priifen wir auf Vorkommen von wy in w; jedoch beginnend
hinter der aktuellen Lesekopf-Position auf Band 1.

e Wird in Zustand ¢g bereits (B, B), (0, B) oder (1, B) gelesen, dann heifit das,
dass das Wort ws leer ist (in gg steht der Lesekopf von Band 2 immer auf dem
ersten Zeichen von wsy). Das leere Wort ist immer ein zusammenhingendes
Teilwort von w;.

e Wird in Zustand ¢ entweder (B, 0) oder (B, 1) gelesen, ist das Ende von Wort
w1 erreicht und wir kénnen keine Vorkommen von ws in wy ab dieser Position
mehr finden.

e In den Féllen (0, 1) bzw. (1,0) liegt keine mogliche Startposition fiir ein Vor-
kommen von ws in w; vor und wir bewegen den Lesekopf von Band 1 ein
Zeichen nach rechts. Somit priifen wir auf Vorkommen hinter der aktuellen
Position in w;y.



Gelangt ein Rechenweg in den Zustand g¢o, so wurde auf diesem Rechenweg kein
Vorkommen von ws in wy gefunden. Gelangt ein Rechenweg jedoch in den Zustand
qs, dann wurde ein Vorkommen gefunden.

M= (Q,%,T,qp,6,F) mit

Q:{QOa-“aq?)}a E:Ba F:{07laB}7 F:{QS}

5—{
(g0, (B, B),qs3,(B,B),(N,N)), = wy ist leer
(go, (0, B),q3,(0,B),(N,N)), = wsy ist leer
(qo, (1, B),q3,(1,B),(N,N)), = ws ist leer
(qo, (B,0),q2,(B,0),(N,N)), = Ende von w; erreicht
(go, (B,1),q2,(B,1),(N,N)), = Ende von w; erreicht
(g0, (0,0),41,(0,0),(R,R)), = mogl. Startposition gef.
(o, (1,1),q1,(1,1),(R,R)), = mogl. Startposition gef.
(go, (0,0), g0, (0,0),(R,N)), = weiter hinten suchen
(g0, (0,1),40,(0,1), (R,N)), = weiter hinten suchen
(go, (1,0), go, (1,0),(R,N)), = weiter hinten suchen
(g0, (1,1),q0,(1,1),(R,N)), = weiter hinten suchen
(q1,(0,0),q1,(0,0),(R,R)), = weiterhin Ubereinstimmung
(q1,(1,1),q1,(1,1),(R,R)), = weiterhin Ubereinstimmung
(q1,(0,1),¢2,(0,1),(N,N)), = keine weitere Ubereinst.
(q1,(1,0), g2, (1,0),(N,N)), = keine weitere Ubereinst.
(¢1,(0,B),qs3,(0,B),(N,N)), = Ende von ws, Erfolg
(q1,(1,B),qs,(1,B),(N,N)), = Ende von ws, Erfolg
(¢1,(B,B),qs,(B,B),(N,N)), = Ende von ws, Erfolg
(q1,(B,0),q2,(B,0),(N,N)), = vorzeitiges Ende von w;
(q1,(B,1),¢2,(B,1),(N,N)) = vorzeitiges Ende von w;
}



Aufgabe 4

(a)

Nach Voraussetzung ist der Algorithmus A fiir das BPP gegeben. Wir haben
also einen Algorithmus, um fiir gegebene a, ..., a,,b das minimale k zu ermit-
teln. Jetzt haben wir jedoch ein k' gegeben und suchen das minimale b'. Dazu
durchlaufen wir mit dem Algorithmus A alle Moglichkeiten von

be {miin(ai),...,Zai}

in aufsteigender Reihenfolge. Ein b < min;(a;) ist nicht sinnvoll, da sonst die
Bedingung > Fli)=j @i < b verletzt wiirde, wenn k minimal ist (es also keine
leeren Behélter gibt). Wir finden auch spétestens bei b = >, a; eine Losung,
wenn nédmlich alle Objekte in einen Behélter gelegt werden, was dem kleinsten
sinnvollen Wert &’ = 1 entspricht. Wir finden auch zuerst das minimale &', da wir
die Moglichkeiten von b in aufsteigender Reihenfolge durchlaufen. Das gesuchte
b’ ist gleich dem ersten b fiir das & < k' ist. Die Gleichkeit k = k' ist nicht
erforderlich, da fiir das modifizierte BPP keine Minimierung der Behélteranzahl
k' gefordert ist und wir somit die ,,iiberfliissigen“ Behiilter einfach leer lassen
konnnen.

Nach Voraussetzung ist der Algorithmus A’ fiir das modifizierte BPP gegeben.
Wir haben also einen Algorithmus, um fiir gegebene a1, ..., a,, k' das minimale
b’ zu ermitteln. Jetzt haben wir jedoch ein b gegeben und suchen das minimale
k. Wir durchlaufen mit dem Algorithmus A’ alle Moglichkeiten von

kEe{l,...,n}

in aufsteigender Reihenfolge. Ein k& < 1 ist nicht sinnvoll, es sei denn n = 0,
fiir diesen Sonderfall ist die Losung jedoch trivial. Ein k > n ist ebenfalls nicht
sinnvoll, da wir nur n Objekte haben und wir diese nicht auf einen groflere
Anzahl von Behiltern aufteilen kénnen (leere Behilter wiirden der Minimierung
von k widersprechen). Wir finden in diesem Bereich auch auf jeden Fall eine
Losung, sofern die Vorgabe von b sinnvoll ist, also b > max; a; (jeder Behélter
muss mindestens so grof} sein, um das grofite Objekt aufnehmen zu kénnen).
Wir erhalten also spétestens bei & = n eine Losung. Wir finden auch hier
mit Sicherheit zuerst das minimale k, da wir k&’ in aufsteigender Reihenfolge
betrachten. Das gesuchte k ist gleich dem ersten %’ fiir das b’ < b ist. Auch hier
ist die Gleichheit &' = b nicht erforderlich, da die potentiell kleineren Behilter
zwar eine stirkere Aussage geben, jedoch ein kleineres k' mit einem grofieren
b < b bereits vorher gefunden worden wire.



