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Aufgabe 1

(a)

(b)

Eine Relation o heifit transitiv, wenn gilt aocb A boc = aocEsist
offensichtlich, dass fiir die Relation < ausa < bund b < cfolgta <b<c¢ =
a<e. O

Aus f~1(Lg) = L, folgt direkt, dass die Funktion f fiir jedes w € L; definiert ist.
Die Bildmenge f(L;) ist nicht notwendigerweise gleich Lo, sie kann auch kleiner
sein. Sie wird jedoch auf jeden Fall Teilmenge von Lo sein, da anderenfalls die
Voraussetzung verletzt wiirde.

(weli & f(w)e L)) = f(L1)C Ly
= [Tl =1L
U L) =L = f(L1) C Ly
= (weli & f(w) € L))

Folgende Relation ist offensichtlich richtig

f(L1) =Ly = (wé€ L= f(w)€ L)

Aus f(L1) = Ly folgt jedoch nicht, dass f(w) € Ly = w € Ly, daes w & Ly
geben kann, fiir die f(w) € Lo gilt. 4

Nach Voraussetzung ist Ly auf Lo reduzierbar, das heifit es gibt eine Turingma-
schine My, die von einem Wort w € Ly auf ein Wort w’ = f(w) € Lo abbildet.
Ferner existiert eine Turingmaschine Ma, die jedes Wort aus Lo akzeptiert. Da-
mit L rekursiv aufzéhlbar ist, muss es eine Turingmaschine M geben, die fiir
jedes Wort aus L; akzeptiert. Wir konstruieren M mit der Eingabe w wie folgt:

e berechnen w’ = f(w) mittels My

e setze Eingabe w’ fiir Turingmaschine Ms

e M akzeptiert urspriingliche Eingabe w, wenn My die Eingabe w’ akzeptiert
Es ist offensichtlich, dass M alle Worter aus Lq akzeptiert. Somit ist bewiesen,

dass unter den genannten Voraussetzungen L rekursiv aufzihlbar ist (Beweis
durch Konstruktion). O

Aufgabe 2

(a)

(b)

Mit a; gleich der Lénge des Wortes z; und b; gleich der Lange des Wortes ¥
reduziert sich das Problem auf

ﬂkl,...7kn€N20 ikzi-ai:iki-bimit ik1>0
=1 =1 =1

Vermutung: entscheidbar, 1lauft auf die Entscheidung der Losbarkeit dieses Glei-
chungssystems hinaus

Vermutung: nicht entscheidbar



()

Wenn man sich auf Wortpaare gleicher Liange beschriankt, ist das Post’sche
Korrespondenzproblem entscheidbar. Damit die aus den Tupeln gebildeten Zei-
chenketten x;, x;, ... und y;, ¥, ... gleich sein konnen, miissen sie mindestens
mit dem selben Wort beginnen, also muss x;; = v;, gelten. Es muss also ein
Tupel (z;,y;) mit z; = y; gefunden werden. Die Existenz eines solchen Tupels
ldsst sich aufgrund der Endlichkeit der Anzahl dieser Tupel in endlicher Zeit
entscheiden. Wurde eine solcher Index j gefunden, ist trivialerweise bereits eine
Losung gefunden, namlich die n = 1 elementige Folge von Indices i1 = j. Wird
kein solcher Index gefunden, gibt es keine Losung. (I

Aufgabe 3

Wir

zeigen die Existenz der Funktion p durch Konstruktion einer Turingmaschi-

ne, die p berechnet. Die durch die Gédelnummer beschriebene Turingmaschine P,
verwendet den Startzustand ¢; (wechselt ohne Anderung zu gs, den akzeptierenden

End

zustand ¢o, eine Reihe von Zustinden (Anzahl gleich der Linge des Wortes

w), von denen jeder genau ein Zeichen des Wortes schreibt und dann einen Schritt
nach rechts geht, und zwei Zustdnde zum Finden des Anfangs der Ausgabe. Wir
verwenden zur Realisierung eine 3-Band-Turingmaschine. Die Konstruktion dieser
Turingmaschine funktioniert wie folgt:

1.

ot

© % N>

10.
11.
12.

auf Band 1 befindet sich das Wort w, die Binder 2 und 3 sind noch leer, Band
2 wird temporédr die Ausgabe enthalten und Band 3 temporar die aktuelle
Zustandsnummer ¢ > 1 als Folge von ¢ Nullen

. schreibe auf Band 2

e dreimal eine 1 (jeweils nach rechts gehen, Beginn der Gédelnummer)

e schreibe Godelcode fiir (g1, B) — (g3, B, N) (der Standzustand fiir P,;
da das Band zu Beginn leer ist, braucht nur die Eingabe B beriicksichtig
werden)

e fiir den akzeptierende Endzustand ¢ von P, braucht nach Definition
Godelnummer nichts geschrieben zu werden (keine Aktion im Endzu-
stand)

schreibe auf Band 3 dreimal eine 0 und gehe jeweils einen Schritt nach rechts
(Initialisierung der aktuellen Zustandsnummer mit 3)

wenn von Band 1 ein B gelesen wird (Wortende erreicht), dann gehe zu 77

sonst kopiere Inhalt Band 3 (Folge von Nullen) ab aktueller Position auf Band
2 (aktuelle Zustandsnummer)

schreibe eine 1 auf Band 2 (Trennzeichen)
schreibe dreimal 0 auf Band 2 (P, liest ein B)
schreibe eine 1 auf Band 2 (Trennzeichen)

hénge an die Zustandsnummer auf Band 3 eine 0 an (die aktuelle Zustands-
nummer wird inkrementiert)

kopiere Inhalt Band 3 auf Band 2 (nachfolgende Zustandsnummer)
schreibe eine 1 auf Band 2 (Trennzeichen)

wenn das aktuelle Zeichen von Band 1 eine 0 ist, schreiben wir eine 0 auf Band
2, wenn es eine 1 ist schreiben wir zwei Nullen



13. schreibe eine 1 auf Band 2 (Trennzeichen)

14. schreibe drei Nullen auf Band 2 (P, soll einen Schritt nach rechts machen)
15. schreibe zweimal eine 1 auf Band 2 (Ende Gédelcode)

16. gehe zu 7?7

17. schreibe auf Band 2 die entsprechenden Goédelcodes, so dass die Turingma-
schine P, bis zum Beginn ihrer Ausgabe nach links lduft und auf dem ers-
ten Zeichen der Ausgabe stehen bleibt und zum Zustand ¢ von P, springt
(bestehend aus zwei Zustédnden, der erste triigt die auf Band 3 enthaltene
Zustandsnummer, der zweite die nachfolgende)

18. schreibe dreimal eine 1 (Abschlufl der Gédelnummer)

19. kopiere Inhalt von Band 2 auf Band 1 und laufe solange nach links, bis Le-
sekopf auf dem ersten Zeichen der Ausgabe steht, springe dann zu unserem
akzeptierenden Endzustand

Aufgabe 4

(a) Die Aussage lisst sich wie folgt formulieren:
Vk>1 3p,q | p+qg=2- -k mit
p,q € {HENZQ‘ﬂa,bE {2,...,n—1}:a-b:n}
(b) Seien a,b,n,r; € N. Seien ferner ¢1,g2 € N derart, dass
In#l:g=n-aANg=n-b

Es gilt
Vgi1,q2,7; mit 0 <7r; <¢q; drmit 0 <x < qrqo

so dass In mit ¢;n = x —r; fiir i € {1,2}



