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Aufgabe 1

(a) Sei n = 2*. Somit ist k = log, n.

Behauptung:
C(PP,(n)) = (2" —2)-C(o) —k-C(o)
= 2.2".C(>c)—2-C(0) —k-C(o)
= 2n-C(o) —2-C(o) —logyn-C(o)
= (2n—2—logyn)-C(o)
Beweis:

Induktionsanfang n = 2° = 1:

C(PP,(1)) ™" (2-1—2—1logy1) C(c)=0-C(c) =0

Induktionsvoraussetzung:

C(PP.(n)) = C (PPO (g)) +(n—1)-C(o)

Induktionsschritt § ~ n:

Beh 2.9—2—1ogzg) C

C(PP,(n)) Y C(PPO (g))+(n—1)~0(o)
(
2

o)+ (n—1)-C(o)
n—2— (logyn —1logy2))-C(o)+ (n—1
n—2—logyn+1)-C(o)+(n—1)-C(o

(n=1)-C(o)

~—~ o~

)-C(o)
)

n—1—logyn)-C(o) +

(
(
(
(

(b) Sei n = 2*. Somit ist k = log, n.
D(PP,(1))
D(PPo(n)) < D ( (

0
))+2 D(o)

|3

Behauptung:
D(PP,(n)) <2-logyn - D(o)



Beweis: Induktionsanfang n = 2° = 1:

D(PP.(1)) = o
D(PP.(1)) £ 2-logy1-D(c)=2-0-D(c) =0
D(PP.(1)) & 0 da D(PP.(n)) €N

Induktionsvoraussetzung:
D(PPo(n)) < D (PPO (g)) +2.D(o)

Induktionsschritt § ~ n:

D(PP.(n) = D (PPs (5)) +2- D(o)

W
@
=3

< 2-logy 7 D() +2-D(o)

< 2. (logyn —logy2) - D(o) +2- D(o)
< 2-(logyn—1)-D(o)+2-D(o)

< (2-loggn—2+4+2)- D(o)

< 2-logyn-D(o)

Aufgabe 2
(a) Die Addition
() = (a) + (b) + ¢
148t sich zerlegen in
(ci—1,8[i—1:0]) =(a[i —=1:0]) + (b[i —1:0]) + c_1
(cnysin—1:4]) ={aln—1:4]) + (bn—1:14]) + ¢i—1
Letztere 148t sich wiederrum zerlegen in
(cjrsli i) = (alj =) + O :al) +eica (%)
(crsln =155 +1)) = (aln—1: 5+ 1) + Bl —1:+1)) +¢;
Vorausgesetzt sei
pji =1
Daraus folgt nach Definition
(alj ) + (blj : ) = (177)
Einsetzen in (x) ergibt

(ej,slj 2]y = () + e



(G—i+1)—1

J
k=1

k=0

J
¢ - 2j—i+1 + <Z Sk - 2k—i> — (Qj—i+1 o 1) +cioa
k=i

Unterscheide zwei mogliche Fille fiir ¢;_1 € {0,1}.

e Sei zunéchst ¢;_; = 0. Dann gilt

J
¢ - 9j—i+1 + (Z S - 2k—i> — 9f—i+l _q
k=i

— ¢ =0As;=1 Vk:i<k<j dacj,s;€{0,1}
In diesem Fall gilt also ¢; = ¢;—1.

e Sei andererseits ¢;_; = 1. Dann gilt

J
¢ - i —itl | (Z 85 - 2ki> — gi—itl

k=i
= ¢ =1As=0 Vk:i<k<j dacjs,€{0,1}

In diesem Fall gilt also ebenfalls ¢; = ¢;—1.

(b) Vorausgesetzt sei
g5 =1
Daraus folgt nach Definition
(alj =) + (b5« d]) > (177)
Einsetzen in (x) aus Aufgabe 2a ergibt

(cjysf 4]y > (17 4¢y 4

J (j—i+1)—1
cj - Qi—itl | (Z Sk - 2k—z> > Z ok ey
k=1 k=0

J
Cj - 2j7i+1 + <Z Sk * 2kl> > (2j7i+1 — ].) +ci-1
k=1

Da ¢;—1 € {0, 1} muss unabhiingig von ¢;_; in jedem Fall gelten

J
cj - 2 —iHl 4 <Z Sk - 2ki> > 27l

k=i

J
cj- 2j7i+1 =+ (Z Sk - 2k2> Z 2j7i+1

k=i
= ¢;=1 dagc;,s;€{0,1}



(c) Siehe Schaltkreis 1 auf Seite 8.
(d) Siehe Schaltkreis 2 auf Seite 8.
(e) Seien

92 = Gjks P2 =Djk, g1 =0k—1i, DPL=DpPk—1; Mmiti<k<j

Zu zeigen:
9ji = g2 V (91 A Dp2)
Beweis:
|
gii = 92V (91 Ap2)
= 9jkV (gr-1,i NDjk)
gii=1 <= gjx=1 V (91@71,2' A pj,k) =1
— gjr=1 V (gk i=1 A pj,kzl)
ik
= (alj: k) + <[ ]> (Vv

(a
( —1:1)) —1:d) > (15 A (alj : K]) + (B - K]) = <1j—k+1>>
> (alj: k]) + (blj: k]> > (U7 v
(Galk = 1ealy + (ol = 1:2]) > (1F77) A 270 ((alj < R]) + () < k) = 2577 (117541

= (alj K]+ (i k) > (VTR v
(alj = d]) + (0l = d]) > (177) 425770 (/7R
= (alj: k) + (0l K]) > () v
(alj :d)) + (0[5 : 1) > (1)
o alj )+ (i) > (Y v
(alj =) + (b5 i) > (V)
= (alj )+ ) > (1)
— gji=1
|
Zu zeigen:
Pji =D2/\D1
Beweis:
Dji = P2 Ap1

Pk N\ Pk—1,i



pii=1 <= pjr=1 AN pr_1;,=1

— (al[j: K])+ (b[j : K]) = (TR A lalk —1:4]) 4 (B[k — 1 :4]) = (1F7Y)
— 2" (alj k) F 2T (b K]y = 28T (IR A

(alk —1: i]> + bk —1:14]) = <1’H‘>‘
— 27T (alj K]) + (alk — 1 :a]) 250 (b K]) + (B[k —1:d]) =

2k % <1] k+ > <1k z>
= (aljzal) + (Bl ) = (0 7FL 05 + (1R
= <b m (blj i) = (1774
= Dpji

O

(f) Gegeben sei die Funktion
0:{0,1}* x {0,1}* — {0,1}*

(92:p2) © (g1,p1) = (92 V (91 A p2),p2 A P1)
Die Funktion o so assoziativ sein, es muss also gelten

((a’b) o (C’ d)) o (ea f) = <a7 b) ° ((C’ d) o (ev f))

Beweis:

((a,b) o (c,d))o (e, f) = (aV(cAb),bAd)
V(eAD))V(
V(eAb))V(
V(eAb))V(
V(eAb))V(
V(cAb)V (e

V(eAb)V ((end)ANb),bA(dA f))
V((eV(end)Ab),bA(dA [))
b) o
b) o

), (bAd) A f)
), (bAd) A f)
), bAdA f)
bAd)),bA(dA f))

)

bAd
bAd
bAd

|
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e
e
e
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o
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A
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Ab), DA (AN f))

a,b)o(cV(end),dN f)
a,b) o ((c,d) o (e, f))

(g) Zu zeigen:
gio=c¢ fir0<i<n-1

Beweis:
gio=1 <= {afi:0])+ (b[i : 0]) +c_q > (1"T1)
<= {afi:0]) + (b[i : 0]) + c_; > 2°H1
(ciys[i:0]) = (ali:0]) 4+ (b[i: 0]) +cq
(ciys[i:0]) > 27+
<~

ci =1 da max(s[i: 0]) = 2" —1



O

(h) Seien alle Carrybits ¢; der Addition (s) = (a) 4+ (b) bekannt. Die Operation
eines Volladdierers ist wie folgt definiert:

(Ciysi) =a; +b; +ci1

Da vorausgesetzt ist, dass die Carrybits bereits bekannt sind, wollen wir ¢;
nicht erneut berechnen, sondern nur s;. Somit setzen wir:

<81> =a; +b;+ci—1 mod 2

Das i-te Bit der Summe 148t sich somit trivialerweise durch den boole’schen
Ausdruck
si = (a; ®b;) B ci—1

berechnen. Dieser Ausdruck 148t sich mit einem Schaltkreis der Tiefe 2 und
Kosten 2 darstellen. Die Berechnung eines Summenbits ist offensichtlich
nicht von der Berechnung der anderen Summenbits abhéngig, so dass die
Gesamtkosten fiir einen n-Bit-Addierer 2n betragen (das Bit s, der (n+1)
Bit breiten Summe ist gleich dem letzten Carrybit ¢,_; und nach Vor-
aussetzng bereits bekannt) und die Gesamttiefe 2 ist. Beweis des obigen
boole’schen Ausdrucks durch Wertetabelle:

ci1 | ai | bi || {eirsi) | (si) || ai @bi | (ai ®@bi) ®cia

0 010 0 0 0 0
0 0|1 1 1 1 1
0 110 1 1 1 1
0 1)1 2 0 0 0
1 00 1 1 0 1
1 011 2 0 1 0
1 110 2 0 1 0
1 111 3 1 0 1

O

(i) Siehe Schaltkreis 3 auf Seite 9. Unterschaltkreise ,,2¢* und ,,2d“ wie in der
entsprechenden Aufgabe deklariert. Unterschaltkreis ,PP,(n)“ wie auf dem
7. Ubungsblatt deklariert.

)
C(CLA,) =10n — 3log,n — 4

(k)
D(CLA,) =4logyn+5

Aufgabe 3

Aus der Konstruktion fiir Encoder und Decoder ergibt sich

C(Ency) =0 C(Ency,) =2 C(Encp,—1) +n
C(Decy) =1 C(Dec,) = C(Decy—1) +3



Schaltkreis 1 Aufgabe 2c

3 b

Schaltkreis 2 Aufgabe 2d

a by C1

2
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Dax € {0,1}%? und z; = 1 fiir genau ein i € {0, ..., 31}, benstigen wir einen n =
log, 32 = 5 Bit Encoder und Decoder. Fiir die Kosten der beiden Schaltkreise
ergibt sich

C(EHC5) =41

C(Decs) = 13
Die Kosten der Konstruktion mit Encoder und Decoder sollen geringer sein als
die Kosten ohne. Ohne Encoder und Decoder werden exakt 32 Flipflops benéttigt,
mit jedoch nur log, 32 = 5 Flipflops. Es soll also gelten
32-C(FF) > C(Encs)+ C(Decs)+5-C(FF)
< 27-C(FF) > C(Encs)+ C(Decs)
C(Encs) + C(Decs)

C(FF) >

= 57
41 +13
<~ C(FF) > o7
54
<~ C(FF) 77
<~ C(FF) > 2

Die Kosten fiir ein Flipflop miissen grofier 2 sein, damit sich diese Konstruk-
tion lohnt, also die Gesamtkosten mittels dieser Konstruktion gesenkt werden
konnen. Sind die Kosten fiir ein Flipflop gleich 2, bleiben die Gesamtkosten
gleich.
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