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Aufgabe 1

(a) unter der Voraussetzung, dass die Instruktion lhg entsprechend der Konstruk-
tion der ALU in der Vorlesung eine reguläre ALU-Operation ist, obwohl sie den
Operanden RS1 nicht verwendet:

alu = (IR[31 : 26] = 06) ∧ IR[5] ∧ (∼ (IR[4] ∨ IR[3]))

(b) unter der Voraussetzung, dass die Instruktionen clri und seti auch als Test-
Operation mit Operaden RS1 und Immediate-Konstante gelten, obwohl die
Immediate-Konstante nicht verwandt wird (entsprechend der Konstruktion aus
der Vorlesung):

testi = (∼ IR[31]) ∧ IR[30] ∧ IR[29]

(c)
shifta = (IR[31 : 26] = 06) ∧ (∼ (IR[5] ∨ IR[4] ∨ IR[3])) ∧ IR[0]

Aufgabe 2

Sei x ∈ {0, 1}n; k < n.

zu zeigen: b〈x〉 /2kc · 2k =
〈
x[n− 1 : k]0k

〉
.

Beweis:

⌊
〈x〉
2k

⌋
· 2k =


n−1∑
i=0

xi2i

2k

 · 2k

=

⌊
n−1∑
i=0

xi ·
2i

2k

⌋
· 2k

=

⌊(
k−1∑
i=0

xi ·
2i

2k

)
+

(
n−1∑
i=k

xi ·
2i

2k

)⌋
· 2k

Untersuche, welchen Wert der Term
∑k−1

i=0 xi · 2i

2k annehmen kann: Da
xi ∈ {0, 1}, ist das Minimum des obigen Terms offensichtlich gleich 0 und das
Maximum gleich

k−1∑
i=0

2i

2k
=

1
2k

·
k−1∑
i=0

2i

=
1
2k

· (2k − 1)

=
2k

2k
− 1

2k

= 1− 1
2k

< 1 da
1
2k

> 0 für endliche k
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Untersuche, welchen Wert der Term
∑n−1

i=k xi · 2i

2k annehmen kann: Es gilt:

2i

2k
= 2i−k ∈ N ∀i ≥ k

Ist 2i

2k = 2i−k ∈ N, so gilt auch

xi ·
2i

2k
∈ N ∀i ≥ k ∧ ∀xi ∈ {0, 1}

Die Summe einer Menge von natürlichen Zahlen ist ebenfalls wieder eine natürliche
Zahl. Somit ist

n−1∑
i=k

xi ·
2i

2k
∈ N

Addiert man zu einer natürlichen Zahl n ∈ N eine rationale Zahl q ∈ Q mit 0 ≤ q <
1, so gilt:

bn + qc = n

Für die obige Umformung ergibt sich dann

⌊
〈x〉
2k

⌋
· 2k =


(

k−1∑
i=0

xi ·
2i

2k

)
︸ ︷︷ ︸

∈Q,≥0,<1

+

(
n−1∑
i=k

xi ·
2i

2k

)
︸ ︷︷ ︸

∈N

 · 2k

=

(
n−1∑
i=k

xi ·
2i

2k

)
· 2k

=
n−1∑
i=k

xi · 2i

=

(
n−1∑
i=k

xi · 2i

)
+ 0

=

(
n−1∑
i=k

xi · 2i

)
+

(
k−1∑
i=0

0 · 2i

)
=

〈
x[n− 1 : k]0k

〉
�
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Aufgabe 3

(a) Zu zeigen:

[a] · [b] = 〈a〉 · 〈b〉 − (an−1 · 〈b[n− 2 : 0]〉+ 〈a[n− 2 : 0]〉 · bn−1) · 2n

Beweis:

[a] · [b] = (−an−1 · 2n−1 + 〈a[n− 2 : 0]〉) · (−bn−1 · 2n−1 + 〈b[n− 2 : 0]〉)

=

(
−an−1 · 2n−1 +

n−2∑
i=0

ai · 2i

)
·

(
−bn−1 · 2n−1 +

n−2∑
i=0

bi · 2i

)

=

(
−2an−1 · 2n−1 + an−1 · 2n−1 +

n−2∑
i=0

ai · 2i

)
·

(
−2bn−1 · 2n−1 + bn−1 · 2n−1 +

n−2∑
i=0

bi · 2i

)

=

(
−2an−1 · 2n−1 +

n−1∑
i=0

ai · 2i

)
·

(
−2bn−1 · 2n−1 +

n−1∑
i=0

bi · 2i

)

=

(
−an−1 · 2n +

n−1∑
i=0

ai · 2i

)
·

(
−bn−1 · 2n +

n−1∑
i=0

bi · 2i

)
= (−an−1 · 2n + 〈a〉) · (−bn−1 · 2n + 〈b〉)
= an−1 · 2n · bn−1 · 2n − 〈a〉 bn−1 · 2n − an−1 · 2n · 〈b〉+ 〈a〉 · 〈b〉
= an−1bn−1 · 22n − bn−1 · 2n ·

(
an−1 · 2n−1 + 〈a[n− 2 : 0]〉

)
−an−1 · 2n ·

(
bn−1 · 2n−1 + 〈b[n− 2 : 0]〉

)
+ 〈a〉 · 〈b〉

= an−1bn−1 · 22n − bn−1 · 2n · an−1 · 2n−1 − bn−1 · 2n · 〈a[n− 2 : 0]〉
−an−1 · 2n · bn−1 · 2n−1 − an−1 · 2n · 〈b[n− 2 : 0]〉+ 〈a〉 · 〈b〉

= an−1bn−1 · 22n − an−1bn−1 · 22n−1 − an−1bn−1 · 22n−1

−an−1 · 2n · 〈b[n− 2 : 0]〉 − bn−1 · 2n · 〈a[n− 2 : 0]〉+ 〈a〉 · 〈b〉
= an−1bn−1 · 2n − 2an−1bn−1 · 22n−1 − an−1 · 2n · 〈b[n− 2 : 0]〉

−bn−1 · 2n · 〈a[n− 2 : 0]〉+ 〈a〉 · 〈b〉
= an−1bn−1 · 2n − an−1bn−1 · 2n − an−1 · 2n · 〈b[n− 2 : 0]〉

−bn−1 · 2n · 〈a[n− 2 : 0]〉+ 〈a〉 · 〈b〉
= 〈a〉 · 〈b〉 − (an−1 · 〈b[n− 2 : 0]〉+ 〈a[n− 2 : 0]〉 · bn−1) · 2n

�

(b) Zu zeigen:[a] · [b] lässt sich als 2’s complement Zahl mit 2n Bit darstellen.

Beweis: gegeben a, b ∈ {0, 1}n.

[a] = −an−1 · 2n−1 + 〈a[n− 2 : 0]〉 = −an−1 · 2n−1 +

(
n−2∑
i=0

ai · 2i

)

[b] = −bn−1 · 2n−1 + 〈b[n− 2 : 0]〉 = −bn−1 · 2n−1 +

(
n−2∑
i=0

bi · 2i

)

Der kleinstmögliche darstellbare Wert einer 2’s complement Zahl wird dann
angenommen, wenn an−1 = 1 und ai = 0∀i < n − 1, da nur das vorderste
Bit an−1 negativ in die Summe einfließt (alle anderen Summanden sind po-
sitiv). Somit ist der kleinstmögliche darstellbare Wert einer 2’s complement
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Zahl 2n−1. Der größtmögliche darstellbare Wert wird jedoch dann erreicht,
wenn das vorderste Bit an−1 = 0 und ai = 1∀i < n−1, da alle Summanden ai

positiv sind. Der größtmögliche darstellbare Wert ist also
∑n−2

i=0 2i = 2n−1−1.
Somit gilt: a, b ∈ {−2n−1, . . . , 2n−1 − 1}.
Man muss nun drei Fälle unterscheiden, die Vorzeichen von [a] und [b] betref-
fend: beide Vorzeichen sind negativ, beide sind positiv, die Vorzeichen sind
verschieden.

Fallunterscheidung:

1. beide Vorzeichen negativ: Das Vorzeichen dieses Produkts ist in jedem
Fall positiv. Es muss also nur betrachtet werden, ob das Produkt in jedem
Fall ≤ 22n−1 − 1 (bzw. < 22n−1) ist. Es ist offensichtlich, dass das Produkt
maximal wird, wenn beide Faktoren minimal werden. Dazu müssen −2n−1

und −2n−1 miteinander multipliziert werden:

(−2n−1) · (−2n−1) = 22n−2 = 22(n−1) =
1
2
· 22n−1 ≤ 22n−1

Dies gilt, da 22n−1 > 0 ist.
Das Produkt zweier negativer 2’s complement Zahlen mit n Bit liegt somit
immer im Wertebereich einer 2’s complement Zahl mit 2n Bit.

2. beide Vorzeichen positiv: Das Vorzeichen dieses Produkts ist ebenfalls
in jedem Fall positiv. Somit muss man nur betrachten, ob das Produkt in
jedem Fall ≤ 22n−1 − 1 (bzw. < 22n−1) ist. Das Produkt wird genau dann
maximal, wenn beide Faktoren (2n−1−1) maximal werden. Es wird wieder
multipliziert:

(2n−1 − 1) · (2n−1 − 1) < 2n−1 · 2n−1

Somit liegt das Produkt zweier positiver 2’s complement Zahlen mit n Bit
immer im Wertebereich einer 2’s complement Zahl mit 2n Bit.

3. verschiedene Vorzeichen: Hier gibt es zwei Fälle: [a] ≥ 0 ∧ [b] < 0 und
[a] < 0 ∧ [b] ≥ 0. Diese müssen jedoch nicht gesondert betrachtet werden,
da die Multiplikation kommutativ ist. Das Vorzeichen dieses Produkts ist
in jedem Fall negativ. Es muss also betrachtet werden, ob das Produkt in
jedem Fall ≥ −22n−1 ist. Das Produkt wird genau dann minimal, wenn die
kleinstmögliche darstellbare Zahl −2n−1 mit der größtmöglichen darstell-
baren Zahl 22n−1 − 1 multipliziert wird:

(−2n−1) · (2n−1 − 1) = −22n−2 + 2n−1
!
≥ −22n−1

⇔ 22n−1 − 22n−2
!
≥ −2n−1

⇔ 22n−2 · (2− 1)
!
≥ −2n−1

⇔ 22n−2︸ ︷︷ ︸
≥0

!
≥ −2n−1︸ ︷︷ ︸

<0

(w)

Das Produkt zweier 2’s complement Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen
und der Länge von n Bits liegt immer im Wertebereich einer 2’s complement
Zahl mit 2n Bit.

Da in allen drei möglichen Fällen das Produkt im Wertebereich einer 2’s com-
plement Zahl mit 2n Bit liegt, lässt sich [a] · [b] als 2’s complement Zahl mit
2n Bit darstellen. �
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Aufgabe 4

(a) Konstruktion: Seien x′i die Eingänge und y′i die Augänge des PP mit n
2 Bit.

Dann gilt nach Konstruktion

x′i = x2i ◦ x2i+1

yi =


x0, für i = 0
y′k, für i = 2k + 1, k ∈ N>0

xi ◦ y′k−1, für i = 2k, k ∈ N>0

y′n
2−1, für i = n− 1

Es soll gelten:
y0 = x0

yi = xi ◦ · · · ◦ x0 ∀i ∈ {1, . . . , n− 1}

Induktionsvoraussetzung:
y′0 = x′0

y′i = x′i ◦ · · · ◦ x′0 ∀i ∈
{

1, . . . ,
n

2
− 1
}

Induktionsanfang:

• n = 1:
Nach Konstruktion gilt y0 = x0. Dies erfüllt die geforderte Eigenschaft

• n = 2:
Nach Konstruktion gilt y0 = x0. Aus x′0 = x0 ◦ x1 folgt nach Induktions-
voraussetzung y′0 = x′0 = x0 ◦ x1. Dies erfüllt die geforderte Eigenschaft.

Induktionsschritt: n
2  n. Untersuche vier möglichen Fälle für yi:

• i = 0:
y0 = x0 gilt trivialerweise.

• i = 2k + 1:

yi
Konstr.= y′k mit k =

i− 1
2

IV= x′k ◦ · · · ◦ x′0 mit k =
i− 1

2
Konstr.= (x2k ◦ x2k+1) ◦ · · · ◦ (x2·0 ◦ x2·0+1) mit k =

i− 1
2

= (xi−1 ◦ xi) ◦ · · · ◦ (x0 ◦ x1)
Kommut.= (xi ◦ xi−1) ◦ · · · ◦ (x1 ◦ x0)

Assoz.= xi ◦ xi−1 ◦ · · · ◦ x1 ◦ x0

Dieser Fall gilt ebenfalls.
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• i = 2k:

yi
Konstr.= xi ◦ y′k−1 mit k =

i

2
IV= xi ◦ (x′k−1 ◦ · · · ◦ x′0) mit k =

i

2
Konstr.= xi ◦

(
(x2(k−1) ◦ x2(k−1)+1) ◦ · · · ◦ (x2·0 ◦ x2·0+1)

)
mit k =

i

2
= xi ◦ ((xi−2 ◦ xi−1) ◦ · · · ◦ (x2·0 ◦ x2·0+1))

Kommut.= xi ◦ ((xi−1 ◦ xi−2) ◦ · · · ◦ (x1 ◦ x0))
Assoz.= xi ◦ (xi−1 ◦ xi−2 ◦ · · · ◦ x1 ◦ x0)
Assoz.= xi ◦ xi−1 ◦ · · · ◦ x1 ◦ x0

Dieser Fall gilt auch.

• i = n− 1:

yi
Konstr.= y′n

2−1

IV= x′n
2−1 ◦ · · · ◦ x′0

Konstr.=
(
x2·( n

2−1) ◦ x2·( n
2−1)+1

)
◦ · · · ◦ (x0 ◦ x1)

= (xn−2 ◦ xn−1) ◦ · · · ◦ (x0 ◦ x1)
Kommut.= (xn−1 ◦ xn−2) ◦ · · · ◦ (x1 ◦ x0)

Assoz.= xn−1 ◦ xn−2 ◦ · · · ◦ x1 ◦ x0

Auch dieser Fall gilt.

�

(b)

C(PP◦(1)) = 0

C(PP◦(n)) = C
(
PP◦

(n

2

))
+

n

2
· C(◦) +

(n

2
− 1
)
· C(◦)

= C
(
PP◦

(n

2

))
+ (n− 1) · C(◦)

D(PP◦(1)) = 0

D(PP◦(n)) = D
(
PP◦

(n

2

))
+ 2 ·D(◦)
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