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Aufgabe 1

(a) unter der Voraussetzung, dass die Instruktion 1hg entsprechend der Konstruk-
tion der ALU in der Vorlesung eine regulire ALU-Operation ist, obwohl sie den
Operanden RS1 nicht verwendet:

alu = (IR[31 : 26] = 05) ATR[5] A (~ (IR[4] V IR[3]))

(b) unter der Voraussetzung, dass die Instruktionen clri und seti auch als Test-
Operation mit Operaden RS1 und Immediate-Konstante gelten, obwohl die
Immediate-Konstante nicht verwandt wird (entsprechend der Konstruktion aus
der Vorlesung):

testi = (~ IR[31]) A IR[30] A IR[29]
()
shifta = (IR[31 : 26] = 0%) A (~ (IR[5] V IR[4] V IR[3])) A IR[0]

Aufgabe 2

Sei z € {0,1}™; k < n.

zu zeigen: |[(z) /2%] -2 = (x[n — 1: K]O%).

Beweis:
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Untersuche, welchen Wert der Term ), z; - ;—k annehmen kann: Da

x; € {0,1}, ist das Minimum des obigen Terms offensichtlich gleich 0 und das
Maximum gleich
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Untersuche, welchen Wert der Term Z;‘_kl Ty 5—; annehmen kann: Es gilt:
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Ist 227 =2'"F ¢ N, so gilt auch
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Die Summe einer Menge von natiirlichen Zahlen ist ebenfalls wieder eine natiirliche
Zahl. Somit ist
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Addiert man zu einer natiirlichen Zahl n € N eine rationale Zahl ¢ € Q mit 0 < g <
1, so gilt:
In+gql=n

Fiir die obige Umformung ergibt sich dann
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Aufgabe 3

(a) Zu zeigen:

Beweis:
[a] - o] = (—an-1-2"""+ < [n—2:00)) (=bp_1-2"""+ (b[n —2:0]))
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(—an—1-2" +(a)) - (=bn—1-2" + (b))

= ap-1-2" bp_1:2"—{(a)by—1-2" —ap_1-2" - (b) + (a) - (b)

= ap_1bp_1 2" — by 2" (ap_1 2"+ <a[n 2:0]))
—ap_1-2" (by—1- 2"+ (b[n —2:0])) + (a) - (b)

= Ap1by1 -2 — by 12" ap_ 12" — by 2" {a[n —2:0])

—Gp1 2" by 12" —ap - 2" (b[n —2:0]) + (a) - (b)

22n—1 22n—1

2n
= ap_1bp_1-27" —ap_1bp_1- —ap—1bp_1 -

—Qp—1-2" - (bn—2:0]) —bp_1-2" - (a[n —2:0]) + (a) - (b)

= an_lbn_l -2 — 2an_1bn_1 . 22n71 — Ap—1 - 2™ . (b[n —2: 0]>
—bp—1-2" - {aln—2:0]) + {a) - (b)

= anflbnfl - 2" — anflbnfl -2 — Ap—1 2" . <b[n —2: 0]>
~bp_1-2" - {a[n —2:0]) + (a) - (b)

= {a)-(b) — (an—1-(b[n—2:0]) +(a[n —2:0]) - b_1) - 2"

O

(b) Zu zeigen:[a] - [b] ldsst sich als 2’s complement Zahl mit 2n Bit darstellen.

Beweis: gegeben a,b € {0,1}".

n—2
@] = —an_1-2" '+ {a[n—-2:0)) = —an_1-2"" "+ <Z a; - 2¢>
1=0
n—2 )
—bp 1 2" (Bn—2:0]) = —b,_1 - 2" + (Z b; - 2’l>
=0

Der kleinstmogliche darstellbare Wert einer 2’s complement Zahl wird dann
angenommen, wenn a,_1 = 1 und a; = 0Vi < n — 1, da nur das vorderste
Bit a,,—1 negativ in die Summe einflieBt (alle anderen Summanden sind po-
sitiv). Somit ist der kleinstmogliche darstellbare Wert einer 2’s complement

[0]



Zahl 2771, Der grofitmogliche darstellbare Wert wird jedoch dann erreicht,
wenn das vorderste Bit a,,_1 = 0 und a; = 1Vi < n—1, da alle Summanden a;
positiv sind. Der grofitmogliche darstellbare Wert ist also Z::OQ 2 =on-1 1,
Somit gilt: a,b € {21, ... 2771 — 1},

Man muss nun drei Fille unterscheiden, die Vorzeichen von [a] und [b] betref-
fend: beide Vorzeichen sind negativ, beide sind positiv, die Vorzeichen sind
verschieden.

Fallunterscheidung:

1. beide Vorzeichen negativ: Das Vorzeichen dieses Produkts ist in jedem
Fall positiv. Es muss also nur betrachtet werden, ob das Produkt in jedem
Fall < 2271 —1 (bzw. < 22"71) ist. Es ist offensichtlich, dass das Produkt
maximal wird, wenn beide Faktoren minimal werden. Dazu miissen —2" !
und —27~! miteinander multipliziert werden:

(_277,—1) . (_2n—1) — 22"7,—2 — 22(77,—1) — % . 22n—1 S 227’L—1

Dies gilt, da 227~1 > 0 ist.
Das Produkt zweier negativer 2’s complement Zahlen mit n Bit liegt somit
immer im Wertebereich einer 2’s complement Zahl mit 2n Bit.

2. beide Vorzeichen positiv: Das Vorzeichen dieses Produkts ist ebenfalls
in jedem Fall positiv. Somit muss man nur betrachten, ob das Produkt in
jedem Fall < 22"~1 — 1 (bzw. < 22771} ist. Das Produkt wird genau dann
maximal, wenn beide Faktoren (2"~! —1) maximal werden. Es wird wieder
multipliziert:

(271,—1 _ 1) . (2n—1 _ 1) < 2n—1 . 2n—1

Somit liegt das Produkt zweier positiver 2’s complement Zahlen mit n Bit
immer im Wertebereich einer 2’s complement Zahl mit 2n Bit.

3. verschiedene Vorzeichen: Hier gibt es zwei Félle: [a] > 0 A [b] < 0 und
[a] < 0 A[b] > 0. Diese miissen jedoch nicht gesondert betrachtet werden,
da die Multiplikation kommutativ ist. Das Vorzeichen dieses Produkts ist
in jedem Fall negativ. Es muss also betrachtet werden, ob das Produkt in
jedem Fall > —227~1 ist. Das Produkt wird genau dann minimal, wenn die
kleinstmogliche darstellbare Zahl —27~! mit der groBtmoglichen darstell-
baren Zahl 22"~ — 1 multipliziert wird:

!
(727171) . (277,71 o 1) — 7227172 4 27’7,71 Z 7227),71
o 2277,71 o 227’7,72 ; 7277,71
!
= 22n—2 . (2 _ 1) Z _271,—1

!
RN 227},—2 Z _2”—1 (W)
—— ——
20 <0

Das Produkt zweier 2’s complement Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen
und der Léange von n Bits liegt immer im Wertebereich einer 2’s complement
Zahl mit 2n Bit.

Da in allen drei moglichen Féllen das Produkt im Wertebereich einer 2’s com-
plement Zahl mit 2n Bit liegt, 14sst sich [a] - [b] als 2’s complement Zahl mit
2n Bit darstellen. O



Aufgabe 4

(a) Konstruktion: Seien 2} die Eingéinge und y; die Augénge des PP mit § Bit.
Dann gilt nach Konstruktion

/
T; = T2 O L2441

xo, firi =20
)i = Ypes , f{er::Qk—i-l,kENw
xioyy_ 4, firi=2k ke Nyg
Ya_1s firi=n-1
Es soll gelten:
Yo = To

yi=xz;0---oxgVie{l,...,n—1}

Induktionsvoraussetzung:

Induktionsanfang:

e n=1
Nach Konstruktion gilt yg = xg. Dies erfiillt die geforderte Eigenschaft

o n =2
Nach Konstruktion gilt yo = x¢. Aus x, = xg o x; folgt nach Induktions-
voraussetzung y{, = x({, = xo o x1. Dies erfiillt die geforderte Eigenschaft.

Induktionsschritt: 5 ~» n. Untersuche vier moglichen Fille fiir y;:

o ;=0:
Yo = xo gilt trivialerweise.
o | =2k +1:
] i—1
Yi Konstr. Y, mit k= -
i—1
p4 T o---ox| mitk= 5
Konstr. . 1 —1
02 ' (xgk o Z‘Qk_H) O---0 (.1‘2.0 o} .1‘2.0+1) mit k = T
= (wi—10mi)o--0(z00w1)
Konglut. (IL'Z [e] $i_1) O-+-0 (:L'l O ZE())

Assoz.
= T; OTj—10:-0X1 00

Dieser Fall gilt ebenfalls.



o | = 2k:

yi  OET gioy_y mit k= %

pd zio(x)_y o0 0xp) mitk:%

Konstr. . )
= x; o ( To(k—1) © T2(k— 1)+1) -0 (xg.o o x2.0+1)) mit k = 5
= zio((xi—go0wi_1)0 -0 (L2.00T2041))

O 0 (wim1 0 @i2) 0+ 0 (21 0 30))

Assoz.
= in(xiqoxifzo--wmoxo)

Assoz.
= Z; OTj—1 00X 0T

Dieser Fall gilt auch.

e 1 =n—1:

Konstr. /
Yi = Yn 1

v ' ol
= Z‘g o o Ty

Konstr.
= (@ (- 1>°$2~(%—1>+1) o---o(zgomw)
= (Tp_go0xp_1)o---o(xgoxy)

Koramut. (Tp—10Tp_2) 00 (1 0x0)

Assoz.

= Tp_10%y_20---0x1 02X

Auch dieser Fall gilt.

C(PPy(1)) = 0

C(PPy(n)) = C(PPO (g))+g C(o)+<%—1) C(o)
- C(PPO (g))+(n—l)~0(o)

D(PP,(1)) = 0

D(PP.(n) = D(PP. (g))w D(o)



