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Aufgabe 1

siche Anhang (Zeichnung)

Aufgabe 2

sieche Anhang (Zeichnung)

Aufgabe 4

sieche Anhang (Zeichnung)

Aufgabe 5

Wir haben bereits in der Vorlesung bewiesen, dass es zu jeder Schaltfunktion f
einen boole’schen Ausdruck e € BA gibt, der f berechnet. Vollstindig geklammerte
boole’sche Ausdriicke sind wie folgt definiert:

V. = {z1,...,z,} endliche Menge von Variablen
B = {0,1}UV
Vel, e € Bi el € Bi—i—l

(e1 Nez) € Biy1 Und

(e1 Vea) € Biy1 Oder

(e1 @ ea) € Biy1  Addition modulo 2
(~e1) € Biy1 Negierung

BA = GBi
i=1

Zu zeigen: Es ist moglich jede Schaltfunktion f durch einen boole’schen Ausdruck
e € BA’ zu berechnen, der nur aus NAND-Gattern besteht.

Beweis: Dass es einen boole’schen Ausdruck e € BA gibt, der die Funktion f
berechnet, ist bereits gezeigt. Es geniigt also zu zeigen, dass es moglich ist, jeden
boole’schen Ausdruck e € BA nur durch NAND-Gatter zu berechnen.

(e1Ne2) = ((ex1nex) A(er Aea))

(e1Ves) = ((exner)A(eanes))

(e1®ez) = (e3Aez) mit eg:= (((e1Aer) A(eaAea)) A(er Aes))
(~e1) = (e1ner)

Zeigen durch Wertetabellen, dass oben genannte Aquivalenzen gelten.

61‘62 H e1 A ey ‘ (ex Nea) A (er Aea) H e1 N e
010 1 0 0
0]1 1 0 0
110 1 0 0
11 0 1 1




61‘62 Helxel egxeg‘(el/\el)x(eg/\eg) Hel\/eg
010 1 1 0 0
0] 1 1 0 1 1
110 0 1 1 1
111 0 0 1 1
e1 ‘ e H e1Ahel | eaAeg ‘ (e1 Aer) A (ex Aes) ‘ el A ey ‘ es3 H es3 A es
0|0 1 1 0 1 1 0
0] 1 1 0 1 1 0 1
110 0 1 1 1 0 1
1|1 0 0 1 0 1 0
el H e1 N ep H ~ e1
0 1 1
1 0 0

Definiere boole’sche Ausdriicke ausschlieflich iiber NAND-Gatter in BA’

V = {x1,...,2,} endliche Menge von Variablen
B = {0,1}uV
Vel, ey € B; e € Bz’+1

(e1 Aeg) A(e1 Aeg)) € By Und
(61 A 61) (62 A 62)) S Bi+1 Oder

3) € Bip1 mit eg := (((ex Aer) A(ez Aez)) A (exr Aez)) Addition modulo 2

(
(
(es
(e1 Ae1) € Biy1 Negierung

Ae
Ae
BA' = GB

i=1

Da die oben genannten Aquivalenzen gelten, ist es folglich maglich jede Schaltfunk-
tion f durch einen boole’schen Ausdruck e € BA’ zu berechnen. O

Aufgabe 6

(a) Zu zeigen:
(@) + ") = (%) + () V=0
Induktionsanfang ¢ = 0: gilt trivialerweise
(@) + (°) = (%) + °)

Induktionsschritt ¢ ~» ¢+1: Aus der Konstruktion des von-Neumann-Addierers
und des Halbaddierers ergibt sich

R 0 firi=0
! ' xt Ayl firi>0
t+1 t_ bt

yitt = si=aiey;



Betrachtet man die Summe zum Zeitpunkt ¢ + 1 erhélt man

[ n n
@Y+t = Do A2+ D (e 1

Li=1 i=0
[n—1 n

= D @Ay -2t 4+ [ (et eyl ]
Li=0 =0
n—1 )

- (2 (ziAwh) + (zi@wr)) 2| + (2, D) - 2"
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(z} +yt) - 2i> + (2 @yh) - 2"
. nil .
~21> + (Z yt- 21> + (2h @yl) 2"
=0

2) + ny-2i> + (zh@yl)-2"+2- (zh, Ayl) 2" mod 2"
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(b) Zu zeigen:
t<nt+1: () ="+

Beweis:
Wir haben bereits gezeigt

(@) 4+ (") = (") + (u°) vt=0

Soll zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢’ das Register (y'') die Summe enthalten,
muss gelten

(') = (@) + (°) (1)
und  (z¥) + (y*') = (2°) + (%) (2)
= (z'')y =0 (2) - (1)

Untersuche nun, ob es einen Zeitpunkt ¢’ gibt, ab dem <xt/) unabhéngig von
den Startwerten (z°) und (y°) gleich 0 wird. (#'') = 0 gilt genau dann, wenn
a2t = 0Vi. Da nach Konstruktion

2
xt:/Jrl _ 0 ) / firi =0
! ot Ayl firi>0

gilt, wird offensichtlich in jedem Durchlauf das 0-te Bit auf 0 gesetzt. Das i-te
Bit des neuen z ist gleich dem Ergebnis einer Und-Verkniipfung der (i — 1)-ten



Bits der alten x und y aus dem letzten Taktzyklus. Daraus 148t sich folgern

0

0 vt>1
T Ayg =0
0 Vt>2
2 Ayl =0
0 Vt>3

n—1 n—1 __
Lp—2 A Yn—2 = 0

0 Vt>n
Ty ANYp_1=0
0 Vi>n+1

Das heift, dass spétestens ab dem Taktzyklus ¢’ = n+1 alle Bits mﬁl = :E?H =0
und somit (z!') = (z"*1) = 0 unabhéingig von den Startwerten (z°) und (y°).
Somit enthélt das Register y nach obiger Vorbetrachtung spétestens ab dem
(n — 1)-ten Taktzyklus die Summe von (z°) + (y°).

W =1Vi>0 A yj=1
="

—

(a?)

Aoy =0Vi>1

LA )=1
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