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Aufgabe 1

a, b ∈ N.
Beweis durch vollständige Induktion über b ∈ N:
Sei a ∈ N beliebig.

1. Induktionsanfang: b = 0
a + b = a + 0 = a = 0 + a = b + a (ok)

2. (a) Induktionsannahme: Für b ∈ N gelte: a + b = b + a

(b) Induktionsbehauptung: Dann gilt für b + 1 ∈ N: a + (b + 1) = (b + 1) + a

(c) Induktionsbegründung:

a + (b + 1) n.V or.A1= (a + b) + 1
(2a)
= (b + a) + 1
= b + (a + 1)

(2a)
= b + (1 + a)
= (b + 1) + a

�

Aufgabe 2

Seien a, b, c ∈ N.
Beweis durch vollständige Induktion über c ∈ N:
Seien a, b ∈ N beliebig.

1. Induktionsanfang: c = 0
a · (b + c) = a · (b + 0) = a · b = (a · b) + (a · 0) = (a · b) + (a · c) (ok)

2. (a) Induktionsannahme: Für c ∈ N gelte: a · (b + c) = (a · b) + (a · c)
(b) Induktionsbehauptung: Dann gilt für c + 1 ∈ N: a · (b + (c + 1))

(c) Induktionsbegründung:

a · (b + (c + 1)) n.V or.A1= a · ((b + c) + 1)
n.V or.A2= a · (b + c) + a

(2a)
= ((a · b) + (a · c)) + a

n.V or.A1= (a · b) + ((a · c) + a)
= (a · b) + (a · c + a)

n.V or.A2= (a · b) + (a · (c + 1))
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Aufgabe 3

Seien a, b, c ∈ N.
Beweis durch vollständige Induktion über c ∈ N:
Seien a, b ∈ N beliebig
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1. Induktionsanfang: c = 0
a · (b · c) = a · (b · 0) = a · 0 = (a · b) · 0 = (a · b) · c (ok)

2. (a) Induktionsannahme: Für c ∈ N gelte: a · (b · c) = (a · b) · c
(b) Induktionsbehauptung: Dann gilt für c+1 ∈ N: a·(b·(c+1)) = (a·b)·(c+1)
(c) Induktionsbegründung:

a · (b · (c + 1)) A2= a · ((b · c) + b)
A2= (a · (b · c)) + (a · b) = a · (b · c) + (a · b)
(2a)
= ((a · b) · c) + (a · b)
= ((a · b) · c) + ((a · b) · 1)
A2= (a · b) · (c + 1)

�

Aufgabe 4

Seien x1, ..., xn ∈ {0, 1}
Beweise f(x1, ..., xn) = (x1 ∧ f(1, x2, ..., xn)∨ (x1 ∧ f(0, x2, ..., xn)) durch Fallunter-
scheidung (2 Fälle):
1. Fall: x1 = 0

f(0, x2, ..., xn) = (0 ∧ f(1, x2, ..., xn))︸ ︷︷ ︸
0

∨ (1 ∧ f(0, x2, ..., xn))︸ ︷︷ ︸
f(0,x2,...,xn)

= 0 ∨ f(0, x2, ..., xn)
= f(0, x2, ..., xn)

2. Fall: x1 = 1

f(1, x2, ..., xn) = (1 ∧ f(1, x2, ..., xn))︸ ︷︷ ︸
f(1,x2,...,xn)

∨ (0 ∧ f(0, x2, ..., xn))︸ ︷︷ ︸
0

= f(1, x2, ..., xn) ∨ 0
= f(1, x2, ..., xn)

�

Aufgabe 5

Seien a, b ∈ {0, 1}. Beweise: a ∨ b︸︷︷︸
x

≡ a ∧ b︸︷︷︸
y

a b x a b a ∧ b y x ≡ y
0 0 0 1 1 1 0 1
0 1 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1 1
1 1 1 0 0 0 1 1

Die Tabelle ergibt für x ≡ y immer 1. Somit ist die Behauptung bewiesen. �

Aufgabe 6

Seien a, b, c ∈ {0, 1}.
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(a)

Zeige: a ≡ b︸ ︷︷ ︸
x

⇒ a ∨ c ≡ b ∨ c︸ ︷︷ ︸
y

a b c x a ∨ c b ∨ c y x ⇒ y
0 0 0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0 1
1 0 1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Die Tabelle ergibt für x ⇒ y immer 1. Somit ist die Behauptung gezeigt. �

(b)

Zeige: a ≡ b︸ ︷︷ ︸
u

⇒ a ∧ c ≡ b ∧ c︸ ︷︷ ︸
v

a b c u a ∧ c b ∧ c v u ⇒ v
0 0 0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1
0 1 1 0 0 1 0 1
1 0 0 0 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 0 1
1 1 0 1 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Die Tabelle ergibt für u ⇒ v immer 1. Somit ist die Behauptung gezeigt. �

Aufgabe 7

e1 ∨ ... ∨ en = 1 ⇔ ∃i : ei = 1
ϕ((e1 ∨ ... ∨ en)) = 1 ⇔ ∃i ∈ {1, ..., n} sodass ϕ(ei) = 1

Reduktion auf n = 2 (o.B.d.A.):
ϕ((e1 ∨ e2)) = 1
⇔ ϕ(e1) ∨ ϕ(e2) = 1
⇔ ϕ(e1) = 1 oder ϕ(e2) = 1 �

Aufgabe 8

L(1) = 1 = 1 + (20 − 1) · 5
L(2) = 2 · L(1) + 4 = L(1) + 5 = 1 + (21 − 1) · 5
L(3) = 2 · L(2) + 4 = L(2) + L(2) + 4

= 2 · [L(1) + 5] + 4
= 2 · L(1) + 4 + 2 · 5

L(2)
= L(1) + 5 + 2 · 5

L(3) = L(1) + 3 · 5 = 1 + (22 − 1) · 5
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Hieraus ergibt sich die Vermutung:

L(n) = 1 + 5 · (2n−1 − 1) ∀n ∈ N≥1

Beweis durch vollständige Induktion:

1. Induktionsanfang: n = 1:

L(1) = 1 + 5 · (20 − 1) = 1 (ok)

2. (a) Induktionsannahme: Für n ∈ N≥1 gelte: L(n) = 1 + 5 · (2n−1 − 1)

(b) Induktionsbehauptung: Dann gilt für n+1 ∈ N≥1: L(n+1) = 1+5·(2n−1)

(c) Induktionsbegründung:

L(n + 1) = 2 · L(n) + 4
(2a)
= 2 · [1 + 5 · (2n−1 − 1)] + 4
= 2 + 10 · (2n−1 − 1) + 4
= 10 · 2n−1 − 4
= 5 · 2 · 2n−1 − 4
= 5 · 2n − 4
= 1 + 5 · 2n − 5
= 1 + 5 · (2n − 1)

�

Aufgabe 9

Nach Satz 1’b aus der Vorlesung:

e = 0 ⇔ ∃a 6∈ T (f) : c(a) = 0
⇔ ∃a 6∈ T (f) : x = a

⇔ ∃a 6∈ T (f) : X = a ⇔ X ≥ T (f) ⇔ f(x) = 0

ϕ löst e = 0 ⇔ ϕ löst f(x) = 0 ∀ϕ
ϕ(e) = 0 ⇔ ϕ(f(x)) = 0
e ≡ f(x) �
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