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1. Aufgabe:

(a) Zunéichst die Herleitung:

C(PP.(n)) = C(PPo(3))+(n—1)-C(o)
= O(PP(])+(5 —1)-Cl) +(n—1)-C(o)
= C(PPo()+ (5 =1 C) +(5-1) - C(e) +(n—1)- o)
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Wihle ein beliebiges j statt der konkreten Zahl 3:

C(PPo(n)) = C(PP,(2"7))+ (2’f (2- %) —j> - C(o)

Und setze das maximale j = k ein:

1

C(PP,(n)) = C(PP,(2"%)+ <2k 2= 5 - k> -C(o)

= C(PP,(1))+ (2" —2—k)-C(0)
= 0+ (2n —logyn —2)-C(0)
= (2n —logyn —2)-C(o)

Die Gleichung (*) gilt, weil
n
- 1
> 2 =25
i=0
Das soll an dieser Stelle nicht extra gezeigt werden.

Die hergeleitete geschlossene Form muss nun noch per Induktion iiber n bewiesen wer-
den.

e Induktionsanfang: n =1

C(PP,(1)) = (2-1—1logyl—2)-C(o)
= 0-C(o)
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e Induktionsvoraussetzung: Die Formel
C(PPo(n)) = (2n —logan —2) - C(o)

gelte fiir ein beliebiges n > 1.
e Induktionsschritt: n — 2n

C(PPo(2n)) = C(PPo(n))+ (2n—1)-C(o)

2n —logan —2) - C(o) + (2n —1) - C(o)
2n —logan —2+2n—1) - C(o)

4n — (logan +1) —2) - C(o)

4n —logy(2n) — 2) - C(o)
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(b) Auch hier zunichst die Herleitung:
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Benutze ein beliebiges j anstelle von 3:
D(PP,(n)) < D(PP,(2879)) 4 j-2- D(o)

Wihle j = k£ maximal:

D(PP,(2""%) + k-2 D(o)
= D(PP,(1)) 4 k-2 D(o)

= 0+4+2-loggn - D(o)

= 2-logyn - D(o)

D(PPo(n))

IN

Nun der Beweis durch Induktion iiber n.

e Induktionsanfang: n =1

D(PP,(1)) < 2-logyl-D(o)
= 2-0-D(o)
= 0

e Induktionsvoraussetzung: Die Formel
D(PP,(n)) <2-logyn-D(o)

gelte fiir ein beliebiges n > 1.
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e Induktionsschritt: n — 2n

D(PP,(2n)) < D(PP.(n))+2-D(o)
I%/ 2-logam - D(o)+2- D(o)

= 2 (logyn+1) - D(o)
= 2 (logy(2n)) - D(o)

2. Aufgabe:

(a)

(b)

pii =1 {alj 4]} + (b5 : ) = (1/7)

="M 4o Dj—i4+2=""[j—i+2] =0 falls ¢;; =0
10741 [] — 14+ 2} =1 falls ¢i.1 =1 = Cj = Cj—1

g4 =1 (alj i) + (b]j +4]) > (V=)

= (alj +i]) + (O[5 : i) > (107741 o

(alg = d]) + (bl <)) < (U7 + (V77 = (1970)

Aus den beiden Ungleichungen folgt:

= Cj = 1
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92 = Gjk» P2 =DPjks 91 = Gk—1,i P1 = DPk—1,i 1< k<]

z.z. §j; = 92 V (g1 A\ p2)

Diese Gleichung gilt, denn die Bits i bis j genereieren einen Ubertrag, wenn entweder
schon die hoherwertigen Bits k bis j ihn generieren, oder wenn die niederwertigen Bits i
bis k-1 ihn generieren und die hoherwertigen Bits ihn propagieren.

Z.Z. pj; = p2 A\ D1

Diese Gleichung gilt, denn ein iibertrag wird von i bis j genau dann propagiert, wenn er
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sowohl durch die niederwertigen Bits als auch durch die hoherwertigen Bits propagiert
wird.

(f) (g92,p2) o (91,p1) := (g2 V (91 A p2),p2 ADp1) Z.2. o ist assoziativ.

Fiir das zweite Komponent folgt das direkt aus der Assoziativitdt von A .

Seien: (¢',p') = (92,p2) © (91,p1)
(g",p") = (93,p3) © (92,p2) = (93 V (92 A\ g3), D3 /\ p2)

Das erste Komponent von (g3, ps) o ((g2,p2)0 (g1,p1)) ist:

e=g3V (g Ap3) =93V ((g2V (91 Ap2))ADp3) =93V (g2 Ap3) V(g1 ANp2Ap3)

Das erste Komponent von ((gs,ps) © (g2,p2) © (91, p1)ist :
f=9"V(gAD") =93V (92 Ap3) V(g1 ApsAp2) = g3V (92 Ap3) V(91 Ap2Aps3)

e = f = o ist assoziativ.

(g) Nach Definition von g erkennt man, das:

gio=1 = (a[i:0]) + (b[i : O]) + c—1 > (1t
- 60:1/\/\61—1:1/\62:1
— Gi0 =G

(h) Wenn alle Carry-Bits bekannt sind, kann das jeweilige Summenbit ohne Beriicksichtigung
der vorhergehenden Carry-Bits berechnet werden: s; = a;®b;®c¢; Die Konstruktion ergibt
sich aus der Konstruktion des Full-Adders, indem man die Gatter fiir das Ubertrags-Bit
wegoptimiert.

(i) Ein Carry-Lookahead-Addierer sieht folgendermaSen aus:
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C(CLAn) = C(PPo(n)) +2n - Cxor + (n + 1) ’ Cand + 007“

logn—1

Al n

= ) (Qi_l -C(o) +3n+2

i=0
(k)
D(CLAH) = D(PPo(n)+2'onr+Dand+D0T

Al

= 2-logn-D(c+4

3. * Aufgabe:

Am Anfang hat man eine 32-Bit unaercodierte Zahl.

1.Fall

-x wird encodet(also Binaercodiert), wobei man 5 Bits als Ergebniss bekommt;

-die 5 Bits werden mit 5 FlipFlops gespeichert;

-die 5 Bits am Ausgaenge der FlipFflops werden wieder durch einen Decoder unaer codiert.
2.Fall

Man speichert die 32-Bit unaercodierte Zahl in 32 FlipFflops.

Frage:

Wie teuer muss ein FlipFlop sein, damit der erste Fall guenstiger ist als der Zweite!
Fuer die Kosten von dem Encoder(2" Fingaenge,n Ausgaenge) gilt:
C(Ency)=1

C(Encp)=2-C(Ency—1)+n.

Fuer die Kosten von dem Decoder(n Eingaenge,2™ Ausgaenge) gilt:
C(Decy)=1

C(Decy,)=C(Decy—1)+2"+1.

In unserem Fall ist n=>5.

C(Encs)=2-C(Enc4)+5

=2-(2-C(Encs)+4)+5

=4-(2.C(Encg)+3)+8+5

=8-(2-C(Ency)+2)+12+8+5

=16-C(Ency)+16+124-845.

=57

C(Decs)=C(Decy)+2°+1

=C(Decg)+2*+1+2°+1

=C(Deca)+23+1+2141+425+1
=C(Decy)+224+14+234+1+24 4142541

=65

Sei x die Kosten von FlipFlop.

Um die Frage zu beantworten,muss man die folgende Gleichung loesen:
574+5-x465 < 32:x +» x > 4,52 .

Der 1.Fall lohnt es sich fuer Kosten von dem FlipFlop > 5!



