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1. Aufgabe: (Kommutativgesetz) (5 Punkte)
z.z. a + b = b+ a mit gegebener Voraussetzung V :a+ (b+1) = (a+b) + 1
Induktion {iber b
ILA.b=0
a+0=a=0+a

ANMERKUNG: An dieser Stelle miisste man eigentlich noch 0 4+ a = a zeigen. Dies geht
iiber eine Induktion iiber a. Jeder Student, der das erkannt und richtig durchgefiihrt hat
bekommt einen Bonuspunkt!

ILV.a+b=b+a

LS. b—b+1
at+(b+1) % (a+b)+1
'L b+a)+1
Lht(a+1)
=b+(1+a)=*
=((b+1)+ax=x*

ANMERKUNG: An Stelle * miisste man eigentlich noch 1+ a = a + 1 zeigen. Dies geht
iiber eine Induktion iiber a. Jeder Student, der das erkannt und richtig durchgefiihrt hat
bekommt einen Bonuspunkt!

ANMERKUNG: An Stelle ** miisste man eigentlich noch die Assoziativitéit der Addition
zeigen. Dies geht iiber eine Induktion {iber a oder b. Jeder Student, der das erkannt und
richtig durchgefiihrt hat bekommt zwei Bonuspunkte!

2. Aufgabe: (Distributivgesetz) (5 Punkte)
zz a-(b+c)=(a-b)+ (a-c) mit gegebener Voraussetzung V :a-(b+1) = (a-b)+a
Induktion iiber c
ILA.c=0
a-(b+0)=a-b=a-b+0=(a-b)+(a-0)

IV.a-(b+c¢)=(a-b)+(a-c)
I.S.c—c+1

(b4 (c+1))

a-(b+c)+a

(@a-b)+(a-c)+a

= (a-b)+ (a-(c+1))

3. Aufgabe: (Assoziativgesetz) (5 Punkte)
zza-(b-c)=(a-b)-c
Induktion iiber c
ILA.c=0
a-(b-0)=a-0=0=1(a-b)-0

P24l 0 (b4 ¢) + 1)

< Q

~
<
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IV.a-(b-¢c)=(a-b)-c
I.S.c—c+1
gy
="a-(b-c)+a-b
"X a-b)-c+(a-b)1
AIZ By (et 1)

4. Aufgabe: (Funktionszerlegung) (5 Punkte)

Def.iufg.Q - (b e+ b)

Fallunterscheidung;:

1. I = 0:

(OA f(1,zo,...;mn)) V (LA f(0, 29, ..., 2,))
=0V (1A f(0,29,....,2p))

=1A f(O,x2, ,$n))

= f(0,z29,...,2,)) q.e.d.

2. Ir1 = 1:

(LA f(1l,zo,...imy)) V (OA f(0, 29, ..., 2,))

= f(L,z2,...,xn) V (OA f(0,22,...,2y))
= f(1,z2,...,2n) VO
= f(1,z9,...,2,) q.ed.
5. Aufgabe: (Morgan-Formeln) (2 Punkte)

Da es sich hier nur um 2 Variablen handelt, ist die Korrektheit mit einer Wahrheitstabelle
schnell gezeigt:

alb aVb N(Na/\wb)

0[0|0OVO=0]~(~0A~0)=~(1LA1)= =0
0[1|0VI=1]~(~0A~1)=~(1A )_NO_l
110]1VO0=1|~(~1A~0)=~0A1)=~0=1
11]1Vvli=1|~~1A~1)=~0A0)=~0=1

Da die dritte und vierte Spalte in jeder Zeile denselben Wert haben, ist die Gleichheit beider
Seiten gezeigt.

6. Aufgabe: (Erweiterungsregeln) (6 Punkte)
Da es sich hier um 3 Variablen handelt, kénnte man die Korrektheit auch mit einer 8-zeiligen
Tabelle schnell zeigen. Hier zeigen wir es eleganter iiber eine Fallunterscheidung.

(a) i. 1.Fal a=b=0=aVc=0Vc=c=0Vc=bVe
ii. 2.Fall: a=b=1=aVec=1Vc=1=1Vc=bVec
(b) i LFall: a=b=0=aAc=0Ac=0=0Ac=bAc
ii. 2.Fall: a=b=1=aAc=1Ac=c=1Ac=DbAc

7. Aufgabe: (Rechenregeln) (4 Punkte)

erV..Ve,=1&die; =1
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ist eine abkiirzende Schreibweise fiir:
dp:plerV..Vey,) =1 Fi:pe) =1
was soviel heifit wie

Jp :p(er) =1 oder ... oder p(e,) =1 Ji:p(e;) =1
8. Aufgabe: (Rekursionsformeln) (10 Punkte)

e Gegeben: Folgende Differenzengleichung soll in eine geschlossene Form umgewandelt
werden:

1 ,n=1
L(n)—{ 2-Lin—1)+4 ,n>1

e Herleitung: Um eine geschlossene Form herzuleiten, setzen wir die Gleichung solange in
sich selbst ein, bis ein gewisses ,,Schema“erkennbar wird:

Ln) = 2-L(n—1)+4
= 2.(2-L(n—2)+4)+4
= 2-(2-(2-L(n—3)+4)+4)+4
2. Ln—3)+4+2-4+2-2-4

2
= 22 L(n—3)+4-) 2
=0

Dies ist das Schema, nach dem wir gesucht haben. Statt der konkreten Zahl 3 benutzen
wir nun eine Variable k:

k—1
Lin)=2"Ln—k)+4-) 2
=0

Die Summe kann ersetzt werden:

Damit vereinfacht sich obige Formel zu
Ln)=2"-Lin—k)+4-(2"-1)

Um die endgiiltige geschlossene Form zu erhalten, wihlen wir jetzt k =n — 1:

Lin) = 2" 1. Lin—(n—-1)+4-(2"1-1)
Ref gn—l g4 g.onl_y
= 5.2771 4

e Beweis: Induktion iiber n.
e Induktionsanfang: Sei n = 1. Dann gilt:
L(1) = 5.271 4
= 5-1-4
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e Induktionsvoraussetzung: L(n) = 5-2"~! — 4 gelte fiir ein beliebiges n.

e Induktionsschritt: n — n+1

Lin+1) 2 2.L(n)+4

Yoo 5eomt o4y 44
— 5.-2"—8+4
= 5.2"—4

Damit ist bewiesen, dass die zuvor bestimmte Formel zur Berechnung von L(n) korrekt

ist.
9. * Aufgabe: (Konjunktive Normalform) (10 Punkte *)
Lemma 1: x? =0< x; =q;
Beweis:
x; | a; | a; l‘?i
0jo0|11 0
01101
17071 1
1171]0] 0

Lemma 2: c¢(a)=0 < X=a
Beweis: ) )
cla)=Vi, 2'=0 & 2f"'=0V1ie {1,..n} Legpal 0 = a; Vi e{1,...n} & X=a.

Beweis Aufg. 9:
z2. Y ¢ o(Nagr(p) c(a)) = (f(X)) oder gleichbedeutend A 47 (f) c(a)= 0 < {(X)=0

Aagr(p) c()=0 & 3 ag¢ T(f) : c(a)=0 “E' 3 a ¢ T(f) : X=a & f(X)=0, da a ¢ T(f).



