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1. Aufgabe (4 4+ 6 Punkte)

(a) Beweis durch vollsténdige Induktion iiber n.

0
, 0-(0+1)
Indukti f :n=0: =0=-—"7
nduktionsanfang: n ;Z >
n
Induktionsanfang;: ZZ = w
i=0 2
Induktionsschritt: n — n +1
n+1 n
Yi = Yitn+
1=0 i=0
“(n+1
= %) +(n+1)
2 2
_ n-(n+1)+2-(n+1)
a 2
(n+1)-(n+2)

= 5 = Behauptung

(b) Beweis durch vollstdndige Induktion iiber n.
0-(0+1)-(2-0+1)

Induktionsanfang: n = 0: Z i?=0=

i=0 6
. . 1)-(2n+1
Induktionsanfang;: 2,2:71 (n+1)-@Cn+l)
i=0 6
Induktionsschritt: n — n+1
n+1 n
Yot = Y P (n+1)?
i=0 i=0
v n-(n+1)6.(2n+1)+(n+1)2
n-(n+1)-2-n+1) 6-(n+1)>
= -
6 6
_ on-(n+1)-2-n+1)+6-(n+1)?
B 6
 (n+1)-(n-(2-n+1)+6-(n+1))
B 6
_ (n+1)-(2-n*+n+6-n+6)
B 6
 (n+1)-(2:n2+7-n+6)
N 6
(n+1)-(n+2)-(2n+3)

6

1) - 2)-(2- 1)+1
_ (n+1)-(n+ )6( (n+1)+ ):> Behauptung
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2. Aufgabe (4 Punkte)
(a) AUB ={1,2,3,5} U{1,2,4,6} = {1,2,3,4,5,6}
#(AUB) = #{1,2,3,4,5,6} = 6

(b) A\(ANB)={1,2,3,51\{1,2} = {3,5}
#(A\(ANB)) = #{3,5} =2

(C) (AQ) = {17273a5}2 =
{(1,1),(1,2),(1,3),(1,5),
(2,1),(2,2),(2,3),(2,5),
(3,1),(3,2),(3,3),(3,5),
(57 1)7 (5a 2)7 (57 S)a (5> 5)}
HAZ) = (A) = 2 = 16

(d) Ax B=1{1,2,3,5} x{1,2,4,6} =
{(1,1),(1,2),(1,4), (1,6),
(2,1),(2,2),(2,4),(2,6),
(3,1),(3,2),(3,4),(3,6),
(5,1),(5,2),(5,4),(5,6)}

3. Aufgabe (5 Punkte)
Induktionsanfang: B =0 = #(B) =0
#(AUB) = #(AUD)

= #A

= #A+0-0

= #A+H#0—#0

= #A+#B—#(ANDB)
Induktionsvoraussetzung: #(AU B) = #A+ #B — #(AN B)
Induktionsschritt: B — B’ = B U {b}
Um den Induktionsschritt zeigen zu kénnen, muss eine Fallunterscheidung bzgl. der Zugehorig-

keit von b zu A gemacht werden:

e zunichst der einfachere Fall: b € A

#(AUB') = #(Au(BU{b}))
= #(AuBU{b})
S #(AUB)
1Y yA+#B—#(ANB)
=  H#A+#B+1-#(ANB)—1
=  H#A+#B+#{}— #HANDB)+1)
beA,b¢B

=7 HA L #(BUDY) — #(AN(BU{LY))
=  #A+#B —#(ANB)
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e nun der Fall b ¢ A:

#(AUB) = #(AU (B U{b}))

=  #(AuB)u{d})
= #HAUB)+#{b} - #(AUB)N (b))

AP 4 A+ #B — #(ANB) + #{b} — #(0)
= HA+#B —H#(ANB)+ #{b} -0
=  #A+#B+#{b} - #(AND)
= #A+#(BU{b}) —#(AN B)

EET 4A L #(BUDY) - #AN(BU{DY)
= #A+#(B') —#(ANnB)

4. Aufgabe (5 Punkte)
Definition der Addition:

I) a+0=a

(II) a+O+1)=(a+b)+1
Beweis durch vollstédndige Induktion {iber c:
Induktionsanfang: ¢ = 0:
atb+re)=a+r0+0) Latp?
Induktionsvoraussetzung:
Fiir c € N gelte: a+ (b+¢) = (a+b) +c.
Induktionsschritt: ¢ — ¢+ 1

(a+b)+0=(a+0b)+ec.

a+ (b+(c+1)) ey a+((b+c¢)+1)
D et pre)+1
") (0 b o)
D Grb)+ e+
5. Aufgabe (4 + 4 Punkte)

(a) i ((z1 V (~23)) A (22 V 23))
r1,xo, r3EB]
(N 1‘3), (.rg \ $3)EBQ
(331 V (N xg))EBg
((1‘1 V (N $3)) AN ($2 V $3))EB4
= die Zeichenreihe ist ein vollsténdig geklammerter Boolescher Ausdruck.

ii. (~ (Z1A ~ (z2A\ ~ x3)))
Die Zeichenreihe ist kein vollsténdig geklammerter Boolescher Ausdruck, da keine Regel
fiir ~ x3 ohne Klammern existiert.
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ili. (z1V (~z1) A (22 V (~ 22))
Die Zeichenreihe ist kein vollstdndig geklammerter Boolescher Ausdruck, da sie mehr
Offnende als schliessende Klammern beinhaltet.

iv. (((JIQ V 0) AN (N .1'3)) V (1 A xl))

0,1, z1,29, 2368

(~x3),(x2V0), (L Az1)EB>

((z2 V0) A (~ x3))€B3

(((xa VO) A (~z3)) V(L Ax1))EBy

= die Zeichenreihe ist ein vollsténdig geklammerter Boolescher Ausdruck.

p(21)=0, p(2)=1, p(3)=1

p((z2 vV 0))= p(z2) V ¢(0) =1
(LA )= o(1) A p(21) =0
@((z2 VO) A (~x3)) =0
@((((%2 \% 0) A (N 1'3)) V (1 A 331))):0
6. Aufgabe (2 + 2 Punkte)

1. Alternative:

(a)

aV(bAc)=(aVb)A(aVc)

Voraussetzung: 0OVx =z und 1V =1

Fall 1:

a=20
aV{bAe)=0V(bAc)=(0bAc)=0VDLAOVec)=(aVb) A(aVc)
Fall 2:

a=1
aV{bAe)=1V(bAc)=1=1A1=(1VbA(AVc)=(aVD)A(aVc)

aN(bVe)=(anb)V(aAc)
Voraussetzung: OANx =0und 1 Az =«
Fall 1:

a=20

aN(bVe)=0AbBVe)=0=0vV0=(0Ab)V(O0Ac)=(anb)V(aAc)
Fall 2:

a=1
aN(bVe)=1A0bVe)=0bBVe)=(1Ab)V(QIAc)=(aAb)V(aAc)
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2. Alternative:

(a) aV (bAc)=(aVb) A (aVc)
—— N N —

D u v
q w
a[blcllpluf[v]a[w]
0003 0j0(0|0]O0
O(oj1430j0(17010
0/1(0j0(1]0]0]0
Oj1)1{1|j1)1|1]|1|=qg=w
1101001 |1)1]1
11010111 )1]1
1j1j0(O0 1111
1111 j1(1]1}1
(b) an (bVe)=(anb) V (aAc)
—— N N —
D u v
q w
a[blcllpluf[v]a[w]
0003 0j0(0|0]O0
0O(oj1431j0(0j010
O(1y0)31j0(0]0]O0
011} 1(0]0]0]|0|=gqg=w
1{0]0(0]0|0]|0O|O
1j0(1f1jo0o|11)1]1
11110 1]110)1]1
1111|1111 )1]1
7. Aufgabe (2 + 3 + 4 Punkte)

(a) Aus der Wertetabelle abzulesen:
J1(x1, w2, 13) = Tr29T3 V Tizoxs V 217223 V 212273

(b) Die vollsténdige Zerlegung erhélt man durch rekursive Anwendung der Definition und
anschliefendes Einsetzen der gegebenen Funktionswerte:

fo(z1,20,23) = x1 A f(l,x9,23) VT A f(0,22,23)

= a1 A (z2 A f(1,1,23) VT2 A f(1,0,23))
VZI A (x2 A f(0,1,23) VI A f(0,0,23))
= 1A (z2 A (23 A f(1,1,1) VT3 A f(1,1,0))

VI A (3 A f(1,0,1) Vg A f(1,0,0)))
VITA (22 A (z3 A f(0,1,1) VE3 A £(0,1,0))

VIz A (23 A f(0,0,1) Vg A £(0,0,0)))
= 21 A (22 A (23 A1IVTZZA0) VT2 A (23 A1V T3 A0))
VITA (xe A (23 AOVT3AL) VT3 A (23 AOV T3 AL))
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x1 A (xox3 V Tax3) VITT A (2273 V T2 T3)

= X1X9x3V T1T2x3 V T1x2T3 V T1 T2 T3

Das Ergebnis ist gerade die vollstéindige disjunktive Normalform von fo.

(¢) Die vollstéindigen DNF von f; und fo haben zu hohe Kosten. Daher muss man eine ,,bil-
ligere“ Losung suchen. Durch genaue Betrachtung der Wertetabelle kann man erkennen:

1 = Tize Vs
Ja = TiT3VriTs
Da man den Teilausdruck zix3 fiir beide Funktionen verwenden kann, ist es moglich,

einen Schaltkreis mit Kosten 7 zu konstruieren:

T
v
| o

T
B

Anmerkung: Durch die Verwendung von XOR koénnte man einen noch giinstigeren
Schaltkreis konstruieren.

fi

8. Aufgabe (2 4+ 4 Punkte)

(a) Der Trager von f:{0,1}"™ — {0,1} ist die Menge Ty = {a € {0,1}"|f(a) = 1}
(b)

\/ m(a) =1 <« m(b) =1 fiir mindestens ein b € T
a€Ty

& bi=1firaleie{n—1,...,0}
& bj=u; firalleie {n—1,...,0}
& b=z

< xzely

-

flz) =1



Universitit des Saarlandes
FR 6.2 - Informatik

Prof. Dr. W.J. Paul

Dipl. Inform. M. Klein

Dipl. Inform. T. In der Rieden

Losungsvorschlag zur 1. Teilklausur Informatik I1
(Datum: 21.06.2003)

9. Aufgabe (5 + 5 + 8 Punkte)

(a) C(1)=1,C(n)=C(n—1)+n fir ne€Z.

Da sieht man gleich, dass C(n) die Summe ersten n natiirlichen Zahlen ist, und die
geschlossene Formel dafiir, w, ist schon in der ersten Aufgabe bewiesen worden.

Es kann aber auch der Fall sein, dass man es nicht gleich sieht.

Cn) = Cn—1)+n

(n—2)+(n—-1))+n
Cn—3)+n—2)+(n—-1))+n
Cn—4)+n—-3)+n—-2)+(Mn-1)+n

Wenn wir das als eine Summenformel schreiben:

Sei nun die Anzahl der Iterationen, die wir gemacht haben k. Wir formen die Formel
entsprechend um:

k—1
Cn) = Cln—k)+> n—i
=0

Jetzt wollen wir den rekursiven Term eliminieren. Darum wéhlen wir & so, dass C'(n—k)
zu dem definierten Fall von C, zu C(1) verwandelt.

m—k=1=k=n-1)

Cn) = Cn—(n—-1))+ > n—i
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n—1
= n?- Z’L
i=0
n
= = (i) -n)
i=0
n
= n’4n-— Zz
i=0

Wir haben in der ersten Aufgabe bewiesen, dass diese Summenformen sich als n'(";rl)

schreiben l&sst:

) = n?pn- LY
= n n—l—l)_n.(?ﬁ;d»_l)
n-(n+1)

Die geschlossene Formel haben wir erhalten. Jetzt sollen es zeigen, dass diese Formel fiir
alle n € N dquivalent zur Funktion C'(n) ist. Und das machen wir per Induktion:

Vollstindige Induktion iiber n:

I.A.: n=1

I.V.: Sei die Aussage C'(n) = % wahr fiir n € Z.

I.S: n—n+1

n+1)-(n+2) n? 4 3n + 2

2 2
(n? +n)+2n+2
) 2
n‘+n 2n +2
( 2 )+ 2
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_ n-(7”;+1)+n+1
C(n)+ (n+1)

(n+1)

~
<

-l
I8

~
Q

(b) C(1) =1,C(n) = C(n/2) + 2 fiir n = 2F k € N.

C(n) = C(n/2)+2
(C(n/4)+2)+2
(C(n/8)+2)+2)+2
=  C(n/2%)+3-2

= Cn/2)+i-2

SeLi=k  o(p/2k) 42 k
= C(1)+ 2k
= 1+ 2k
= 2-loggn+1
Vollstédndige Induktion iiber n:
ILA: n=1
2-logg1+1 = 2-0+1
= 1
o) v

I.V.: Sei C(n) =2-logyn + 1 fiir n =2 k € N.

I.S.:n—2n

2-logy2n+1 = 2-(logy2+logygn)+1

= 2-logs2+(2- logan+1)
2:14(2- logan+1)
2+C(n)

~
<
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I oen)

(c) C(1)=a,C(n)=2-C(n/2)+2 afirn=2%akecN.

-C(n/2) +2a

(2-C(n/4) +2a) +2a

(2- (2 C(n/8) + 2a) + 2a) + 2a
2.-2-C(n/8)+2-2-2a+2-2a+2a
= - (n/23)—|—22-2a—|—21-2a—|—20-2a

2
= 2.
2.
2

. i—1
= 2.C(n/2)+) 2a-2

§j=0
=  21.0(n/2) +2a- Z 2

Sez’:z’:k 2k n/2k

||Mk

k—1

= n-C’(l)—l—Za-ZQj

j=0

n-a+2a-(28-1)

‘n+2a-(n—1)

(n+2-(n—-1))
-(n+2n—2)

a
a
a
a-(3n—2)

Vollstindige Induktion iiber n:

I.LA.: n=1
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I.V.: Sei C(n) =2-logyn + 1 fiir n = 2% k € N.

I.S.:n —2n
2a-(3(2n) —2) = 6an—2a
= Gan —4a+ 2a
= 2-(a-(B3n—2))+2a
. C(n) + 2a
= C(2n)
O
10. Aufgabe (2 + 6 + 4 Punkte)

(a) Ein Addierer ist ein Schaltkreis mit Eingéingen a,b € {0,1}", c_; € {0,1} und Ausgéngen
s €{0,1}"* so dass (s) = (a) + (b) + c_1.

(b) Bsp: Carry-Chain-Adder
Rekursionsanfang: Volladdierer F'A.

a b C

Rekursionsschritt:
Beweis der Korrektheit durch Induktion iiber die Bitbreite n des Addierers

Induktionsanfang: n = 1:

Ein 1-Bit Carry Chain Adder entspricht einem Volladdierer. Die Korrektheit des Voll-
addierers darf vorausgesetzt werden.

Induktionsvoraussetzung:
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a[n—-2:0] b[n-2:0] c

3 S s[n—-2:0]

('[In—1:0]) =(a[n—2:0]) + (b[n —2:0]) + c_4

Induktionsschritt: n — 1 — n:

(a) 4+ (b) + c_1 = (aln —1:0]) + (b[n —1:0]) + c_1
= an-1-2" '+ (an—2:0]) +by1- 2" 4 (bn —2:0]) + g
= (an—1+ bn— 1)-2"_1 +{afn—2:0])+ (b[n —2:0]) +c_1

N (a4 bp1) 27+ (' —1:0])

= (ap—1+bp1) 2" sl 2" 4 (s'[n—2:0])

= (@1 +bp_1+8,_1)- 2”1+<s[n—2:0]>
Def.FA

(nsn1) 2771+ (sl — 2 0]
= ($nsp—18[n —2:0])
(

S

)
(c) C(CCA,) = C(CCA, — 1)+ C(FA)=n-C(FA)=n-5
D(CCA,) = D(CCA, — 1)+ D(FA) =n-D(FA) =n-3

11. Aufgabe (2 + 4 + 4 Punkte)
(a)

0a] " 0274 Y a2
n—1 '
=0

=" (a)

n—2
Bl+1 = by -2+ B 2041
=0
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n—2
= —(1=bp1)- 2" ) (1-by)-20+1
=0

n—2 4
bi 2P 4+1

n—2
—_ _2n—1 + bn—l X 2n—l + 27L _
=0 i=0

a] +2 an 1 2"V 4] —2-(1 —byy)-2" 1 +1

G.Reihe —2”_1+bn—1'2n_1+2n_1—1_Zbi'2i+1
n—2 )
= by 2 =) b2
i=0
n—2
= (bpr 2 Y b2
i=0
o
(c)
(@)
(@) — () = [0a] — [00]
2 [0a] + [15] + 1
Def. [
Vor [s] +an—1-2" —bp1-2"
n—1
Def. —8p - 2" + Zsi 2 a2 = byg - 2"
i=0
Def

=" (s[n—1:0])+ (ap—1 —bp—1 — sp) - 2"

Aus (a) > (b) = 0 < (a) — (b) <2" =1 und 0 < (s[n —1:0]) < 2" — 1 folgt:

(@ 1) < (@) — (b) — (sln—1:0]) < 2" — 1
:>—2”—|—1<(an_l—bn_l—sn)'2”<2”—1
= (an—l _bn—l_sn) =0
= (a) = (b) = (s[n —1:0])

12. Aufgabe (10 4+ 3 Punkte)

(a) Aus den Forderungen “Kosten O(n) und Tiefe O(logn)” heraus drangt sich die Benut-
zung eines Parallel-Prefix-Schaltkreises auf.
Sei a = 0"~ 17%10°. Wir flippen die Eingabe bitweise zu a’ = 010" ~1~¢ Benutzen wir dies
als Eingabe fiir einen PP-V-Schaltkreis, so erhalten wir als Ausgabe den Bitstring a” =
17710n=17% (nach Definition von Parallel Prefix). Dieser String wird dann nocheinmal
bitweise geflippt um das gewiinschte Ergebnis 0" ~1=%1"*! zu erhalten.
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(b) Wir suchen die vorderste 1 im Bitstring. Nur diese soll bleiben, alle anderen Stellen
sollen Null werden. Die vorderste 1 ist aber genau die einzige Stelle des Bitstrings, die
sich von ihrer Vorgingerstelle unterscheidet. Zur Uberpriifung, ob sich ein Bit von einem
anderen Bit unterscheidet, kann man ein xor-Gatter benutzen.
= sei @ = 0"~ !717*! die halbunire Darstellung, dann ist die uniire Darstellung genau
a’ mit a} = a; xor aji1.

13. Aufgabe (5 Punkte)

Idee: Wir invertieren erst @ und dann shiften wir um (@) nach links, um den Rechtsshift zu
realisieren. Dabei wird genau um eine Stelle zuwenig nach links geshiftet. Nach dem Linksshift
um (@) miissen wir das Ergebnis also nocheinmal um ein Bit nach links shiften. Daher ergibt
sich der folgende Schaltkreis:

X a
. L
n
2 ist in unserem Fall ein
n-Bit breiter bitweiser Inverter
O 1 right
n

CLS»

' Im Falle eines Rechtsshifts wird hier
_i das Ergebnis um ein Bit nach links geshiftet.

14. Aufgabe (2 4+ 4 Punkte)

(a) xor 00011, 00001, 00010 , da GPR(00001) = 132 und a; ror 1 =a;
(b) sub 00011, 00001, 00010 , da —1 — [a] = [a]

15. Aufgabe (5 Punkte)
Losung mit Fallunterscheidung;:
Da die Immediate-Konstante sign-extended wird ist die Unterscheidung abhéngig von Bit a;5.
1. Fall: a15 =0
lhgi 00001, xxxxx, a[31:16]
xori 00010, 00001, a[15:0]
2. Fall: a15 =1
lhgi 00001, xxxxx, @[31:16]
xori 00010, 00001, a[15:0]
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Losung ohne Fallunterscheidung;:
lhgi 00001, xxxxx, a[31:16]
addiu 00010, 00001, a[15:0]



