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Aufgabe 1: O-Notation, Teil 1 (10 Punkte)
Sehen wir uns zunéchst mal die erste Aussage an:

(1) f(z) € O(g(x)) < g(x) € Q(f(x))
Klingt einleuchtend. Also:
zu Zelgen:f(2) € Ola(s)) ¢ o(0) € U/ (o)
f(z) € O(y(x))

R de,zg €Nje> 0,20 >0: Ve > 20:0 < fx) < cg(x)
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< g(z) € /(@)

Ganz analog zeigt man tibrigens auch f(z) € o(x) < g(z) € w(f(z)).

Nehmen wir uns die nidchste Behauptung vor:

(i) o(f(x)) Nw(f(x)) = 0

zu Zeigen: o(f(z)) Nw(f(z)) =10
Beweis:

Annahme: Sei o(f(z)) Nw(f(z)) #0
= 3g(x) € o (1) Nw(f(2))
= 3g(0) : 9(x) € o(f(2)) A gla) € w(f())
= dg(x):Ve>030< 29 € N: Ve >125:0< f(x) < cg(x)
AVe>030<x € NV >21:0<cg(x) < f(x)
= dg(x) :Ve>030<z2eN: Ve >7:0< f(z) <cg(x) N0 < cg(z) < f(z)

Z:=max(x0,21)
= 3dg(x):Ve>030<2eN: Ve >2:0<cg(z) < f(z) <cg(z) ¢
= o(f(z))Nw(f(z)) =0

x):
x):



Wie sieht’s mit
(11d) f(z) + g(z) € O(min(f(z), g(x)))

aus? Nehmen wir z.B. f(z) := z,g(z) := 2. Dann ist fiir z > 1 immer g(z) > f(z),
also auch immer f(z) = min(f(z), g(z)). Wiirde die Behauptung gelten, dann wire also
r + 2? € O(z). Es gilt natiirlich lim £ = 0, also auch = € o(2? + x) C O(z? + x).

gt
Damit z + 22 € ©(x) gelten kann, miisste aber auch noch gelten 2%+ z € O(x). Das geht
natiirlich nicht, denn dann miisste ja gelten: 3¢ > 0,20 € N: Vo > 20 : 0 < 22 + 2 < cx,
und da x > 0 damit auch 0 <1+ 2z < cVo > 2y 4.
Dies ist offensichtlich nicht erfiillbar, und damit die Aussage per Gegenbeispiel widerlegt!
Néchste Aussage:

T

(iv)f(z) € B((2))

Sieht auch verdéchtig aus... Fiir Polynome mag’s ja noch angehen, aber wie sieht’s mit
exponentiellen Dingen aus? Betrachten wir mal exp(z). Fiir e € O(e?) briuchten wir
insbesondere e* € O(e?), also

E|c>0,x0€N:Vxe0:0§e‘”<ce%
<:>E|c>0,x0€N:VxZIO:0§eg<cé

Dies ist ein offensichtlicher Widerspruch, und damit ist die Aussage per Gegenbeispiel
widerlegt!
Bleibt nur noch:

(v)g(x) € o(f(2)) : f(x) +g(x) € O(f(x))

o o T L@@ : RE : lf@)]
Koénnte klappen, da ja xhjglo Fo = 1, und damit natiirlich auch xlggolf(x)w(:v)l = 1.

Sieht verniinftig aus. Also:

o Zeigen:  g(o) € o(f(2): /(a) + (a) € O(/(2)

f(x) +g(x) € O(f())
< Jep > 0,00 > 0,20 >0: Ve >20:0<c 1 f(z) < f(z) 4+ g(x) < caf(x)

Allerdings wissen , dass g(x) € o(f(x)), und daher Ve > 03xo > 0: Ve > 20:0 < g(z) <
cf(x). Dann gilt also auch: Vo > 2 : 0 < f(x) < g(x) + f(z) < f(z) + f(z), und damit
kénnen wir schlieBlich folgern:

Vi >z : 0 < e f(x) < f(e) +g(x) < 2f(2) < ef ()

was fiir ¢; = 1 ¢y = 2 offensichtlich erfiillt ist!
Damit ist die Aussage bewiesen! |




Aufgabe 2: O-Notation, Teil 2 (10 Punkte)

(i) zu Zeigen: 2 € o(aP)
Beweis:

(ii) zu Zeigen: z*+422°% € O(2*)
Beweis:
ot +422° € O(z?)
&2t +422% € O(x*) A2t +422% € Q)

oL |Tt42a3 |zt 42
(i) im —— = lim | — + — 1
T G
=1 —0
= 2t +422° € O(z)
. |24 . 1
lim ———— =1 =1
(11) xl_fgo \:1:44—42333’ xl_{{}o ‘1 + %
—0

= 2* € O(a* + 422?) Aﬁ) ot +422% € Q(2?)
1G
(i) & (ii) = Behauptung

(iii) zu Zeigen: 22°¢€ O(2%) \ o(z°)
Beweis:

225 € O(2%) \ 0(z°) & 22° € O(2%) A 22° ¢ o(2°)

2 6
1) lim [227] 2
= 2% € O(x6)

(ii)22° € 0(z%) & Ve > 0T : Vo > 20 : 0 < 22° < ca®
mit c=1= Jzo: Ve >20:0<22% <25 4

= 215 ¢ o(z°)
(i) & (ii) = Behauptung

(iv) zu Zeigen: Va e N:e* € w(z?)



Beweis:

Sei a € N beliebig aber fest.
Va e N:e® € w(z?) & Va € N: x% € o(e”)
Hinweis in A1 (i)
Betrachte: lim “ ||
r—o00 |eT

Da lim |2¢| = lim |e”| = oo, und z?, e”differenzierbar
r—0Q0 Tr— 00

= L’Hopital anwendbar!

|z do- ax® ! al
= lim — = lim 42 = lim =-.=lim—=0
T—00 ’ea)‘ T—00 di rz—oo eT x—00 %
x
= 1 € o(e”)

= e" € w(z”)

|
(v) zu Zeigen: In(z) € o(x)
Beweis:
Da In(x) und z differenzierbar und lim |In(z)| = lim |z| = o0
1
= L’Hopital fiir lim % anwendbar!
Tr—00 €T
1 dln(z) 1 1
St O]y T s = L
= In(x) € o(x)
|

Aufgabe 3: O-Notation, Teil 3 (10 Punkte)
Anordnung;:

In(In(z)), Vz,e*, z!, 2"
Begriindung:
(Die Anwendbarkeit von L’Hopital ist hier {iberall offensichtlich, daher wird nicht mehr
gesondert darauf hingewiesen!)

(1)

LT S 17 R - I
T—00 ‘\/E‘ L’Hoépital x—o00 |:L‘ ln(l‘)| T—00 ’\/E ln(g;')‘

(ii)

1
lim ‘\/E‘ = lim ’ ‘

T—00 ’ex’ L’Hé_pital xaoo’Q\/Eex’ -

(iii)



Sei n € N die néchstgroflere ganze Zahl zu x.

n Hn—l
i 1<) — i ‘_1=—OQ| — lim 1" —— =0
e=oofnl| emee I (n — )] n=
Tr— 00
(iv)
Sei auch hier wieder n € N die néchstgrofere ganze Zahl zu x.
! IXxX2x---X 1
lim‘n—zlim‘ n’zlim 1 =0
z—oo|n™|  z—ooln Xn X .- Xn|  woooln XL XX 1|

Aufgabe 4: Laufzeitberechnung (10 Punkte)
Sei n = v.size();. Wir versehen jede Zeile des Codes mit ihren Kosten und mit der
Anzahl ihrer Aufrufe im worst-case:

Kosten Aufrufe
for (j = 1; j < v.size(); j++) a n-1
{
int key = v[j]; n-1
int i = j - 1; c n-1
vhile ((i >= 0) && (v[i] > key)) d vl

>
{
v[i+1] = v[i]; e >
i-—; f >

}

v[i+1] = key; g n-1

}

Also gilt:

—_

Tn)=(a+b+tc+g)n—1)+(d+e+f) - J

=1

<

=c1 1=co
n(n—1
=c(n—1)+ cg%
=c(n—1)+ %n2 — %n
= cn’+ (. —c3)n— ¢

2.
5 i=c3

Zeigen wir noch schnell, dass csn® + cyn — ¢; € O(n?) fiir ¢z > 0:
zu Zeigen: c3n® + cqn — ¢y € O(n?)
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Jim, In?]
T—00

c3 + lim @ —
A

cmit 0 < ¢ < oo« lim

l9()]

= n? € O(csn® +cyn — c1)
= cn® +cyn —cp € O(n?)

A1 (i)

|n?|
|/ ()]

r—00

= cgn® + cqn — ¢ € O(n?)

lesn? + cqn — ¢4

Und mit lim

(7) lim

Aufgabe 5. (Klassenhierarchien Bonuspunkte)
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Beweis
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