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Aufgabe 1

Vorbetrachtung: Betrachte zwei aufeinander folgende Miinzwiirfe. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass Zahl geworfen wird unter der Bedingung, dass zuvor Kopf ge-
worfen wurde, ist p(Z) - p(K). Die Wahrscheinlichkeit, dass Kopf geworfen wird
unter der Bedingung, dass zuvor Zahl geworfen wurde, ist p(K) - p(Z). Die Wahr-
scheinlichkeiten dieser Fille ist also gleich.

fairer Wurf mit unfairer Miinze: Es werden immer zwei Wiirfe mit der po-
tentiell unfairen Miinze auf einmal durchgefiihrt. Erhélt man als Resultat zweimal
Kopf oder zweimal Zahl, so wird das Ergebnis verworfen und von vorne begonnen.
Erhélt man jedoch als Resultat entweder

(1) zuerst Zahl, dann Kopf oder
(2) zuerst Kopf, dann Zahl

hat man ein faires Ergebnis, da beide Fille nach Vorbetrachtung gleich wahrschein-
lich sind. Die Wiirfe vor diesem Ergebnis sowie deren Anzahl werden dabei nicht
bertiicksichtigt. Die Ergebnisse ,, Kopf“ und ,,Zahl® des simulierten fairen Wurfes
kann man beliebig den Féllen zuordnen, es bietet sich die Zuweisung

(1) =: Zahl
(2)

an.

: Kopf

Erwartungswert: Da wir nur die Fille betrachten, in denen die zwei jeweils
zusammengehorenden potentiell unfairen Miinzwiirfe verschiedene Resultate haben,
konnen vor Erreichen dieses Ereignisses einige Wurf-Paare mit zweimal Zahl oder
zweimal Kopf auftreten, bis eine Entscheidung getroffen werden kann. Seien folgende
Ereignisse definiert

e 7 = es wird einmal Zahl geworfen
e K = es wird einmal Kopf geworfen
o 7? = ein Wurf-Paar ergibt das Ergebnis Zahl & Zahl
o K? = ein Wurf-Paar ergibt das Ergebnis Kopf & Kopf
e D = ein Wurf-Paar ergibt einen Pasch
e W, = erst beim n-ten Wurf-Paar kann eine Entscheidung gefillt werden
Fiir die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse Z2 und K? gilt trivialerweise
p(2%) = p(212) = p(Z) - p(Z) = p(Z)*
p(K?) = p(K|K) = p(K) - p(K) = p(K)?
Daraus folgt fiir die Wahrscheinlichkeit von D offensichtlich
p(D) = p(2?) +p(K?) = p(Z) + p(K)*

Damit das Ereignis W,, eintreten kann, muss vorher (n — 1) mal das Ereignis D
eintreten. Die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis D genau (n — 1) mal in Folge
auftritt ist p(D)" 1. Somit ist

p(Wy) =p(D)" ' = (p(2)* + p(K)?)



Nun stellt sich die Frage wie hoch der Erwartungswert der Anzahl der Wiirfe, bis
eine Entscheidung getroffen werden kann, ist. Der Erwartungswert ist gleich der
unendlichen Summe iiber das Produkt der Wahrscheinlichkeit, dass ¢ Wurf-Paare
benétigt werden, und der Anzahl der Wiirfe in diesem Fall, also 2i, fiir alle ¢ von 1
bis oo.

i—1

E= Z 2i - p(W;) = Z% (p(2)* +p(K)?)’

Es ist klar, dass p(Z) = 1 — p(K) gelten muss, da anderenfalls kein Wahrschein-
lichkeitsraum vorliegt. Obiger Term fiir den Erwartungswert F kann somit in eine
einfache geschlossene Form gebracht werden, die nur noch von p(Z) abhiingt:

1
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Aufgabe 2

Zu zeigen:
(E[XY])” < E[X?] E[Y?]
Beweis in mehreren Schritten:
(1) Zu zeigen: Fir P{Y =0}) =1 gilt
(E[XY])* = BE[X?] - E[Y?]
Beweis:

P{Y =0})=1 = p(e)=0 VYee SmitY(e)#0
(BIXY])* = E[X?]-B[Y?]

=D ple) X(e) - Y(e) = (ZP(€)~X(€)2>- > ople)-Y(e)

ecsS

=0
(*) weil p(e) =0 wenn Y(e) # 0

(2) Definiere fiir P({Y =0} # 1

Zu zeigen:




Beweis 2: Zuniichst Berechnung der ersten beiden Ableitungen.

h'(a)

h// (a) —

(Zp ¢) —aY (e)) )

ecS

Y [p(e)(X(e) —aY ()]

ecS

> 2p(e)(X(e) —aY(e)) - (~Y(e))]

ecsS

S 2ap(e)Y (€)? — 2p(e) X ()Y (e)

ecsS

(Z 2ap(e

e€eS

> 12ap(e)Y(e)* — 2p(e) X ()Y ()

ecS

> 2(e)Y(e)

ecS

Damit h(a) an der Stelle a* ein Minimum hat, muss gelten

W(a*)=0 A h'(a*)>0

Uberpriife die Korrektheit durch Einsetzen und Evaluieren

ZQap

W(a")

h”(a*)

ecS

(ZQa ple

ecS

2-a"- (Zp(e)Y(e)2> -2 (Zp(e)X(e)Y(e)>
eesS e€esS

> p(e)X(e)Y(e)

)? = 2p(e) X (e)Y (e)

) (o)

2,565 . Y(e)?2 | — 9. X ()Y (e
> p(e)Y () (e%p() <>> (CEZ;M ()Y (e)
e€s

2.<

i ng

ecS

Y pe)X(e)Y

ecS

>O

(e)> -2 (ZP(G)X(e)Y(6)>
e€S

>0

P{Y =0}) #1
— P{Y #£0}) >0
= Jee Smit Y(e) Z0Ap(e) >0

=—> mindestens ein Summand ist echt grofler als 0

)



(3) Zu zeigen:
Fiir P({Y = 0}) # 1 folgt aus h(a*) > 0 die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
Beweis:

h(a*) = Y p(e)(X(e) —a"Y(e))?

ecS

= (Zp(e)X(e)2> —2a"- <Zp(e)X(e)Y(e)> + (a)? (Zp(e)Y(e)2>

ecS e€sS ecS

= E[X? —2d" - E[XY]+ (a*)*- E[Y?

) E[XY] E[XY]\* )
= E[X ]—Q-W-E[XYM— <E[Y2]) - E[Y?]
EXY))?*  (BE[XY])?
E[Y? E[Y?]
(B[XY])?
E[Y?]

= E[X2]72~(

= FE[X? -

es gilt
e h(a*) > 0 nach Voraussetzung

e h/(a) >0 Va nach (2)
o B[V =1L.1"(0)>0

somit gilt

(E[XY])?

X -

\Y
o

= E[X?]

v

= E[X?]- E[Y?

v
&
s
=

Aufgabe 3

(a) Zu bestimmen:

Der Satz von Bayes besagt

P(A|B) =

In unserem Fall erhalten wir

P(K+|T+) — P(K+)7 _ -P(T+‘K+)
P(K+) - P(T+|K+) + P(K+) - P(T+[K+)

_ P(K™)
T P(EY)-P(THKY)+P(K)-P(TH|K") P




Alle benétigten Wahrscheinlichkeiten sind uns bekannt, bis auf P(TT|K ™). Aus
der elementaren Mengenlehre folgt

(ANB)U(ANB)=B
P(ANB) + P(ANB) = P(B)

Betrachte die Summe P(TT|K~)+ P(T~|K™).
Es gilt nach der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit

P(T*K-) + P(T-|K-) P(T*NK~) P(T-NK")

P(K~) P(K™)
_ PT*NK )+P(T NK~)
P(K7)
P(K”)
- P(EY)
= 1
= P(I*IK7) = 1-P(T7|K")
Also gilt
P(K*
PUCTITT) = P(K+)-P(T+|K+)(+P)(K—)~P(T+|K—) PITET)
P(KY)

= PEH PO RO a-PpE) a-par ) TEED

Gegeben seien:
e Spezifizitdt P(T—|K~) =0,97
e Sensitivitit P(TT|K™) = 0,997
e Krankheitswahrscheinlichkeit P(K+) = 0,0005

Fiir die Wahrscheinlichkeit, mit der ein positiv diagnostizierter Patient tatséchlich
mit HIV infiziert ist, ergibt sich

P(K)

= . P(THIK*
P(K*T|TT) = PKY) - PTHKD) + (1= P(K) - (1= P(T|K)) P(TH|K)
0,0005
= 0,0005-0,997 + (1—0,0005) - (1—0,07) "
_ 0,0005 0 007

0,0005 - 0,997 + 0,9995 - 0, 03
~ 0,016353109059 = 1, 6353109059%
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Es soll gelten

P({X = k}) = (Z) e

mit ¢ =1 — p gilt

n

PUX = k}) = (k) (L



Nach Definition Erwartungswert gilt

Es muss gelten

Als geschlossene Form ergibt sich

(1—p)"-(1+ﬁ)n
1-p)- (1+ )

n—1
n— p
= n-p-(1-p) 1~(1—|—1 )

= n-p-(1-p"t. <1ip>n_1

1_p n—1
= n.p. m

. 1n—1

E(X) = n-p-
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// Klasse FaireMuenze zur Simulation von fairen Wuerfen mit einem unfairen Wuerfel

#include <stdlib .h>
#include <iostream>
#include <vector>
#include <iterator >
#include <algorithm>
#include <time.h>

using namespace std ;
class FaireMuenze {

public:
typedef double (*RANDFUNC) ();

// initialize class with given parameters

// assume [ being a mon null pointer

// assume min being less than max

FaireMuenze ( RANDFUNC f, double min, double max ) {
assert ( f != NULL );
assert ( min < max );

v_rand = f;
v_min = min;
v_max = max;

}

// overload operator () in order to do the a fair toss;



// true equals head and false equals tail;
// get pairs of tosses until the tosses are not equal,
// then return first toss of this last pair
bool operator () () {
bool tossl , toss2;
do {
tossl = toss ();
toss2 = toss ();
} while (tossl == toss2);
return tossl;

}

private:
RANDFUNC v_rand;

double v_min, v_max;

// scale the incoming value from the range
// v-min — v_maz down to 0.0 — 1.0 an return it
double scale ( double v ) {

assert ( v >= v_min && v <= v_max );

return (v — v_min) / (v_max — v_min);

}

// call the given random funtion , scale the result
// down to 0.0 — 1.0 and return true if greater or
// equal 0.5 else false
bool toss () {

double v = scale ( v_rand () );

return v >= 0.5;

s

int main ( int argc, char sxxargv ) {
vector<bool> wuerfe (42);
FaireMuenze m ( drand48, 0.0, 1.5 );

srand48 (12345);
generate ( wuerfe.begin (), wuerfe.end (), m );

copy ( wuerfe.begin (), wuerfe.end (), ostream_iterator<bool> (cout, 7?.7) );
cout << endl;

int a=0,b=0;
for (int 1=0;i<42;i4++) if (wuerfe[i]) a++; else b++;
cout << a << 7.7 << b << endl;

return 0O;



