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5Substitutions-Methode
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Es fehlt der Induktionsanfang n = 1  (siehe nächste Seite)!
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9Substitutions-Methode
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In einigen Beispielen kann man die RF erst dann lösen, wenn man eine
geeignete Variablensubstitution durchführt!
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Setze m = log(n):
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Setze S(m) = T(2m):
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Wir vermuten daher, dass T(n) = O(n2) ist, und zeigen nun mittels der
Substitutionsmethode, dass T(n) � dn2 für ein geeignetes d > 0.
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Dieser letzte Schritt gilt für alle d mit  d � (16/13)c !
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Summieren wir nun die Kosten aller Schichten des Baumes auf, so erhalten
wir die folgenden Gesamtkosten.

Wir haben implizit in den obigen Berechnungen immer vorausgesetzt, dass
n durch die Potenzen von b teilbar ist, d.h., dass n eine Potenz von b ist.
Diese Voraussetzung behalten wir für die folgenden Rechnungen und  Be-
weise bei. Die Berechnungen und Beweise für beliebige ganze Zahlen n�N
können Sie im Lehrbuch „Introduction to Algorithms“ von Cormen et al. nach-
lesen.
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17Master-Theorem

)()( )(log ε−= abnOnf

Wir diskutieren im folgenden die potentiellen Lösungen von Rekursions-
Formeln der allgemeinen Form  T(n) = a T(n/b) + f(n) in Abhängigkeit vom
asymptotischen Verhalten der Funktion f(n):
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D.h., es existiert eine Konstante c > 0 und eine natürliche Zahl n0, so dass
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Da  b  und  � Konstanten sind, folgt aus der obigen Abschätzung:
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Wir betrachten nun den zweiten Fall und nehmen an, dass
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Analog kann man zeigen, dass es eine Konstante d > 0 gibt, so dass für 
alle hinreichend großen n gilt: 
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Nehmen wir jetzt ferner an, dass 
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)()/()( nfbnaTnT +=

Satz [1]:

Seien  a � 1  und  b > 1 Konstanten, sei f(n) eine (positive) Funktion und
sei T(n) die Rekursion der Form

wobei n/b entweder als �n/b� oder als  �n/b� interpretiert werden kann.

(1)  Ist                              )()(
)(log ε−

=
ab

nOnf für ein � > 0,  so gilt: ( ))(log)( abnnT Θ=

(2)  Ist                              )()(
)(log ab

nnf Θ= dann ist: ( ))log()( )(log nnnT abΘ=

))(()( nfnT Θ=

(3)  Ist                              )()(
)(log ε+

Ω=
ab

nnf für ein � > 0,  und ist   a f(n/b) � c f(n)      für 
eine Konstante c < 1 und genügend großes 
n, so gilt:

22Anwendung des Master-Theorems auf MergeSort

)()2/(2)( nnTnT Θ+=

Die Laufzeit des MergeSort-Algorithmus wird durch die folgende RF
beschrieben:

Die Konstanten a und b sind gleich 2 und die Funktion f(n), die den Zeit-
aufwand für das Mischen (Merge) der sortierten Teilfolgen angibt, ist in 
�(n).

Da  logb(a) = log2(2) = 1  ist,                           

)()()()( 1)(log

nnnnf
ab Θ=Θ=Θ=

folgt aus Fall (2) des Master-Theorems

Satz [2]:

Die Laufzeit T(n) des Algorithmus MergeSort ist in �(n log n):

( ))log()( nnnT Θ=
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23Beispielanwendung des Master-Theorems 

nnTnT += )3/(9)(

Als zweites Beispiel betrachten wir die Rekursion

Es gilt:  a = 9,   b = 3,   f(n) = n,    logb(a) = log3(9) = 2 .

)( 22)(log

nnn
ab Θ==

Dann folgt aus Fall (1) des Master-Theorems

( )2)( nnT Θ=

)()(
)(log ε−

=
ab

nOnf wobei  � = 1 ist.

24Beispielanwendung des Master-Theorems 

)log()4/(3)( nnnTnT +=

Als drittes Beispiel betrachten wir die Rekursion

Es gilt:  a = 3,   b = 4,   f(n) = n log(n),    logb(a) = log4(3) = 0.793 .

Da für große n gilt:  3 f(n/4) = 3 (n/4) log(n/4)  � (3/4) n log(n) = (3/4) f(n), 
folgt aus Fall (3) des Master-Theorems

( ) ( ))log()()( nnnfnT Θ=Θ=

)()()(
)3(4log

nnnf Ω=Ω=
+ε

wobei  � 	 0.2 ist.


